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На основе уравнения Кирхгофа разработан метод расчета энтальпии силикатного расплава 
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теплоемкости силикатного расплава с использованием предлагаемого набора коэффициентов 
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рассчитанные с использованием предложенного метода, сопоставлены со значениями, полу-
ченными независимыми методами. Значение ошибки при вычислении на уровне значимости 
95% не превышает ±2  отн.%.
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ВВЕДЕНИЕ

Для корректного количественного анализа 
эволюции магматических систем в  процес-
сах плавления  – кристаллизации необходимо 
оценивать изменения энтальпии гетерофазных 
(расплав + кристаллы) систем с  учетом скры-
той теплоты плавления минералов в широком 
диапазоне составов и  температур. В  термоди-
намических сводках и  справочниках имеется 
достаточно информации о  термохимических 
свойствах отдельных минеральных фаз  – ко-
нечных членов твердых растворов (например, 
Наумов и  др., 1971; Robie, Hemingway, 1995), 
но на данный момент не существует опубли-
кованного уравнения зависимости энтальпии 
расплава от температуры и  состава. Имеется 
только два программных средства: программы 
семейства MELTS и КОМАГМАТ, учитываю-
щие скрытую теплоту плавления. Из них толь-
ко MELTS выдает значения энтальпии всех 
фаз. В  статье (Ghiorso, Sack, 1995), описыва-
ющей термодинамическую модель, принятую 

в  MELTS, приводится обобщенное уравнение 
для расчета ΔG системы. Однако выражение 
для расчета энтальпии расплава в  явном виде 
не приводится. Из контекста понятно, что для 
расчета энтальпии жидкой фазы используются 
данные об энтальпиях плавления компонен-
тов расплава и учитывается энергия смешения 
компонентов расплава. В  то же время авторы 
показывают, что недостаток эксперименталь-
ных данных о  термодинамических свойствах 
«геологически значимых материалов застав-
ляет нас принять ряд значений, которые 
 представляют собой не что иное, как экс-
пертные оценки, и  могут привести к  неопре-
деленности порядка 20% от использованных 
величин». Несмотря на то, что с тех пор коэф-
фициенты в  уравнениях, описывающих термо-
динамическую модель MELTS, несколько раз 
перекалибровывались (Asimow, Ghiorso, 1998; 
Ghiorso et al., 2002; Ghiorso, Gualda, 2015; 
Gualda et al., 2012), сами эти уравнения остались 
прежними. 



124 БЫЧКОВ и др.

ПЕТРОЛОГИЯ  том 27  № 2  2019

Программы семейства КОМАГМАТ-3.n 
(Френ кель и др., 1988; Френкель, 1995; Арискин, 
Бармина, 2000) используются при расчетах 
данных об энтальпии плавления минералов, 
но не для расчета энтальпии расплава. 

В нашей работе мы предлагаем способ рас-
чета энтальпии системы с  неявным учетом 
скрытой теплоты плавления фаз. Он основан 
на аппроксимации экспериментальных изме-
рений энтальпии гетерофазных систем урав-
нением Кирхгофа. Однако экспериментальное 
определение энтальпии системы сопряжено 
с большим количеством трудностей (Navrotsky 
et al., 1989). В связи с этим в настоящее время 
доступны экспериментальные данные только 
для весьма ограниченного диапазона составов 
систем в  узком интервале температур при ат-
мосферном давлении, что делает невозмож-
ным определение коэффициентов уравнения 
Кирхгофа в  его развернутой форме  (3) для 
всего диапазона составов и  температур при-
родных расплавов. Вместе с тем большая часть 
коэффициентов уравнения (3) совпадает с ко-
эффициентами уравнения Майера–Келли  (2) 
(Maier, Kelley, 1932; Haas, Fisher, 1976) для те-
плоемкости системы. Это обстоятельство по-
зволяет использовать для нахождения коэффи-
циентов уравнения Кирхгофа многочисленные 
экспериментальные данные о  теплоемкости 
силикатных расплавов, которые перекрывают 
весь диапазон составов и  температур природ-
ных расплавов.

МЕТОД РАСЧЕТА ЭНТАЛЬПИИ 
ГЕТЕРОФАЗНОЙ СИСТЕМЫ

Энтальпия любой (гомогенной или гетеро-
генной) термодинамической системы описы-
вается уравнением Кирхгофа:

 H(T) = HT0
 + 

T

T0
CpdT, (1)

где H(T)  – зависимость энтальпии системы 
заданного фазового состава от температуры; 
HT0

  – энтальпия системы при стандартной 
температуре, имеющая смысл константы инте-
грирования; Cp – изобарная теплоемкость си-
стемы. Все экстенсивные термодинамические 
параметры в  уравнении (1) являются сумма-
ми соответствующих параметров для входящих 
в систему фаз. Абсолютное значение энтальпии 
рассчитать  невозможно, поэтому рассчитыва-
ются приращения энтальпий относительно 

некоего нулевого уровня. За нулевой уровень 
при расчете энтальпии системы мы принимаем 
энтальпию составляющей ее смеси химических 
элементов в  стандартном состоянии при тем-
пературе 298.15 К и  давлении 1  бар (105 Па).

С учетом принятого нулевого уровня констан-
ту интегрирования можно представить в  виде:

 Δ fH
0 = HT0 – Hme(T0), (1.1)

где ΔfH
0 – энтальпия образования гетерофаз-

ной системы из смеси элементов, которая яв-
ляется суммой энтальпий образования фаз из 
смеси элементов при стандартной температуре; 
Hme(T0) – энтальпия механической смеси эле-
ментов при стандартной температуре. Параметр 
Δ fH

0 для твердых фаз табулирован в большом 
числе справочников (Наумов и др., 1971; Robie, 
Hemingway, 1995; Robie et  al., 1984).

Приращение энтальпии системы над нуле-
вым уровнем в  свою очередь выразится как:

 ΔH(T) = H(T) – Hme(T0), (1.2)

где ΔH(T)  – приращение энтальпии системы 
относительно смеси элементов при стандарт-
ной температуре. С учетом (1.1 и 1.2) из урав-
нения Кирхгофа следует:

 ΔH(T) = ΔfH
0   + 

T

T0
Cp dT. (1.3)

Уравнение для учета зависимости Cp от тем-
пературы впервые было предложено в  1932  г. 
Майером и  Келли (Maier, Kelley, 1932) и  со-
держало три члена. Мы воспользовались рас-
ширенной версией этого уравнения, предло-
женной в  1976 г. Хаасом и  Фишером (Haas, 
Fisher, 1976), в  которую были добавлены два 
члена для адекватного описания высокоточных 
калориметрических данных. Это уравнение 
удобно тем, что его коэффициенты приводят-
ся в справочной термодинамической литерату-
ре, например в  известном справочнике Роби 
и  Хэмингуэя (Robie, Hemingway, 1995): 

 Cp = a + bT + cT–2 + dT–0.5 + eT2,   (2)

где a, b, c, d и e – параметры уравнения, опре-
деляемые при обработке экспериментальных 
данных, а Т – температура в градусах Кельвина. 
После подстановки уравнения Майера–Келли 
(2) в  уравнение (1.3) и  интегрирования имеем:

ΔH(T) = Δ fH
0 + a(T –T0) + b/2(T 2 – T 2

0) – (3)
 – c(1/T – 1/T0) + 2d(T0.5–T0

0.5) + e/3(T3–T3
0). 
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Поскольку энтальпия является экстенсив-
ным параметром термодинамической системы, 
ее можно рассчитывать как сумму энтальпий 
отдельных фаз в  системе. Расчет энтальпии 
минералов не представляет проблемы, так как 
все необходимые для расчета коэффициенты 
и  константы хорошо известны для большин-
ства породообразующих минералов (см. вы-
шеупомянутые справочники). Проблема воз-
никает при расчете энтальпии расплава. Дело 
в том, что необходимая для расчета константа 
интегрирования (энтальпия образования рас-
плава из элементов при стандартной темпе-
ратуре Δ fH

0L) не может быть определена экс-
периментально, но может быть рассчитана, 
о  чем и  пойдет речь ниже.

Для определения Δ fH
0L необходимо досто-

верно определить коэффициенты в  уравне-
ниях (2) и  (3). В  литературе существуют три 
версии набора таких коэффициентов (Lange, 
Navrotsky, 1992; Richet, Bottinga, 1985; Stebbins 
et al., 1984) для расплава. Обращает внимание 
то, что последняя из этих версий была опу-
бликована в  1992 г. С  тех пор было получено 
значительное количество оценок теплоемко-
сти для широкого спектра составов расплавов. 
Это дает нам возможность провести ревизию 
соответствующих коэффициентов на более 
широком экспериментальном материале. 

Таким образом, для достижения главной 
цели необходимо последовательно решить две 
задачи: 1) предложить новую версию набора ко-
эффициентов для уравнений (2) и (3), 2) пред-
ложить способ расчета константы интегрирова-
ния для расплавов произвольного состава.

В дальнейших расчетах приняты следующие 
допущения:
• Состав расплава описывается в  виде од-

нокатионных оксидов (SiO2, TiO2, AlO1.5, 
FeO1.5, FeO, MnO, MgO, CaO, NaO0.5, KO0.5).

• Теплоемкость расплава является аддитив-
ной функцией его состава.

• Энтальпия расплава (в том числе константа ин-
тегрирования) есть аддитивная функция пар-
циальных энтальпий компонентов расплава. 

• В качестве стандартного состояния для 
расчета теплоемкости и  энтальпии нами 
принято состояние фазы при температуре 
298.15 К  и давлении 1  бар (105 Па).

• За нулевой уровень при расчете энтальпии 
системы принята энтальпия составляющей 
ее смеси химических элементов в стандарт-
ном состоянии при температуре 298.15 К  и 
давлении 1  бар (105 Па).

Эти постулаты приняты нами без обсуж-
дения в  качестве начального приближения. 
Их  справедливость будет оценена по резуль-
татам исследования.

РЕВИЗИЯ УРАВНЕНИЯ 
ТЕПЛОЕМКОСТИ РАСПЛАВА

Нами было обнаружено 18  работ, из кото-
рых можно извлечь значения теплоемкости 
расплавов. На материале этих работ состав-
лена выборка для разработки уравнения за-
висимости теплоемкости расплава (C

L

p) от его 
состава и  температуры.

Существуют три типа источников сведений 
о  величинах теплоемкости расплава, они ука-
заны в правой колонке табл. 1. Первый – пря-
мое экспериментальное измерение методом 
дифференциальной сканирующей калориме-
трии (в выборку вошло 196 таких измерений). 
В  работах публикуются конкретные значения 
теплоемкостей для конкретных эксперимен-
тальных составов и  температур.

Второй источник – работы, в которых при-
ведены не результаты экспериментальных из-
мерений, а представлены уравнения зависимо-
сти C

L

p   от температуры для экспериментальных 
составов в диапазоне температур. В этом случае 
в выборку включались три значения теплоем-
кости, рассчитанные для нижней, верхней гра-
ниц температурного диапазона и для его сере-
дины (в  выборку вошло 111  таких  значений).

Третий источник – работы, в которых при-
ведены серии измерений энтальпий расплавов 
известного состава для различных температур. 
Следует заметить, что упомянутые энтальпии 
измерены относительно стеклообразного со-
стояния и, следовательно, не характеризуют 
энтальпию расплава относительно стандартно-
го состояния с учетом скрытой теплоты плавле-
ния. Обработка этих серий методом наимень-
ших квадратов с использованием уравнения (3) 
позволяет определить значения коэффициен-
тов для уравнения (2) и  рассчитать величины 
теплоемкости для экспериментальных темпе-
ратур (в  выборку вошло 254  таких значений).

Всего выборка I содержит 561 значение те-
плоемкостей расплава, отвечающих определен-
ным составам и температурам. Многогранник 
экспериментальных составов в  координатах 
концентраций оксидов для выборки I, характе-
ризуется следующими величинами (в  мас.%): 
SiO2 от 28.2 до 77.7, TiO2 от 0 до 39.9, Al2O3 от 
0  до 36.0, Fe2O3  от 0  до 37.7, FeO от 0  до 
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Таблица 1. Характеристика источников сведений о теплоемкости силикатных расплавов

Литературный источник Число точек Число составов Температура (К) Тип источника

(Bouhifd et al., 1998) 13 2 1049.8–1766.8 3

(Bouhifd et al., 2006) 14 3 938.4–1062.5 1

(Bouhifd et al., 2007) 8 1 962.7–1700.3 3

(Bouhifd et al., 2013) 11 2 938.4–1063 1

(Courtial, Richet, 1993) 41 5 1089.3–1847 3

(Di Genova et al., 2014) 4 4 906–1002 1

(Lange et al., 1991) 11 1 1610–1762 1

(Lange, Navrotsky, 1992) 49 12 1140–1674 1

(Lange, Navrotsky, 1993) 22 4 1268.5–1761.2 1

(Lange et al., 1994) 18 2 1264–1422 1

(Richet, Bottinga, 1984) 45 6 1018.8–1867.9 3

(Richet, Bottinga, 1985) 34 5 1030.2–1815.3 3

(Richet, Neuville, 1992) 11 2 1173.7–1820.1 3

(Robert et al., 2014) 62 4 965.2–1201 1

(Roskosz et al., 2004) 24 8 862–1090 2

(Stebbins et al., 1984) 102 12 1452–1879 3

(Tangeman, Lange, 1998) 87 29 738–998 2

(Webb, 2011) 5 5 1204.95–1234.85 1

Итого 561 107 738–1879

Таблица 2. Характеристика выборки II экспериментов, вовлеченных в  процедуру расчета зависимости 

C
L

p   от состава и температуры

Литературный источник Число точек Число составов Температура (К) Тип источника

(Bouhifd et al., 1998) 5 1 1147.1–1766.8 3

(Bouhifd et al., 2006) 14 3 938.4–1062.5 1

(Bouhifd et al., 2007) 8 1 962.7–1700.3 3

(Bouhifd et al., 2013) 5 1 963.2–1063 1

(Courtial, Richet, 1993) 34 4 1089.3–1847 3

(Di Genova et al., 2014) 4 4 906–1002 1

(Lange, Navrotsky, 1992) 16 4 1437–1674 1

(Lange et al., 1994) 18 2 1264–1422 1

(Richet, Bottinga, 1984) 6 1 1083.3–1862.8 3

(Richet, Neuville, 1992) 11 2 1173.7–1820.1 3

(Robert et al., 2014) 62 4 965.2–1201 1

(Stebbins et al., 1984) 45 5 1502–1864 3

(Webb, 2011) 2 2 1204.95–1226.55 1

Итого 230 34 906–1864
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6.23, MgO от 0  до 29.0, CaO от 0  до 48.6, 
Na2O от 0 до 52.8, K2O от 0 до 54.3. Интервал 
 теплоемкостей в нашей выборке составляет от 
62  до 97 Дж · моль–1 · К–1 в  пересчете на моль 
расплава, состав которого представлен в  виде 
мольных долей однокатионных оксидов. 
Диапазон составов выборки I  существенно 
шире диапазона составов природных распла-
вов. Мы  приводим здесь табл. 1  как справоч-
ную для тех исследователей, чьи интересы 
не ограничиваются природными расплавами.

Для нашей цели мы решили удалить из вы-
борки составы, радикально отличающиеся от 
природных. Опираясь на справочник по соста-
вам магматических горных пород (Богатиков 
и др., 1987), мы ограничили выборку состава-
ми природных лав (табл. 2).

Всего выборка II содержит 230 значений теп-
лоемкости расплава, отвечающих определен-
ным составам и температурам. Многогранник 
экспериментальных составов в  координа-
тах концентраций оксидов для выборки II 
характеризуется следующими величинами 
(в  мас.%): SiO2  от 41.2  до 73.6, TiO2  от 0  до 
4.95, Al2O3  от 8.43  до 25.6, Fe2O3  от 0  до 10.6, 
FeO от 0  до 5.02, MgO от 0  до 29.0, CaO от 
0  до 14.88, Na2O от 0  до 9.31, K2O от 0  до 
7.80. Обращает внимание отсутствие среди 
оксидов MnO (по сравнению со стандартным 
набором) и  сопоставимые диапазоны содер-
жаний FeO и  Fe2O3  по сравнению с  содержа-
ниями этих оксидов в  природных магмах, где 
концентрация FeO обычно заметно больше 
концентрации Fe2O3. Интервал теплоемко-
стей в  нашей выборке составляет от 71.3  до 
92.9 Дж · моль–1 · К–1 в  пересчете на моль рас-
плава, состав которого представлен в  виде 
мольных долей однокатионных оксидов.

Распространено мнение, что теплоемкость 
силикатных расплавов не зависит от темпера-
туры (Lange, Navrotsky, 1992; Lange, Navrotsky, 
1993; Stebbins et al., 1984 и др.). Из трех ранее 
упомянутых уравнений для расчета C

L

p    только 
одно (Richet, Bottinga, 1985) учитывает зависи-
мость C

L

p   от температуры. Стеббинсом с соав-
торами (Stebbins et al., 1984) было предложено 
уравнение вида:

 C X a Xp
L

i i
i

n

( ) =
=
∑

1

, (4)

где Xi  – мольная доля i-го компонента в  рас-
плаве, ai  – парциальная мольная теплоем-
кость, не зависящая от температуры.

При рассмотрении полученных методом 
наименьших квадратов коэффициентов видна 

почти шестнадцатикратная разница коэффи-
циентов для оксидов двух- и  трехвалентного 
железа (9.98 ± 3.3 и  160.6 ± 2.3  соответствен-
но), что сопровождается и  относительно вы-
сокой погрешностью коэффициента при FeO. 
Такое различие вызывает сомнение, поскольку 
теплофизические характеристики этих окси-
дов в  твердом состоянии различаются весьма 
умеренно. Кроме того, как отмечено выше, 
в  отличие от природных магм в  железосодер-
жащих расплавах выборки содержание Fe(III) 
существенно превышает концентрацию Fe(II). 
Учитывая эти обстоятельства, было принято 
решение ввести дополнительный постулат  – 
провести обработку нашей выборки, объе-
динив в  химических составах мольные доли 
FeO1.5 и  FeO. Методом наименьших квадра-
тов получены коэффициенты ai и  рассчита-
ны значения C

L

p    дл я составов из выборки II. 
Результаты сопоставления экспериментальных 
и  расчетных значений показаны на рис. 1.

Нулевое значение свободного члена в урав-
нении регрессии и  близость линейного члена 
к  единице свидетельствуют о  том, что отсут-
ствует существенная систематическая ошибка. 
Это подтверждается и  близостью гистограм-
мы к  нормальному распределению. Величина 
случайной ошибки не является столь малой 
(R2 = 0.700). Несмотря на неплохие характе-
ристики линейной регрессии, обращает вни-
мание широкий разброс значений для по-
литермических серий экспериментов (один 
состав при различных температурах). Чтобы 
не перегружать публикацию, мы не приводим 
найденные значения ai, поскольку учет тем-
пературной зависимости теплоемкости компо-
нентов расплава позволил нам получить лучшее  
согласие экспериментальных и расчетных  данных. 

С учетом принятых постулатов, уравне-
ние  (2) для зависимости C

L

p    от состава и  тем-
пературы принимает следующий вид:

C X T X a bT c T d T eTp
L

i
i

n

i i i i i, ( ),( ) = + + + +
=

− −∑
1

2 0 5 2 , (5)

где Xi  – мольная доля i-го компонента в  рас-
плаве, ai, bi, ci, di и ei – парциальные мольные 
коэффициенты уравнения Майера–Келли (2).

Поскольку  C
L

p  (X, T) в уравнении (5) линей-
но зависит от искомых коэффициентов ai, bi, 
ci, di и  ei, мы использовали метод наимень-
ших квадратов в  варианте для многомерной 
линейной регрессии. Результаты обработки 
представлены в  табл. 3 и  на рис. 2.
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Таблица 3. Коэффициенты для расчета теплоемкости (уравнение (2)) и  энтальпии (уравнение (9)) 
силикатного расплава произвольного состава

Компо-
ненты

ai
 · 104,

Дж · моль–1 · К–1
bi

Дж · моль–1 · К–2
ci

 · 109,
Дж · моль–1 · К

di
 · 106,

Дж · моль–1 · К–0,5

ei
 · 10-3,

Дж · моль-1 · К–3

ΔfHi
0L · 103,

Дж · моль–1

SiO2 1.97 ± 0.19** –6.63 ± 0.62 1.77 ± 0.18 –0.502 ± 0.049 1.11 ± 0.10 –1804.5 ± 0.98

TiO2 78.7 ± 14.3 –337 ± 49 33.5 ± 13 –17.5 ± 3.6 68.8± 8.5 965.9 ± 1.7

AlO1.5 –5.53 ± 0.54 17.8 ± 1.8 –5.56 ± 0.53 1.46 ± 0.14 –2.83 ± 0.29 2225.1 ± 0.79

FeO1.5 –18.4 ± 2.1 73.0 ± 7.6 –11.8 ± 1.8 4.33 ± 0.53 –14.3 ± 1.4 3535.7 ± 1.1

FeO –18.4 ± 2.1 73.0 ± 7.6 –11.8 ± 1.8 4.33 ± 0.53 –14.3 ± 1.4 3566.7 ± 1.0

MnO* –18.4 ± 2.1 73.0 ± 7.6 –11.8 ± 1.8 4.33 ± 0.53 –14.3 ± 1.4 3434.6 ± 1.7

MgO 3.38 ± 0.40 –9.4 ± 1.3 4.29 ± 0.41 –0.943 ± 0.10 1.28 ± 0.20 –3428.8 ± 1.2

CaO –6.13 ± 0.87 22.2 ± 2.8 –4.48 ± 0.87 1.51 ± 0.23 –3.93 ± 0.45 766.9 ± 1.3

NaO0.5 5.75 ± 0.77 –17.8 ± 2.4 6.29 ± 0.81 –1.54 ± 0.21 2.75 ± 0.39 –4060.1 ± 1.7

KO0.5 –28.8 ± 4.2 102 ± 15 –23.8 ± 3.7 7.18 ± 1.1 –18.1 ± 2.5 10533.9 ± 4.8

*Принимая во внимание близость теплофизических характеристик твердых FeO и MnO, коэффициенты 
уравнения теплоемкости для MnO приравнены к коэффициентам для FeO. **В качестве меры погрешности 
приведены величины доверительного интервала на 95% уровне надежности.

Рис. 1. Результаты аппроксимации экспериментальных CL
p   согласно уравнению (4). 

Прямая  – линия регрессии; штриховая  – линия равных значений, кривые линии  – границы доверительного ин-
тервала на 95% уровне значимости. 
Гистограмма на врезке демонстрирует распределение разностей между расчетными и  экспериментальными зна-
чениями (по оси абсцисс, Дж · моль–1 · К–1) (кривая на гистограмме  –  аппроксимация данных нормальным рас-
пределением).
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Рис. 2. Результаты аппроксимации экспериментальных C
L

p  со гласно уравнению (5) с использованием коэф фи циентов 
из табл. 3. 
Условные обозначения см. рис. 1.
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Из табл. 3  следует, что все парциальные 
мольные коэффициенты уравнения (5), най-
денные на материале нашей большой выборки 
с широким диапазоном температуры, значимо 
отличаются от нуля.

Гистограмма на рис. 2  отчетливо демон-
стрирует, что разности межу расчетными 
и экспериментальными значениями теплоем-
костей распределены по нормальному зако-
ну, что подтверждается критерием согласия. 
Анализ параметров использованной нами вы-
борки показал, что ни одна из переменных 
(ни температуры, ни концентрации компо-
нентов) в  уравнении (5) не распределена по 
нормальному или близкому к  нему закону 
и  ни с  одной из переменных по отдельности 
разности между экспериментальными и  рас-
четными значениями не коррелируют. 
Следовательно, различия между эксперимен-
тальными и  расчетными величинами можно 
рассматривать как случайные отклонения, 
вызванные аналитическими погрешностями, 
погрешностями измерения эксперименталь-
ных параметров и  т.п. Это дает нам право 
применять аппарат математической стати-
стики для анализа и  оценки достоверности 
полученного решения.

Одним из статистически обоснованных 
критериев качества использованного уравне-
ния является размер доверительного интер-
вала линейной регрессии на заданном уров-
не значимости между экспериментальными 
и  расчетными величинами. Преимуществом 
доверительных интервалов для оценки каче-
ства уравнения, по сравнению, например, со 
стандартными отклонениями, является их на-
глядность и  то обстоятельство, что с  ростом 
размера выборки доверительный интервал су-
жается.

На рис. 2  показано соотношение между 
рассчитанными и  экспериментальными зна-
чениями теплоемкостей. Очевидно, что об-
лако точек вытянуто вдоль линии равных 
значений и   регрессионная прямая совпада-
ет с  линией равных значений. Вместе с  тем 
облако точек имеет сравнительно рыхлую 
структуру, однако, благодаря большому объ-
ему выборки, погрешности (величины дове-
рительных интервалов на 95% уровне надеж-
ности) нашего уравнения составляют менее 
± 0.7 Дж · моль–1 · К–1, что существенно ниже 
погрешностей экспериментальных измерений. 
Это означает, что предсказанное нашим урав-
нением значение теплоемкости для того или 
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Рис. 3. Результаты аппроксимации эксперименталь ных C
L

p   согласно уравнениям, предложенным в  работах: 
(а)  – Стеббинса с  соавторами (Stebbins et al., 1984); (б)  – Рише и  Боттинга (Richet, Bottinga, 1985); 
(в) – Ланге и Навротской (Lange, Navrotsky, 1992). Условные обозначения см. рис. 1.
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иного состава и  температуры с  вероятностью 
95% отличается от неизвестного истинного 
значения теплоемкости на величину не более 
0.7 Дж · моль–1 · К–1. Среднее значение разно-
стей между экспериментальными и  расчет-
ными значениями теплоемкостей неотличимо 
от  0  вплоть до 10  знака после запятой, что 
свидетельствует о  несмещенности получен-
ных оценок теплоемкостей. В  77% случаев 
разности рассчитанных и  экспериментальных 

значений теплоемкостей лежат в  пределах 
±3 Дж · моль–1 · К–1.

Для сравнения наших расчетов с  результа-
тами предыдущих исследований мы рассчитали 
значения теплоемкостей для эксперименталь-
ных составов и  температур из нашей выбор-
ки, используя коэффициенты, полученные на-
шими предшественниками (Lange, Navrotsky, 
1992; Richet, Bottinga, 1985; Stebbins et al., 
1984). Результаты представлены на рис. 3. 
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Обращает внимание, что на двух из трех 
графиков линии равных значений находят-
ся вне доверительных интервалов уравнений 
регрессии, гистограммы распределения по-
грешностей носят ассиметричный характер. 
Лучший результат демонстрирует уравнение 
Ланге и  Навротски, однако и  для него каче-
ство уравнения регрессии и гистограммы раз-
ностей заметно хуже, чем на рис. 2. Отличие 
свободного члена в  уравнении регрессии от 
нуля и  отклонение линейного члена от еди-
ницы свидетельствуют о  том, что присутству-
ет существенная систематическая ошибка. 
Попадание линии равных значений в  кори-
дор доверительного интервала определяется 
тем, что случайная ошибка (разброс значе-
ний) велика (R2 = 0.518), что приводит к  су-
щественному расширению доверительного 
интервала.

Таким образом, сравнение этих графиков 
с  результатами, приведенными на рис. 2, де-
монстрирует преимущество нашего подхода.

РАСЧЕТ ЭНТАЛЬПИИ РАСПЛАВОВ 
В СТАНДАРТНОМ СОСТОЯНИИ (298.15 K, 1 БАР) 

ΔfH
0L  может быть найдена путем обратной 

экстраполяции по уравнению (3), если для 
данного состава расплава измерена энтальпия 
хотя бы в  одной точке (точка D  на рис. 4). 
Если бы такие измерения были выполнены 
в достаточном количестве точек, позволяющих 
охарактеризовать весь диапазон составов при-
родных магм, то, полагая, что ΔfH

0L является 
аддитивной функцией состава, можно было 
бы рассчитывать эту величину для всех про-
межуточных составов. Нам удалось обнару-
жить только три работы с  прямым калориме-
трическим измерением энтальпии расплавов 
в системе альбит-анортит-диопсид-форстерит-
волластонит (Kojitani, Akaogi, 1995; Navrotsky 
et  al., 1989; Tarina et al., 1994). Заметим, что 
эти данные не могли быть использованы для 
расчета теплоемкостей расплавов, посколь-
ку получены при постоянной температуре 
1773 K. Этих экспериментальных данных не-
достаточно для того, чтобы охарактеризовать 
весь диапазон составов природных магм. 
Прежде всего, бросается в  глаза отсутствие 
в  этой системе таких важных компонентов, 
как FeO, Fe2O3, TiO2 и  K2O.

Эту ограниченность экспериментальных 
данных можно преодолеть, если выборку до-
полнить данными об энтальпиях расплавов, 

отвечающих минералам постоянного состава. 
Для этого необходимо иметь сведения о ΔfH

0S, 
теплоемкости и теплоте плавления соответству-
ющих твердых фаз. Исходя из уравнения  (3), 
рассчитывается энтальпия минерала при тем-
пературе плавления (изменение энтальпии 
происходит по траектории АB на рис. 4). Затем 
к  ней прибавляется скрытая теплота плавле-
ния. Таким образом, мы получаем множество 
значений энтальпии расплава (HL(X,T)) ми-
нералов стехиометрического состава с  учетом 
скрытой теплоты плавления при температуре 
плавления фазы (точка C на рис. 4). Расчет эн-
тальпии расплава в этом случае осуществляется 
простым добавлением к  уравнению (3) для 
твердой фазы скрытой теплоты плавления:  
         

(6)
H X T H a T T b T T
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где HL(X, T) – энтальпия расплава, как функ-
ция состава и температуры; ΔHfus – энтальпия 
плавления минерала.

Рис. 4. График иллюстрирует изменение энтальпии 
системы, представленной фазой постоянного состава, 
плавящейся конгруэнтно.
Траектория AB  – нагрев твердой фазы; BC  – плавление; 
CD – нагрев жидкой фазы; Tпл. – температура плавления; 
ΔfH

0S  – энтальпия образования твердой фазы из простых 
веществ при стандартных условиях; ΔfH

0L  – энтальпия об-
разования расплава из простых веществ при стандартных 
условиях (константа интегрирования уравнения (3) для 
расплава).
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Необходимые для расчетов дополнитель-
ные сведения мы извлекли из следующих 
источников (База данных http://geopig.asu.
edu/sites/default/files/slop07.dat, Наумов и  др., 
1971; Bouhifd et al., 2007; Leth-Miller et al., 
2003; Richet, Bottinga, 1984; Robie, Hemingway, 
1995; Robie et al., 1984; Sugawara, Akaogi, 2003; 
Sugawara, Akaogi, 2004).

Итоговая выборка III состояла из 101  на-
бора вышеперечисленных данных, полученных 
в «сухих» условиях, для 67 составов расплавов 
(для ряда расплавов измерения выполнены при 
нескольких температурах, и для многих мине-
ралов разными авторами приведены несколь-
ко различающиеся данные). Следует заметить, 
что, в  отличие от третьего типа сведений для 
выборки I, энтальпии получены относительно 
не стеклообразного, а стандартного состояния. 
Многогранник экспериментальных составов 
для выборки III, вовлеченных в  процедуру 
расчета ΔfH

0L, характеризуется следующими 
величинами (в мас.%): SiO2 от 0 до 69, TiO2 от 
0  до 59, Al2O3 от 0  до 100, Fe2O3  от 0  до 100, 
FeO от 0 до 100, MnO от 0 до 70, MgO от 0 до 
100, CaO от 0  до 48, Na2O от 0  до 51, K2O от 
0  до 22. Поскольку большинство минералов 
состоит из нескольких оксидов, и, кроме того, 
в выборке присутствуют результаты плавления 

полиминеральных смесей, значительная часть 
экспериментальных составов лежит внутри 
этого многогранника. Все железосодержащие 
составы в нашей выборке представлены стехио-
метрическими минералами, в  которых одно-
значно определены валентные формы железа 
и  присутствует силикат марганца, мы сочли 
возможным провести статистическую обработ-
ку, принимая FeO1.5, FeO и  MnO в  качестве 
независимых компонентов расплава. 

Энтальпия образования расплава из эле-
ментов может быть рассчитана двумя незави-
симыми способами: 

1. Из уравнения (1.2) для расплава следует:

 ( )
0

0 , ( , ) ,
TL L L

pf T
H H X T C X T dTΔ = Δ − ∫  (7)

где C
L

p  (X, T)  – рассчитывается по уравне-
нию (5). В результате мы получаем дискретные 
значения величины ΔfH

0L для 101 конкретного 
эксперимента.

2. С учетом принятых постулатов, ΔfH
0L яв-

ляется аддитивной функцией состава расплава:

 Δ Δf
L

i f i
LH X H0 0= ⋅∑ , (8)

где ΔfHi
0L  – парциальная мольная энтальпия 

образования i-го компонента расплава из 
элементов при стандартных условиях. В  этом 
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Рис. 5. Сопоставление значений ΔfH
0L, рассчитанных по уравнениям (8) и (7) для контрольной выборки из 23 точек. 

Условные обозначения см. рис. 1.
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Рис. 6. Сопоставление значений ΔfH
0L, рассчитанных по уравнениям (8) и  (7) для общей выборки из 101 точки. 

Условные обозначения см. рис. 1.
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случае зависимость ΔfH
0L  от состава стано-

вится непрерывной функцией, определенной 
для всех точек внутри многогранника составов 
для выборки III для расчетов ΔfH

0L; таким об-
разом, по уравнению (8) можно рассчитывать 
ΔfHi

0L для любого произвольного состава рас-
плава, лежащего внутри многогранника соста-
вов для выборки III.

Для всех точек выборки III были получены 
по уравнению (7) значения ΔfH

0L. Для вери-
фикации предлагаемого аддитивного подхода 
мы разбили получившийся массив данных на 
две части. В  меньшую (контрольную) часть, 
состоящую из 23 точек, вошли данные Тарина 
с соавторами (Tarina et al., 1994) и данные для 
пяти железосодержащих соединений (эгирина, 
ильменита, магнетита, фаялита и Ca2Fe2O5) из 
справочника (Robie et al., 1984), а  в большую 
вошли все остальные данные. Большую вы-
борку из 78 значений   мы использовали для 
нахождения методом наименьших квадратов 
парциальных мольных энтальпий образования 
компонентов расплава из элементов при стан-
дартных условиях (ΔfHi

0L из уравнения (8)). 
Полученные значения ΔfH

0L  были исполь-
зованы для независимых расчетов ΔfHi

0L  по 
уравнению (8) для расплавов из контрольной 
выборки, содержащей 23  значения той же 

величины, рассчитанных по уравнению  (7). 
Сопоставление полученных двумя независимы-
ми методами результатов приведено на рис. 5.

Великолепное согласие между величинами, 
полученными двумя независимыми методами, 
демонстрируют применимость аддитивного 
подхода, реализованного в  уравнении (8). 

Для того чтобы получить более статисти-
чески обоснованные значения ΔfHi

0L  выбор-
ки были объединены и  методом наименьших 
квадратов найдены ΔfHi

0L  (из уравнения (8)) 
для каждого из компонентов. Результаты 
обработки приведены в  итоговой табл. 3. 
Сопоставление двух наборов величин ΔfH

0L, 
полученных разными методами (по уравнени-
ям (7) и  (8)) приведено на рис. 6

Проведенный статистический анализ па-
раметров распределения разностей между 
рассчитанными по уравнениям (7) и  (8) зна-
чениями доказал, что они подчиняются нор-
мальному закону, что убедительно демонстри-
рует приведенная на рис. 6  гистограмма. Это 
позволяет применять аппарат математической 
статистики для анализа и оценки достоверно-
сти полученного решения. 

В качестве меры погрешности уравнения 
мы использовали величину доверительного 
интервала на 95% уровне надежности. Этот 
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интервал для нашей выборки составляет от 
±1.4  до ±4.0 кДж · моль–1, а  для составов, 
представляющих петрологический интерес, не 
превышает ±1.8 кДж · моль–1. 

Практически идеальная линейная взаимос-
вязь между полученными по независимым 
уравнениям (7) и (8) значениями ΔfH

0L (рис. 6) 
для экспериментальных расплавов означает, 
что можно корректно рассчитывать констан-
ты интегрирования в  уравнениях вида (3) для 
расчета энтальпий расплавов произвольного 
состава, находящихся в  пределах многогран-
ника составов для выборки III. Очевидно, по-
скольку составы всех природных магм не вы-
ходят за его пределы (см. выше), для них могут 
быть рассчитаны соответствующие константы 
интегрирования.

РАСЧЕТ ЭНТАЛЬПИИ СИЛИКАТНОГО 
РАСПЛАВА ПРОИЗВОЛЬНОГО СОСТАВА

Найденные парциальные мольные коэф-
фициенты, приведенные в  табл. 3, позволяют 
рассчитывать энтальпии произвольных рас-
плавов с  учетом скрытой теплоты плавления.  
С  учетом уравнений (5) и  (8) уравнение 
Кирхгофа (1) для жидкой фазы преобразу ется 
к  виду:

Δ

Δ

H X T X
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T T
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. (9)

Для составов, входящих в  выборку III, мы 
сопоставили результаты расчетов по уравнению 
(9) с результатами прямых экспериментальных 
измерений (Kojitani, Akaogi, 1995; Navrotsky 
et  al., 1989; Tarina et al., 1994) с дополненны-
ми значениями ΔHL(X, T), рассчитанными по 
уравнению (6) (траектория АВС на рис. 4). 
Результаты сопоставления показаны на рис. 7.

Применение критерия согласия и  вид 
гистограммы для разностей между оценками 
ΔHL(X, T), полученными двумя независимыми 
методами, свидетельствует об их нормальном 
распределении. Это позволяет использовать 
в качестве меры погрешности аппроксимации 
величину доверительного интервала. 

Величина доверительного интервала ли-
нейной регрессии на 95% уровне надежности 
составляет от ±5  до ±26 кДж · моль–1. 
Максимальная ширина доверительного ин-
тервала достигается при максимальных зна-

Рис. 7. Сопоставление результатов независимых оценок HL(X, T), полученных двумя методами.
Условные обозначения см. рис. 1.

1600

1200

800

400

0
0      400      800      1200     1600

ΔHL(X, T), расчет по уравнению (9), кДж · моль-1

Δ
H

L
(X

, 
T

),
 э

к
с

п
е
р

и
м

е
н

т 
и

 р
а

с
ч

е
т 

п
о

 у
р

а
в

н
е
н

и
ю

 (
6

),
 

к
Д

ж
 ·

 м
о

л
ь

–
1

Y = 0.953X + 21.1

R2 = 0.976



 МЕТОД РАСЧЕТА ЭНТАЛЬПИИ СИЛИКАТНОГО РАСПЛАВА 135

ПЕТРОЛОГИЯ  том 27  № 2  2019

чениях энтальпии и  не превышает ±2  отн.%. 
Практически во всем диапазоне энтальпий ли-
ния равных значений не выходит за пределы 
доверительного интервала. Среднее значение 
разностей между экспериментальными и  рас-
четными значениями 0.35 кДж · моль–1.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученные результаты показывают, что 
принятые нами постулаты и допущения оправ-
данны,  не нуждаются в дальнейшем уточнении 
и  дают возможность рассчитать энтальпию 
силикатного расплава произвольного состава 
с точностью, сопоставимой с эксперименталь-
ной. Среди всех принятых нами допущений 
наиболее дискуссионным является то, что 
энтальпия расплава есть аддитивная функция 
парциальных энтальпий компонентов рас-
плава. Не стоит считать, что мы игнорируем 
многочисленные работы, посвященные опре-
делению энтальпии смешения компонентов 
в  силикатном расплаве. Дело в  том, что ко-
эффициенты в  уравнении (9) получены путем 
статистической обработки результатов прямых 
измерений теплоемкости и  энтальпии реаль-
ных расплавов. В  этих измерениях с  неиз-
бежностью учтена неидеальность силикатных 
расплавов. Согласие между прямыми экспери-
ментальными определениями и  результатами 
нашего расчета (рис. 7) говорит о том, что эн-
тальпия смешения компонентов расплава в не-
явном виде учтена в полученных парциальных 
мольных коэффициентах. То есть аналогичные 
коэффициенты, рассчитанные из эксперимен-
тальных данных для чистых оксидов, будут от-
личаться от полученных нами. Следовательно, 
параметры из табл. 3  применимы только 
в  пределах использованного многогранника 
составов, отвечающего составам природных 
лав. За его пределами ошибка расчета будет 
неизбежно возрастать. Предложенный подход 
позволяет выполнять корректное моделиро-
вание тепломассопереноса в  магматических 
процессах с  учетом эффектов плавления  – 
кристаллизации при давлении 1  бар. Однако 
приложение этого подхода к  системам при 
повышенных давлениях требует дальнейших 
исследований.
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A TECHNIQUE FOR CALCULATING THE ENTHALPY 
OF SILICATE MELT OF ARBITRARY COMPOSITION
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The Kirchhoff equation was used to develop a method for calculating the enthalpy of silicate melt of 
any arbitrarily chosen composition with regard for the latent heat of fusion. To do this, the following 
two problems were solved: (a) the coefficients of the heat capacity equation of a silicate melt were 
revised and (b) the partial molar enthalpies of formation of melt components from elements at 
standard state were determined. The uncertainty in calculating the heat capacity of silicate melt 
at 95% significance level is no greater than ± 0.7 J · mol–1 · K–1. A weak but statistically significant 
temperature dependence of the heat capacity was determined. The enthalpies of melts calculated 
using the method are comparable with the values obtained by other techniques. The calculation 
error at 95% significance level is ±2 relative %.
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