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ВВЕДЕНИЕ

Возникновение ледовых воротников во-
круг цилиндрических опор гидротехнических 
сооружений при постоянном уровне воды об-
условлено изменением направления и интен-
сивности переноса тепловой энергии из воды 
в холодный воздух с отрицательной темпера-
турой ниже точки замерзания. При использо-
вании материалов с большой теплопроводно-
стью в составе указанных сооружений (сталь и 
бетон) через них происходит интенсивный ток 
тепловой энергии в атмосферу. Сооружение 
нагревается водой ниже поверхности ледового 
покрова и отдает тепловую энергию в атмос-
феру над поверхностью ледового покрова. При 
этом, за счет высокой теплопроводности и от-
сутствии теплоизоляции в виде ледового по-
крова интенсивность теплового потока выше, 
чем на окружающей акватории. В местах ин-
тенсивного теплового потока, при переходе че-

рез точку замерзания, происходит образование 
льда. В рассматриваемом случае лед образуется 
под поверхностью ледового покрова акватории 
и обволакивает опоры сооружения, образуя ха-
рактерные «ледовые воротники». 

Ледовые воротники опасны по ряду причин. 
Они могут затруднять проведение операций 
вблизи сооружений, на которых они образуют-
ся, а также являться причиной максимальных 
пиковых нагрузок на гидротехнические соору-
жения при подвижках льда. 

В общем случае рассматриваются стальные 
сооружения цилиндрической формы, верти-
кального профиля. Внешние условия считаются 
известными. Под внешними условиями пони-
маются предпосылки для формирования ледя-
ного покрова водоёма и ледяного воротника у 
сооружения и/или наличие уже образовавшихся 
ледовых полей и ледовых образований. Пред-
полагается отсутствие приливов и волнения. 
Считается, что лёд на акватории не движется в 
момент образования ледяного воротника. Из-
вестны: соленость воды, изменение температу-
ры воздуха за заданный период времени - ха-
рактеризуемое морозо-днями (суммой средних 
за день отрицательных температур ниже темпе-
ратуры замерзания воды за рассматриваемый 
период времени).
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утолщение образуется по причине теплового потока через тело сооружения и может быть рас-
считано. Аналитический расчет ледового воротника сложно выполним, поэтому предполагается 
использовать термодинамическую модель для численного моделирования. 
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА 

В системе вода-лёд-воздух можно выделить 
три принципиальных тепловых потока: первый 
со стороны «теплой воды» через лёд в сторону 
«холодного» воздуха, второй тепловой поток об-
разуется в процессе образования льда и направ-
лен в сторону «холодного» воздуха, третий по-
ток является суммой первых двух и направлен 
со стороны поверхности лёд-воздух в сторону 
«холодного» воздуха. 

В процессе образования льда выделяется те-
пловая энергия. Когда первый тепловой поток 
становится равным третьему, то тепловой энер-
гии в процессе образования льда не выделяется, 
т.е. нового льда не образуется. Решение задачи ба-
зируется на уравнении энергетического баланса.

Основные расчетные зависимости

Уравнение баланса энергии, описывающее 
температурное распределение внутри льда, 
воды и движение границы смены фаз (вода – 
лёд) (Meirmanov, 1992 [1-4]): 

,              
(1)

где t – время; x,y,z – горизонтальные и вер-
тикальная координаты; T – температура;
Tf – температура замерзания воды; l – тепло-
та образования вещества; (T – Tf )  - дельта 
функция; (дельта функция, и её параметры 

рассмотрены ниже);  – плотность материала;
с – теплоемкость материала; k – коэффициент 
теплопроводности материала; причем i,w – ин-
дексы показывающие принадлежность параме-
тра ко льду или воде.

Уравнение (1) описывает теплоперенос вну-
три льда при T < Tf и в воде при T > Tf . Следова-
тельно принимается, что (, с, k) = (i , сi , ki ) при 
T < Tf и (, с, k) = (w , сw , kw ) при T > Tf . При этом 
учитывается, что теплоёмкость морской воды и 
морского льда зависит от температуры и соле-
ности уравнения (2), (3), рис. 1, [5-8]: 

 ,                (2)

 
.        (3)

 Уравнение (3) для определения теплоемкости 
морского льда выведена для солености 2 ppt. Турбу-
лентное перемешивание морской воды учитыва-
лось дополнительным коэффициентом турбулент-
ной теплопроводности (kw,t). Уравнение баланса 
энергии, описывающее температурное распреде-
ление внутри опоры записывается аналогично.

Граничные и начальные условия

Температура на границах лед(вода)-воздух и 
опора-воздух:  

.
Температура на нижней границе выделен-

ной области: 

Рис. 1. Тепл оемкость морского рассола (соленая вода) (а) и морского льда (b) от температуры; 
соленость морского льда 2 – 4 ppt; (Доронин и Хесин, 1975 [9])
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.
Тепловой поток внутри выделенной области 

через границы материалов:
.

Условия отсутствия теплового потока на 
внешних боковых границах всей выделенной 
области: 

.

Начальное распределение температуры вну-
три выделенной области:

.
где:  – температура;  – температура воз-
духа;  – температура нижней границы 
выделенной области; n – вектор нормальный к 
границе; q – тепловой поток; k – коэффициент 
теплопроводности материала;  – начальный 
момент времени;  – температура в на-
чальный момент времени.

Численный метод

Для численного интегрирования уравнения 
(1) использовался персональный компьютер. 
Рассматривались как трехмерные, так и двух-
мерные аппроксимации. В случае цилиндри-
ческой опоры задача будет являться осесимме-
тричной и решение может быть рассмотрено в 
плоскости r – z, проходящей через центр опоры.

Для математического описания процесса 
смены фазового состояния используется Дирак-
дельта функция [10-14]. Она вводится в уравне-
ние теплового баланса и принимает ненулевые 
значения на границе смены фаз. Дельта функ-
ция позволяет учитывать теплоту образования 
льда в заданном интервале температуры смены 
фазового состояния. Дирак-дельта функция ап-
проксимируется следующим образом (4):

,
 
(4)

где  и  подбираются в соответствии с условиями: 

,                    (5)

            
(6)

График Дирак-дельта функции принимая 
,  ,   , пред-

ставлен на рис. 2 (A. Marchenko 2008 [3]).
Данная аппроксимация рассматривает ин-

тервал температур при фазовом переходе:

              (7)

Тэта функция (функция Хэвисайда), (x) – 
используется для математической записи из-
менения коэффициентов уравнения (1) при из-
менении фазового состояния. Она записывается 
в виде:

   (8)

Теплоёмкость связана с энергией через плот-
ность. При расчетах имеет смысл сразу рассма-
тривать произведение плотности на теплоем-
кость – с. Если учесть, что теплота образования 
может быть учтена путём увеличения теплоём-
кости в заданном интервале (используя Дельта 
функцию), то произведение – , может быть 
аппроксимировано следующим образом:

       (9)

Коэффициент теплопроводности – k, может 
быть записан для области вода-лёд в следующем 
виде:

      (10)

Таким образом, при температурах ниже точ-
ки замерзания тэта функция  от отрица-
тельного значения обращается в ноль и учиты-
вается только коэффициент для льда , в случае 
же температуры выше точки замерзания – учи-
тывается только коэффициент для воды .

Положение границы смены фаз определяется 
с точностью, зависящей от ширины (∆) простран-

Рис.  2. График функции  (а) и  (b)

 принимая ,  ,  
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ственной области, где  . 
Размер элементов сетки выбирался меньшим, 
чем ∆. Если ∆ меньше размера элемента конеч-
но-элементной сетки, то эффективная теплота 
образования уменьшается, вследствие числен-
ного распределения функции  по всему ко-
нечному элементу. При расчете использовались 
сетки, содержащие около 20000-500000 треу-
гольных элементов в зависимости от величины 
расчетной области. Площадь элемента варьиру-
ется от 0.04 м2 до 7×10-5 м2.

Решение задачи осуществлялось как в трёх-
мерном случае, так и в двумерном. Трехмерный 
случай дает наглядное представление проис-
ходящего вокруг опоры. Для цилиндрических 
опор целесообразно использовать двумерное 
(осесимметричное), так как решение будет со-
держать все необходимые характеристики при 
меньших затратах времени и ресурсов.

При компьютерном моделировании реша-
ется уравнение (11). Его решение в двумерном 
случае связанно с переходом к цилиндрическим 
координатам.

Уравнения теплопроводности в декартовых 
и цилиндрических координатах записываются в 
виде:

 
(11)

 
(12)

где уравнение (11) записано в декартовых 
координатах, а уравнение (12) записано в ци-
линдрических координатах;  – плотность ма-
териала; с – теплоемкость материала; k – ко-
эффициент теплопроводности материала;  
– внутреннее теплообразование; T – температу-
ра; t – время; x, y, z – горизонтальные и верти-
кальная декартовы координаты; r, , z – радиус, 
угол, вертикальная координата в цилиндриче-
ской системе координат.

Рассматриваемая постановка задачи облада-

ет осевой симметрией, следовательно:
  

.
 

Тогда уравнение (12) переписывается в виде:

   
(13)

где обозначения аналогичны приведенным ранее. 
Раскрывая производную первого члена пра-

вой части уравнения (12) можно получить уравне-
ние (13). Уравнение (13) отличается от двумерного

 

случая уравнения (11) членом
 

)(1
r
Tk

rr 





,
 
кото-

рый быстро затухает при увеличении r. Поэтому 
для не слишком маленьких опор можно пользо-
ваться двумерным решением уравнения (11):

, (14)

где обозначения аналогичны приведенным ранее. 

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Для оценки достоверности результатов чис-
ленного моделирования были проведены физи-
ческие эксперименты. Результаты эксперимен-
тов использовались для оценки правильности 
компьютерной модели. На рис. 3 представлены 
некоторые из результатов физических экспе-
риментов и математического моделирования: 
Опыт со стальным цилиндром длинной 30 см, 
диаметром 1 см, погруженным в воду на 20 см, 
вмораживаемым в течение 46 часов при темпе-
ратуре -10°С (рис. 3 слева). На рис. 3 также пред-
ставлен пример результата 3D моделирования и 
пример результата 2D моделирования.

Формы ледовых воротников, полученных 
численным моделированием, соответствуют 
физическим экспериментам, что видно на рис. 
3. Отмечены некоторые случаи, когда численное 
решение несколько завышает размеры воротни-
ков, однако, учитывая, что оно так же немного 
завышает толщину ровного окружающего льда 
(рис. 4) отношение этих величин в расчетах и 
на моделях близко. Опыты для более продол-
жительного периода показали такую же относи-
тельную ошибку результата – не более 5% в наи-
большем случае.

Рис. 3. Результаты физического эксперимен  та (слева) (стальная труба) 
и примеры результатов математического моделирования (3D – центр, 2D - справа)
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Рассмотренные случаи с положительной 
температурой внутри оборы показали возмож-
ность удаления ледовых воротников обогревом 
опоры [15, 16]. 

Для оценки достоверности абсолютных зна-
чений получаемых результатов и настройке 
расчетной схемы были проведены серии экс-
периментов по определению толщин термооб-
разованного льда при известных параметрах; 
результаты сравнивались с известными значе-
ниями (рис. 4) [17]. Приведенные эксперимен-
тальные точки нанесены по результаты анализа 
данных из Главной Геофизической Обсервато-
рии [18] и Государственного Гидрологического 
Института [19].

Как видно из приведённого графика – ре-
зультаты, полученные по методу конечных 
элементов (Ряды: «Полученное решение (1D)» 
и «Полученное решение (2D)»), укладываются 
в рамки результатов, полученных расчётом по 
эмпирическим формулам и аналитическим ре-
шениям, а также экспериментальных данных.

Во избежание возможных погрешностей, 
связанных с различиями в масштабе времени 
между моделью и реальными процессами, раз-
меры ледовых воротников находились в отно-
шении к толщинам окружающего льда.

ВЫВОДЫ

Вмерзание сооружения в лед при постоян-
ном уровне может сопровождаться образовани-
ем ледовых воротников. Ледовые воротники об-

разуются ниже уровня воды вокруг сооружений 
и опор, имеющих большую теплопроводность. 

Для получения размеров и формы ледовых 
воротников была разработана термодинами-
ческая модель и программа для ЭВМ[20]. Тер-
модинамическая модель позволяет провести 
численную оценку размеров и формы ледового 
воротника для большого массива исходных дан-
ных. 

Основными данными, влияющими на рост 
льда, являются продолжительность вмерзания 
и градиент температуры. Международным стан-
дартом введено понятие морозоградусодней 
(freezing degree days), являющееся мерой энер-
гии, затраченной(выделенной) при образова-
нии льда и, тем самым, позволяющей упростить 
вид представления исходных данных для расче-
та обмерзания. 

Для верификации термодинамической мо-
дели использованы физические эксперименты. 
Физические эксперименты проводились как в 
полевых условиях, так и в условиях холодной 
лаборатории. Экспериментальные и численные 
формы ледовых воротников удовлетворительно 
совпадают. 
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Arctic development is one of the priorities for the country. For this, it is necessary both to develop new 
normative documentation on standardization and to improve existing norms and standards. The Arctic 
region is complex in terms of weather and environmental conditions. Environmental loads and actions 
on hydraulic structures are most important and primarily include impacts from ice. Ice impacts can be of 
a very different nature and therefore are not fully refl ected in the normative documents. The formation 
of an ice collar is one of the types of freezing on the submerged hydraulic structures. Ice collar is a thicker 
ice around structure due to the high thermal conduction through the structure. This ice is formed due to 
the heat fl ow through the body of the structure and can be calculated. Analytical calculation of the ice 
collar is diffi cult to perform, so it is proposed to use a thermodynamic model for numerical simulation.
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