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Многие технологические процессы обработки металлов давлением включают деформирование 
удлиненной заготовки сближающимися инструментами, контактные поверхности которых име-
ют неглубокие ручьевые полости. Распространенным частным случаем являются штампы или 
часть их контактных поверхностей, представляющих собой плоскости: площадки под осадку и 
некоторые виды заготовительных ручьев. Статья посвящена математическому моделированию 
течения тонкого слоя металла по шероховатым поверхностям. В статье приводятся результаты 
аналитического исследования краевой задачи о вязкопластическом течение тонкого слоя метал-
ла, расположенного между движущимися навстречу друг другу тонкими шероховатыми плита-
ми. Приводится точные решения, основанные на классической постановке в рамках «идеальной 
жидкости» и «вязкопластической жидкости». Описан реальный эксперимент, проведенный для 
оценки влияния осредненных по толщине слоя касательных напряжений на кинематику течения 
пластического слоя. С целью оценки влияния касательных напряжений, осредненных по толщине 
слоя, на кинематику течения, и, в особенности, вблизи неподвижных границ поставлены экспери-
менты и анализируются результаты по осадке между сближающимися жесткими плитами тонко-
го пластического образца, ограниченного неподвижными стенками и, первоначально имеющего 
форму прямоугольника в плане. Неподвижные стенки инструмента расположены вдоль длинных 
сторон прямоугольника. Установлены экспериментальные закономерности. Растекание образцов 
происходит ожидаемо – по прямым линиям тока, параллельным длинной стороне прямоугольни-
ка, или по лучам кругового сектора. При этом установлено, что продольные перемещения вблизи 
неподвижных стенок заметно отстают от перемещений вдали от границы, а максимальные пере-
мещения наблюдаются на линии симметрии образца относительно неподвижных стенок. Этот 
факт говорит о наличии ненулевых сдвиговых напряжений и (скоростей) деформаций в рассма-
триваемых течениях тонкого пластического слоя.  Сравнение полученных экспериментальных и 
аналитических результатов моделирования позволяет оценить корректность выбранной матема-
тической модели, которая может быть использована для описания течений.
Ключевые слова: тонкий слой, стесненное течение, модель «идеальной жидкости», результаты экс-
перимента. 
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Постановка и решение краевой задачи. 
Пусть достаточно тонкий слой металла дефор-
мируется параллельно движущимися навстречу 
друг другу плоскими инструментами, как пока-
зано на рис. 1. В качестве допущений примем 
[1]:

- плоскости контакта инструмента являются 
шероховатыми;

- материал инструмента абсолютно жесткий;
- деформируемый слой из идеально пласти-

ческого металла.
Кроме того, течение по координате y=±b0 от-

сутствует, т.к. контейнер матрицы имеет боко-
вые стенки (рис. 1 б).

Краевая задача растекания на шероховатой 
плоскости слоя из пластического материала 
формулируется следующим образом [2, 3]: 

где   – давление на контактных поверхно-

стях и компоненты вектора скорости;
 

 

– сдвиговые напряжения материала пластиче-
ского слоя;   – зависимость изменения 
толщины слоя от времени;

,
 

 – степень деформации по А.А. Ильюшину; 
t0 – время начала процесса деформирования.

Примем на свободной границе образца, обо-
значенной как  , положение 
которой заранее неизвестно, краевые условия: 

(1)

(2)

(3)
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SIMULATION AND COMPARISON OF THE RESULTS OF THE EXACT ANALYTICAL SOLUTION 
OF THE BOUNDARY PROBLEM OF A FLOW IN A THIN LAYER WITH EXPERIMENTAL DATA

© 2023 E. A. Yanovskaya

Moscow State Technological University "STANKIN", Moscow, Russia

Many technological processes of metal forming include deformation of an elongated workpiece by 
approaching tools, the contact surfaces of which have shallow grooved cavities. A common special 
case are stamps or part of their contact surfaces, which are planes: sites for draft and some types of 
harvesting streams. The article is devoted to mathematical modeling of the fl ow of a thin metal layer 
over rough surfaces. The article presents the results of an analytical study of the boundary value 
problem of the viscoplastic fl ow of a thin layer of metal located between thin rough plates moving 
towards each other. Exact solutions based on the classical formulation in the framework of an "ideal 
fl uid" and "viscoplastic fl uid" are given. A real experiment is described for assessing the effect of shear 
stresses averaged over the layer thickness on the kinematics of the fl ow of a plastic layer. In order to 
assess the effect of shear stresses averaged over the layer thickness on the fl ow kinematics, and, in 
particular, near fi xed boundaries, experiments were carried out and the results on settlement between 
converging rigid plates of a thin plastic sample bounded by fi xed walls and initially having the shape 
of a rectangle in plan are analyzed. . The fi xed walls of the tool are located along the long sides of the 
rectangle. Experimental regularities have been established. Spreading of samples occurs as expected, 
i.e., along straight streamlines parallel to the long side of the rectangle, or along the rays of a circular 
sector. It was found that the longitudinal displacements near the immovable walls noticeably lag behind 
the displacements far from the boundary, and the maximum displacements are observed on the line 
of symmetry of the sample with respect to the immovable walls. This fact indicates the presence of 
nonzero shear stresses and (velocities) of deformations in the considered fl ows of a thin plastic layer. 
Comparison of the obtained experimental and analytical simulation results allows us to evaluate the 
correctness of the chosen mathematical model, which can be used to describe the fl ows.
Keywords: thin layer, constrained fl ow, "ideal fl uid" model, experimental results.
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