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Использование беспилотных летательных 
аппаратов вертолетного типа (БЛА) при прове-
дении поисково-спасательных операций в усло-
виях высоких широт и других трудно доступных 
территорий позволяет повысить эффективность 
поисковых работ. БЛА могут летать на малой вы-
соте, не зависят от таких человеческих факторов 
как внимание и усталость, в режиме «висение» 
имеют возможность сбрасывать груз точно в за-
данную точку. Вследствие этого научно-техни-
ческая задача разработки и экспериментальной 
проверки теоретических основ применения 
комплексов с БЛА при выполнении поисково-
спасательных операций является актуальной [1]. 
Успешное решение задачи во многом зависит 
от точности бортовых систем управления, про-
граммно-аппаратные средства которых должны 
обеспечивать автономное планирование траек-
тории движение летательного аппарата в режиме 
времени близком к реальному, в зависимости от 
динамических характеристик летательного ап-
парата [2]. Трудности обеспечения планирования 
траектории движения БЛА связаны, в том числе, 
c тем, что в существующих методах глобального 
(предполетного) и локального (в полете) плани-
рования траектории движения БЛА переменной 

массы используются приближенные числен-
ных методов математического моделирования 
динамических свойств летательного аппарата, 
которые не всегда дают необходимую точность 
вычислений и зависят от мощности бортовых 
вычислителей с точки зрения скорости вычисле-
ний в реальном времени [3-5].

Постановка задачи баллистико-навигацион-
ного обеспечения БЛА при выполнении поиско-
во-спасательной операции в условиях Арктики. 
Известны координаты на плоскости точки на-
хождения грузового судна, лишившегося воз-
можности самостоятельного перемещения во 
льдах. С помощью беспилотного вертолета 
(рис. 1) требуется доставить на судно груз, при-
чем, обеспечить в расчетной точке сброса груза 
определенные значения скорости и ускорения 
летательного аппарата. В ходе предполетной 
подготовки спасательной операции средства-
ми бортовой системы управления БЛА с встро-
енной упрощенной динамической моделью 
летательного аппарата представленной в виде 
однородного обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения n-го порядка (системы n управ-
лений первого порядка) с кусочно-постоян-
ными коэффициентами (ОДУ) осуществляется 
планирование траектории движения вертолета 
с учетом изменений в ходе полета запасов то-
плива и массы полезной нагрузки (вариант по-
строения упрощенной математической модели 
БЛА в виде систем дифференциальных уравне-
ний в форме Коши, а также порядок приведения 
систем дифференциальных уравнений в форме 
Коши и обыкновенных неоднородных диффе-
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ренциальных уравнений к обыкновенным одно-
родным дифференциальным уравнениям выс-
ших порядков приведены в публикациях [6, 7]). 
При этом принимаются следующие допущения: 
изменение динамических параметров летатель-
ного аппарата (кусочно-постоянных коэффи-
циентов ОДУ) из-за изменений в ходе полета 
запасов топлива происходит в точках разрыва 
траектории полета; точка сброса груза являет-
ся опорной точкой маршрута, которая может 
находиться на любом кусочно-постоянном от-
резке или полуинтервале траектории полета 
БЛА, за исключением первого отрезка; параме-
тры модели летательного аппарата в опорной 
точке маршрута задаются дифференциальным 
оператором [7]; совпадение точки сброса груза 
и точки разрыва траектории в общем случае не 
обязательно. Результатом планирование траек-
тории движения вертолета является траектория 
движения летательного аппарата, состоящая из 
q непрерывных функций , проходящих через q 
точек разрыва и опорную точку маршрута .  

АНАЛИТИКО-ЧИСЛОВОЙ МАТРИЧНЫЙ 
АЛГОРИТМ ПЛАНИРОВАНИЯ 
ТРАЕКТОРИИ ДВИЖЕНИЯ БЛА

1. По имеющейся приближенной матема-
тической модели вертолета, представленной в 
виде приведенного однородного обыкновенно-
го дифференциального уравнения n-го порядка 
с кусочно-постоянными коэффициентами вида

 
где n – порядок математической модели лета-
тельного аппарата, строят  характеристи-
ческих полиномов вида

,
где  – кусочно-постоянные коэффициенты,

;  – независимая 
переменная (параметр интегрального преобра-
зования Лапласа),  – количество точек разрыва 
траектории, в которых происходит изменение 
исходных данных о динамических параметрах 
летательного аппарата (кусочно-постоянных 
коэффициентов).

Полином 

соответствует первому – начальному кусоч-
но-постоянному отрезку траектории, рас-
положенному между точками , где   
– относительное время начала полета;   – от-
носительное время первого изменения исход-
ных данных о динамических параметрах ле-
тательного аппарата, вызванных изменением 
запаса топлива. 

Полином 

соответствует последнему кусочно-постоянно-
му полуинтервалу траектории, расположенному 
правее точки , где   – относительное время 
последнего изменения исходных данных о ди-
намических параметрах летательного аппарата, 
вызванных изменением запаса топлива и/или 
массы полезной нагрузки.

На каждом из отрезков и последнем полу-
интервале траектории кусочно-постоянные 
коэффициенты принимают неизменными, т.е. 
изменение запасов топлива и массы полезной 
нагрузки не оказывают принципиального вли-
яния на динамические параметры летательного 
аппарата. Изменение кусочно-постоянных ко-
эффициентов происходит только в точках раз-
рыва траектории , причем в этих точках 
изменяет свое значение хотя бы один из коэф-
фициентов дифференциального уравнения, со-
ответствующего математической модели лета-
тельного аппарата.

Рис. 1. Беспилотный летательный аппарат вертолетного типа взлетной массой до 500 кг
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2. Переменной  присваивают поряд-
ковый номер отрезка (полуинтервала) в преде-
лах которого находится опорная точка марш-
рута (точка сброса груза). Если опорная точка 
маршрута совпадает с точкой разрыва траекто-
рии , то переменной  присваи-

вают порядковый номер отрезка .
3. А н а л и т и ч е с к и м и  м е т о д а м и  в ы -

ч и с л яю т  р а з л и ч ны е  к о р н и   
х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  п о л и н о м а 

, 
соответствующего математической модели ле-
тательного аппарата на -ом кусочно-посто-
янном отрезке траектории полета летательного 
аппарата и их кратности , где  
– -й корень полинома; – кратность i-го кор-
ня полинома;  − количество различных корней 
полинома [8].

4.  Для частного случая простых кор-
ней -го характеристического полино-
ма ( ) формируют матрицу-строку 

, 
где   – -я базисная функция, соответствую-
щая корню .

Для случая кратных корней полинома (
) матрицу строят в порядке следования 

корней и возрастания номера корневой моди-
фикации базисной функции [4, 5]: 

,
где

.
Т.е.:

,
где  ;

.
5. Находят маршрутную матрицу 

[4, 5], подстановкой левой границы отрезка/по-
луинтервала , где расположена 

опорная точка маршрута , в матрицу 

, где .

6. Строят вспомогательную матрицу 
, в которой элементы первой 

строки  есть элементы  матрицы 
, а значения остальных элементов зависят от 
кратности корней -го характеристического 
полинома. Для случая простых корней ( ) 
элементы матрицы вычисляют по формуле

 .

Тогда матрица  принимает вид

 

.

В случае наличия хотя бы одного кратного 
корня, каждому корню  с кратностью  ста-
вят в соответствие корневой блок размерностью 

. Всю матрицу строят путем при-
пасовывания корневых блоков слева направо в 
порядке следования корней. Строение первого 
столбца блока в точности повторяет случай про-
стого корня. Остальные элементы блока вычис-
ляют по рекуррентной формуле

где  – номер корневого блока, соответствующе-
го корню  с кратностью ;

 – порядковый номер столбца матрицы 
, соответствующий первому столбцу -го корне-
вого блока.

7. Подстановкой значения опорной точки 
маршрута  в матрицу  находят ее началь-
ную (опорную) модификацию

 .

8. По параметрам модели летательного ап-
парата в опорной точке маршрута, заданным  
дифференциальными операторами вида

формируют  матриц-строк  
значений коэффициентов полиномов началь-
ных условий, где элементы матриц вычисляют 
по формуле

 ,

где  – порядковый номер дифференциального 
оператора.

9. Определяют матрицу-столбец координат в 
опорных точках траектории на плоскости [4, 5]

 ,

где  – матрица, строки которой вы-
числяют по формуле 

 ;

 – матрица-столбец значений диф-
ференциальных операторов в опорной точке 
маршрута

 

.

10. Находят матрицу коэффициентов разло-
жения функции на простейшие дроби в форме 
Быстрова-Тетерина  [9], 
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в которой элементы первой строки  есть эле-
менты первого столбца  матрицы опорных 
начальных условий , а значения осталь-
ных элементов зависят от кратности корней
-го характеристического полинома. Для случая 
простых корней ( ) элементы матрицы 
вычисляют по формуле

  .

Тогда матрица  принимает вид

 

.

В случае наличия хотя бы одного кратного 
корня, каждому корню  с кратностью  ста-
вят в соответствие корневой блок размерностью 

. Всю матрицу строят путем при-
пасовывания корневых блоков слева направо в 
порядке следования корней. Строение первого 
столбца блока в точности повторяет случай про-
стого корня. Остальные элементы блока вычис-
ляют по рекуррентной формуле

 ,

где  – номер корневого блока, соответствующе-
го корню  с кратностью ;

 – порядковый номер столбца матрицы  , 
соответствующий последнему столбцу  -го кор-
невого блока.

11. Матрицы  и  записыва-
ют в память вычислительных средств бортовой 
системы управления летательного аппарата, 
тем самым выполняют формирование в памяти 
бортовой системы управления летательного ап-
парата исходных данных о динамических пара-
метрах летательного аппарата и опорной точке 
маршрута.

12. Средствами бортовой системы управ-
ления осуществляют глобальное планиро-
вание программной траектории движения 
летательного аппарата для каждого кусочно-по-
стоянного отрезка (полуинтервала) траектории 
по матричной формуле  , 

,  с подстановкой в результат 
, где  – функция 

от времени, описывающая траекторию движе-
ния летательного аппарата на j-м кусочно-по-
стоянном отрезке (полуинтервале) траектории; 

 – аналитиче-
ская матричная экспонента от матрицы в форме 
Фробениуса

 

 

,

 
соответствующей j-му кусочно-постоянному 
отрезку (полуинтервалу) траектории;  … 

 – значения коэффициентов j-го однород-
ного линейного дифференциального уравне-
ния, соответствующего математической модели 
летательного аппарата на j-м кусочно-посто-
янном отрезке (полуинтервале) траектории; 

 – ма-
трица начальных условий к j-му однородному 
линейному дифференциальному уравнению, 
соответствующему математической модели ле-
тательного аппарата на j-м кусочно-постоян-
ном отрезке (полуинтервале) траектории, при-
чем  ; 

 – численная 
матричная экспонента от скалярного произве-
дения матрицы в форме Фробениуса  , 
соответствующей j-му кусочно-постоянному 
отрезку (полуинтервалу) траектории, на дли-
ну соответствующего кусочно-постоянного от-
резка траектории ; 

 – численная ма-
тричная экспонента от скалярного произведе-
ния матрицы в форме Фробениуса  на 
значение левой границы отрезка (полуинтерва-
ла), в котором задана опорная точка маршрута, 
взятое с обратным знаком;  – моменты 
времени полета летательного аппарата – точек 
разрыва траектории, в которых происходит из-
менение исходных данных о динамических па-
раметрах летательного аппарата. 

13. Функции  записывают в 
память вычислительных средств бортовой си-
стемы управления летательного аппарата, они 
являются результатом предполетного – глобаль-
ного планирования траектории движения лета-
тельного аппарата.

После начала движения летательного ап-
парата по программной траектории движения 
средствами бортовой системы управления лета-
тельного аппарата при помощи метода пропор-
ционального сближения осуществляют отсле-
живание в каждый рассматриваемый текущий 
момент времени  положения и компенсацию 
с приемлемой точностью ухода центра масс 
летательного аппарата относительно j-й про-
граммной траектории движения  при со-
блюдении условий достижения минимальной 
методической ошибки управления и исключе-
ния «срыва» летательного аппарата с программ-
ной траектории.

Новизна аналитико-числового метода пла-
нирования траектории: в учете динамических ха-
рактеристик БЛА кусочно-переменной массы для 
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случая, когда точка сброса груза является опорной 
точкой маршрута, которая может находиться на 
любом кусочно-постоянном отрезке или полуин-
тервале траектории полета БЛА, за исключением 
первого отрезка; матричной формализации про-
цедуры построения траектории; введении в рас-
смотрении нового типа матриц – матрицы коэф-
фициентов разложения функции на простейшие 
дроби в форме Быстрова-Тетерина. Метод не со-
держит методической погрешности, допускает 
параллельное выполнение операций с матрицами 
средствами бортовых вычислителей.

ВЫВОДЫ И РЕКОМЕНДАЦИИ

Разработанные аналитико-числовой метод 
позволяет средствами бортовых средств балли-
стико-навигационного обеспечения планировать 
траекторию движения БЛА одновременно для 
всех опорных точек маршрута, точки сброса груза 
и точек разрыва траектории с учетом уменьше-
ния запасов топлива и массы полезной нагрузки. 
Однако данные методы не позволяют выполнять 
локальное планирование движения БЛА по марш-
руту при внезапном воздействии на летательный 
аппарат факторов внешней среды, что является 
предметом дальнейших исследований [10-12].
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TRAXER PLANNING ALGORITHM MOVEMENTS OF A FREE FLYING APPARATUS
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A description is given of the pre-fl ight planning algorithm for the motion path of an unmanned aircraft using 
the onboard control system, taking into account changes in the dynamic characteristics of the aircraft due to a 
decrease in fuel reserves and payload mass, as well as fl ight parameters of the aircraft. The algorithm differs from 
analogs by increased accuracy and lower computational complexity of the calculation of ballistic-navigation tasks. 
Keywords: unmanned aerial vehicles, ballistic-navigation support, trajectory planning, motion trajectory, 
matrix of coeffi cients of decomposition of a function into simple fractions. 
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