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ВВЕДЕНИЕ

Проблема остаточных напряжений весьма 
актуальна при нанесении плазменных покры-
тий [1-19], где их существенное накопление и 
концентрация способствует появлению трещин 
с последующим сколом покрытия с поверхности 
детали. По состоянию на сегодняшний день из-
вестно большое количество работ, нацеленных, 
как на изучение процессов возникновения оста-
точных напряжений в разных материалах от 
различных по своей природе внешних воздей-
ствий и видов обработки, так и на разработку 
самих методов определения остаточных напря-
жений. Ввиду большого количества факторов, 

способствующих появлению остаточных напря-
жений, а также существенных сложностей при 
математическом описании и моделировании 
подобных явлений количество научных публи-
каций по этой теме неизменно растет. Помимо 
выделенных сложностей продолжают оставать-
ся открытыми вопросы, связанные с возможно-
стями прогнозирования, регулирования значе-
ний и знака этих напряжений.

В процессе плазменного газотермического 
напыления частицы порошка с разной степе-
нью нагрева и проплавления [22] с высокими 
скоростями [21, 23] взаимодействуют с поверх-
ностью основы, при этом происходит их суще-
ственная деформация и закрепление на детали 
в виде элементов микроструктуры покрытия 
[20] В результате существенного термического 
воздействия с последующей кристаллизацией 
неизбежно возникают остаточные напряжения 
второго рода, уравновешенные в объеме мате-
риала отдельных частиц уже сформировавшей-
ся структуры. Многочисленные исследования и 
практический опыт, в частности [1-2] показыва-
ет, что прочность наращиваемых слоев предо-
пределяется не прочностью материала отдельно 
взятых частиц, а прочностью сцепления частиц 
структуры между собой.

При оценке физико-механических свойств 
выращенного слоя используют существен-
но усредненные параметры, такие как модуль 
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упругости, предел прочности, коэффициент 
теплопроводности, которые могут существен-
но отличаться от значений этих параметров в 
объеме материала отдельной частицы. В связи 
с этим, процесс кристаллизации отдельных по-
рошковых частиц можно представить в виде не-
прерывного модельного процесса и, опираясь 
на известные теории из физики сплошной сре-
ды, провести необходимые расчеты.

Рассмотрение выращенного слоя в качестве 
сплошной среды предполагает исследование 
остаточных напряжений первого рода. Остаточ-
ные напряжения этого типа уравновешиваются 
в пределах всего объема наращиваемого слоя, 
либо в его макрообъемах. В данном случае ус-
реднение значений параметров происходит уже 
в гораздо большем объеме, чем отдельная ча-
стица, что благоприятно отражается на точно-
сти такого представления. Подобное замещение 
процесса кристаллизации отдельной частицы 
на непрерывный модельный процесс является 
вполне обоснованным. В ряде публикаций про-
слеживается способ определения температур-
ной составляющей остаточных напряжений при 
рассмотрении готовой выращенной детали или 
полностью сформированного покрытия. Однако 
более детальный анализ показывает, что оста-
точные напряжения возникают в процессе всего 
наращивания слоя и при постепенном измене-
нии внешних нагрузок от некоторых начальных 
до конечных значений, что не всегда находит 
отражение в большинстве работ на эту тему.

Постановка математической модели опре-
деления остаточных напряжений с учетом про-
цесса наращивания слоев

На основу в форме пластины некоторой тол-
щины h из однородного материала наносится 

покрытие из материала с другими механиче-
скими и теплофизическими свойствами, не за-
висящими от температуры (рис. 1). Для удобства 
дальнейших расчетов будем считать, что коэф-
фициенты Пуассона μ материала покрытия и 
основы одинаковы, а геометрические параме-
тры пластины такие, что реализуется плоское 
напряженное состояние и могут применяться 
гипотезы Кирхгофа. Значит, что компоненты 
тензора напряжений i , ,x y , где ,i x y  будут 
отличны от нуля.

Пусть к данному моменту времени нане-
сено покрытие толщиной  . Распределение 
температуры по толщине материала z в за-
висимости от подвижной границы   предпо-
лагается заданным по [1-2]. При наращивании 
последующего тонкого слоя d  из-за изме-
нения температуры  ,T z   всей системы по-
крытие-основа, изменения граничных усилий и 
моментов, появления кристаллизационных на-

пряжении ( ) ( ),k k
i xy   в слое d , напряжения, 

которые уже сформировались в объеме мате-
риала, изменятся на величину ,i xy   . Под 
кристаллизационными напряжениями будем 
понимать напряжения, которые по своей приро-
де возникновения отличны от термоупругих, т.е 
некоторые начальные напряжения, возникаю-
щие при формировании слоя d  из-за несоот-
ветствия кристаллических решеток, фазовых и 
структурны: превращений и т.д. Будем считать, 

что зависимости 
( ) ( ),k k
i xy   заданы. Таз как 

при плазменном напылении слой d  форми-
руется из жидкой фазы в нем существуют только 
кристаллизационные напряжения, а термоупру-
гие напряжения равны нулю.

Ри с. 1. Схема для расчета остаточных напряжений
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Зная величины i  и xy , при непре-
рывном и последовательном наращивании слоя 
конечной толщины Н, напряжения в этом слое 
можно найти путем интегрирования по d . 
Если после процесса нанесения за счет условий 
теплообмена охладить покрытие до температу-
ры окружающей среды и освободить основу из 
фиксирующего приспособления, то то напря-
жения, которые останутся в материале, а они и 
являются по определению остаточными, будут 
определяться следующими выражениями:

для покрытия

         ( ) ( ) ( ),
H

k T b
i i i i i

z

z z z z z          ; (1)

       ( ) ( ),
H

k b
xy xy xy xy

z

z z z z        ; (2)

для основы

       ( ) ( ) ( )

0

,
H

H T b
i i i i iz z z z z          , (3)

где  ( )T
i z  – напряжения, возникающие при 

охлаждении материала от окончательной тем-
пературы до температуры окружающей сре-
ды; ( )b

i , ( )b
xy  – напряжения, возникающие 

при снятии закрепляющего приспособления; 
( )H
i , ( )H

xy  – напряжения, существовавшие 
в подложке до начала напыления. Напряжения 

 ( )T
i z  могут быть найдены из решения зада-

чи термоупругости [1].
Применим гипотезы Кирхгофа для пластин 

с целью определения  ,i z   и  , .xy z   
Тогда изменение перемещений ( )z

iu
  на рас-

стоянии z  от основной плоскости в зависи-
мости от изменения перемещений в основной 
плоскости iu  из-за нанесения слоя d  будет 
после соответствующих преобразований и учета 
перемещений основной плоскости будут следу-
ющими:

( ) ( );z zz
i i z z

uu u z u u
i

       


,

где ,i x y ,
а изменение тензора деформаций будет 

иметь следующий вид:
2

( )
2 ;z z

i i
uz
i

      


2
( )

, 2z z
xy x y

uz
x y

      
 

.           (4)

Используя обобщенный закон Гука, получа-
ем для изменения тензора напряжений соотно-
шения:

      2 2

2 2 2 21 1
z z

i i j

E z E z u uz
i j

    
 
                    

   
1

TE z z
d

  
 

  


 
,                        (5)

 
 

  2

2 1 1
z

xy xy

E z E z uz
x y

 
 
      

    ,         (6)

где  T z   – коэффициент теплового расшире-
ния;  E z  - модуль Юнга.

Введем эквивалентные усилия и моменты, 
отнесенные к единице длины. Изменение эк-
вивалентных усилий ,,i x yN N   и моментов 

,,i x yM M   с увеличением толщины пластины 
на величину d  и кристаллизационных напря-
жений в слое будут задаваться соотношениями:

 

 

 ( ) ;
g

k
i i iN dz d



 

   


   

 

 

   ( )
g

k
i i iM z dz g d



 

    


     ,   (7)

где     – расстояния от основной плоскости 
до нижней плоскости напыляемой пластины; 

 g   – расстояния от основной плоскости до 
верхней плоскости напыляемой пластины.

Аналогично записываются соотношения для 

,x yN  и ,x yM . Подставив (5) и (6) в (7) и исполь-
зуя определение основной плоскости, получим:

     

 
   

( )
2

( )

1 ;
1

2 1

k
i i i T i

k
xy xy xy

A
N d

A
N d


       




   


           

   


; (8)

       

     

2 2
( )

2 2 2

2
( )

1 ;
1

1

kz z
i T i

kz
xy xy

D u uM g d
i j

D uM g d
x y


      




   



    
          

 
   

    

(9)

   
 

 

   
 

 

 2;
g g

A E z dz D E z z dz
 

   

 
 

       ,

где  A  ,  D   – жесткость пластины на рас-
тяжение и изгиб.

   
 

 

 

   
 

 

 

1 ;

1 ;

g

T T

g

T T

TE z z dz d
A

TE z z z dz d
D



 



 

  
 

  
 





      
  

       
  




  

(10)

Используя соотношения (5), (6), (8) и (9), по-
лучаем
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 
   ( )k

i i i

E z
N d

A
   



      

 
     ( )k

i i

E z
z M g d
D

   



     

    ;
1 T T T

E z Tz z d   
 
            

(11)

 
   ( )k

xy xy xy

E z
N d

A
   



      

 
     ( )k

xy xy

E z
z M g d
D

   



     .  (12)

Рассмотрим наиболее часто встречаемые 
случаи закрепления основы, применяемые в 
практике нанесения покрытий, исходя из из-
вестных допущений о постоянстве по длине по-
крытия величины остаточных напряжений за 
исключением областей, где проявляется влия-
ние краевого эффекта. Размеры краевого эффек-
та сопоставимы с высотой основы и покрытия.

Остаточные напряжения в пластине свобод-
ной от контурных сил и моментов

Учитывая, что 0; 0i xy i xyN N M M        , 
получаем
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(13)
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 

. (14)

Температурные напряжения при охлажде-
нии уже сформировавшейся пластины будут [1]:
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(15)

Подставив (14), (13) и (15) в (1-4), получим 
формулу для расчета остаточных напряжений в 
системе после напыления.

Остаточные напряжения в полностью стес-
ненной пластине

Под полным стеснением будем понимать та-
кое закрепление, которое исключает любую де-
формацию подложки. В этом случае из (8) и (9) 
получим, что при напылении изменение кон-
турных усилий и моментов будет следующим:

     ( ) ;
1

k
i T i

D
M g d


    


    



   ( )k
xy xyM g d     ;           (16)
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1

k
i T i

A
N d


   


    



 ( )k
xy xyN d    ;               (17)
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

  
 

  
    

 
; (18)

После окончания процесса формирования на-
пыленного слоя и снятия закрепления с пластины, 
к границе пластины приложатся усилия и момен-
ты, определяемые из (16) и (17) с обратным знаком:
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Напряжения, возникающие в результате 
приложения усилий и моментов в пластине, 
примут вид:

 
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
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  .   (21)

Подставив (18), (21) и (14) в (1-4), получим 
расчетную формулу для остаточных напряже-
ний в полностью стесненной пластине.

Остаточные напряжения в частично стес-
ненной пластине

Пластина с частично стесненным за-
креплением подвергается растяжению 
и сжатию, но ограничена в изгибе, т.е. 

0; 0i xy zN N u      . Изменение кон-
турного момента при напылении будет опреде-
ляться выражением (16), а изменение напряже-
ний примет вид:
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После освобождения пластины от закрепле-
ния возникнут следующие напряжения:

 
 

( ) ;b i
i

E z M
z
D H






 
 

( ) xyb
xy

E z M
z

D H



 ,                (23)

где iM  и xyM  определяются в соответствии с 
(19).

Подставив (22), (23) и (14) в (1-4), получим 
расчетную формулу для остаточных напряже-
ний в частично стесненной пластине.

ВЫВОДЫ

С целью апробации разработанной мате-
матической модели были проведены теорети-
ческие расчеты и экспериментальные исследо-
вания остаточных напряжений в образцах при 
одинаковых условиях напыления (рис. 2).

Образцами для исследования служили тон-
кие пластины из стали размерами 100х10х2,5 мм 
с напыленным слоем 70 % Al+30% BN. Дефор-
мация образцов измерялась в процессе непре-
рывного электрополирования. В качестве элек-
тролита для травления слоя 70  % Al+30  % BN 
использовался 15 % раствор КОН. Для обеспече-
ния постоянной скорости электрополироваиия 
образцов производилась их пропитка специаль-
ным маслом и применялась стабилизация тока. 
Результаты показывают, что эпюры остаточных 

напряжений, полученные теоретическим путем, 
имеют хорошую сходимость с экспериментом.

Разработана математическая модель опре-
деления остаточных напряжений в напыленных 
покрытиях для основных условий закрепления 
подложки, наиболее часто встречающихся в 
практике напыления. На примере определения 
остаточных напряжений в напыленном слое 
70% Al+30% BN показана реализация данного 
метода. Представлены результаты определения 
остаточных напряжений, полученные в резуль-
тате теоретических расчетов и эксперименталь-
ных исследований. Результаты показывают, что 
значения остаточных напряжений, полученные 
теоретическим путем, имеют хорошую сходи-
мость с экспериментом.
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