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МАШИНОСТРОЕНИЕ И МАШИНОВЕДЕНИЕ

Петров Илья Николаевич, инженер кафедры обработки 
металлов давлением,  аспирант Самарского универси-
тета, инженер отдела металлофизики и авиационных 
материалов СамНЦ РАН.
E-mail: ilpetrof110895@yandex.ru

ВВЕДЕНИЕ

Инкрементальное формообразование ли-
стового металла представляет собой процесс, в 
котором заготовка локально деформируется пу-
ансоном путем его перемещения вдоль задан-
ного направления.

Главной особенностью инкрементального 
формообразования, теоретическому и экспери-
ментальному исследованию которой посвяще-
ны многие работы, является более высокие зна-
чения предельных деформаций материала по 
сравнению с традиционными процессами ли-
стовой штамповки [1-2]. Известно, что в значи-
тельной степени предельные деформации ма-
териала, достижимые при обработке металлов 
давлением, определяются напряженно-дефор-
мированным состоянием [3-4], поэтому основ-
ным направлением исследований инкремен-
тального формообразования является изучение 
схемы напряжений и деформаций. 

Анализ зарубежной литературы показал, что 
при инкрементальном формообразовании пре-
обладающими механизмами деформации яв-
ляются сдвиг, растяжение и изгиб. Так в работе 
[5] показано, что при инкрементальном формо-
образовании наблюдается растяжение и сдвиг 

в плоскости, перпендикулярной направлению 
движения инструмента, а также сдвиг в плоско-
сти, параллельной направлению движения ин-
струмента. В работах [6-8] деформации сдвига 
по толщине рассматривались как преобладаю-
щий механизм, способствующий увеличению 
предельных деформационных возможностей. 
В работе [9] сделан вывод о том, что при инкре-
ментальном формообразовании деформации 
растяжения предопределяют характер поведе-
ния материала. В работе [10] на основе испыта-
ния на изгиб с растяжением предположили, что 
основным фактором для увеличения деформа-
ционных возможностей при инкрементальном 
формообразовании является изгиб. Большое ко-
личество противоречивых результатов говорит 
о том, что необходимы дальнейшие исследова-
ния напряженно-деформированного состояния 
при инкрементальном формообразовании.

В связи с этим, в настоящей работе предпри-
нята попытка экспериментального исследова-
ния напряженно-деформированного состояния 
заготовки при инкрементальном формообразо-
вании конической детали с прямолинейной об-
разующей. 

МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА

Процесс инкрементального формообра-
зования проводился на специальном стенде с 
использованием промышленного робота-ма-
нипулятора KUKA KR 160 R 1570 nano (рисунок 
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1). Фиксация заготовки осуществлялась на го-
ризонтальном столе с помощью механических 
зажимов. Для построения траектории движе-
ния деформирующего инструмента при инкре-
ментальном формообразовании использовался 
программный комплекс SprutCAM. Формообра-
зование проводилось послойно, шаг переме-
щения деформирующего инструмента - 0,5 мм, 
диаметр инструмента - 12 мм. Скорость переме-
щения пуансона задавалась равной 50 мм/с.

Рисунок 1 – Стенд инкрементального
формообразования на базе промышленного 

робота-манипулятора KUKA KR 160 R 1570 nano

В качестве изготавливаемой детали был вы-
бран усеченный конус с прямолинейной образу-
ющей, угол наклона которой составляет 55° (ри-
сунок 2). В качестве заготовок использовались 

листы из алюминиевого сплава Д16АМ толщи-
ной 1,15 мм.

Для оценки характера поведения материала 
в процессе инкрементального формообразова-
ния на поверхность заготовок были нанесены 
концентрические окружности с шагом  = 3 
мм (рисунок 3). После деформирования про-
водились замеры диаметров концентрических 
окружностей и расстояния между ними. Замеры 
проводились вдоль направления прокатки (НП) 
и поперек (ПН) листовой заготовки, а потом ос-
реднялись. Измерение диаметров окружностей 
и расстояния между ними осуществлялось с по-
мощью штангенциркуля (ШЦ-1-150, точность ± 
0,05 мм). Кроме того, с помощью стойки с элек-
тронным индикатором (ИЦ 0-12,7, точность ± 
0,001 мм) была измерена толщина полученной 
детали по образующей.

По полученным результатам были рассчита-
ны логарифмические деформации:

 тангенциальная (окружная) деформация

,                             (1)

осевая деформация
,                              (2)

 деформация по толщине
,                              (3)

где  – диаметры концентриче-
ских окружностей до и после инкре-
ментального формообразования,  
- расстояние между концентрическими окруж-
ностями до и после инкрементального формо-
образования, – толщина листовой заготовки, 

 - толщина получаемой детали.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Результаты измерения толщины детали, 
диаметра концентрических окружностей и рас-

 

Рисунок 2 – Коническая деталь 
с прямолинейной образующей Рисунок 3 – Разметка заготовки 
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стояния между ними после инкрементального 
формообразования представлены в таблице 1.

По полученным значениям рассчитывались 
деформации, по которым построены зависи-
мости распределения тангенциальной, осевой 
деформации и деформации по толщине вдоль 
образующей от края ко дну детали (рисунок 4).

Из рисунка 4 видно, что осевые деформации, 
действующие в плоскости заготовки и тангенци-
альные, являются растягивающими, а по толщине 
– сжимающими. При этом осевые деформации, 
также как и деформации по толщине вначале рез-
ко увеличиваются, а затем по мере удаления от 
края получаемой детали ко дну практически не 
изменяются. Это объясняется наличием на рас-
стоянии около 10 мм от края детали радиусной 
части, на которой угол наклона образующей изме-
няется от нуля до заданного угла прямолинейной 
образующей (рисунок 5). Наличие данного ради-
усного участка связано с упругой деформацией 

оснастки и жесткостью робота. Полученные ре-
зультаты распределения деформации по толщине 
на прямолинейном участке должны подчиняться 
закону косинуса, как следует из [11]:

,                         (4)

где  угол наклона прямолинейной образующей.
Однако, решая уравнение (4) с учетом тол-

щины заготовки и угла наклона образующей 
конической детали, получим, что толщина на 
прямолинейном участке должна быть равна 0,65 
мм. Таким образом, относительная погрешность 
аналитически полученного значения толщины 
по сравнению с экспериментальным (0,76 мм) 
составляет 15%. 

Величина тангенциальной деформации уве-
личивается практически линейно от края и до-
стигает максимума у дна детали. Очевидно, что 
наличием тангенциальной деформации нельзя 
пренебрегать, как это делается во многих иссле-

ɏ D0, ŵŵ Di, ŵŵ B0, ŵŵ Bi, ŵŵ S0, ŵŵ  Si, ŵŵ 

1 30 31,55 

3 
 

-

1,15 

1,115

2 36 39,45 3,95 0,77
3 42 45,2 3,8 0,75
4 48 51,35 4,5 0,76
5 54 57,2 4,2 0,755
6 60 63,3 4,05 0,73
7 66 68,6 4,45 0,73
8 72 74,8 3,6 0,75
9 78 80,6 4,1 0,85

10 84 85,75 3,4 1,045
11 90 91,25 2,95 1,095

Таблица 1 – Результаты замеров 

�ũ
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дованиях [5-11], так как ее величина превышает 
инженерную погрешность 5%. Кроме того, рас-
хождение значений толщины, полученной экс-
периментально и рассчитанной теоретически, 
также связано с этим допущением, так как при 
выводе закона косинуса принимается плоское 
деформированное состояние, то есть тангенци-
альные деформации равны нулю . 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В проведенной работе представлены 
экспериментальные исследования напря-
женно-деформированного состояния ли-

Рисунок 4 – Распределение деформаций вдоль образующей от края ко дну детали: 
а – осевая деформация; б – тангенциальная деформация; в – деформация по толщине

�Ū

ū

стовых заготовок при инкрементальном 
формообразовании. Полученные данные 
свидетельствуют о наличии в процессе фор-
мообразования растягивающих деформаций 
в тангенциальном, то есть при инкремен-
тальном формообразовании наблюдается 
двухосное растяжение с преобладанием рас-
тягивающих осевых деформаций. Это опро-
вергает результаты большого количества 
исследований, в которых считается, что для 
инкрементального формообразования ха-
рактерно плоское деформированное состо-
яние заготовки, то есть тангенциальные де-
формации отсутствуют [11]. 
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ВВЕДЕНИЕ

Металлические сильфоны применяются в 
промышленности при решении разнообразных 
технических задач, в том числе сильфоны нашли 
широкое применение в узлах летательных аппа-
ратов, передающих газ и жидкости под давлени-
ем, для осевой компенсации тепловых расшире-
ний, а также рабочих и монтажных смещений. 
В процессе эксплуатации на сильфон действуют 
многоцикловые деформации сжатия, растяже-
ния, изгиба и различные их комбинации под 
действием внутреннего или внешнего давле-
ния, температуры и механических напряжений, 
поэтому сильфон должен сохранять прочность и 
герметичность на протяжении заданного цикла. 

По своей конструкции сильфоны могут 
быть мембранными, цилиндрическими одно-
слойными, цилиндрическими многослойными, 

коническими, фасонными, прямоугольными, 
армированными. Несмотря на все многооб-
разие конструктивных исполнений, наиболее 
распространены цилиндрические однослойные 
сильфоны, изготавливаемые из цельнотянутой 
трубной заготовки. 

Основной причиной разрушения сильфонов 
является износ материала в области вершины 
гофра, ввиду утонения материала в этой обла-
сти на этапе изготовления изделия. Актуаль-
ность исследования, представленного в насто-
ящей статье, заключается в том, что в связи с 
усложнением техники, возрастанием сложности 
решаемых задач, особыми условиями эксплуа-
тации стоит проблема создания надежных из-
делий типа сильфон.

Существующие методы изготовления силь-
фонов имеют достаточно высокую производи-
тельность, однако на этапе изготовления из-
делия затруднительно получить равномерную 
толщину стенки в области вершины гофра. Ме-
тоды формообразования эластичной и жидкой 
средой, считающиеся наиболее прогрессивны-
ми в области получения гофрированных обо-
лочек с более равномерной толщиной стенки 
по всей поверхности изделия, способны обеспе-
чить толщину стенки сильфона в области вер-
шины гофра ниже исходной толщины заготовки 
на 10-30 % в зависимости от высоты гофра.

УДК 621.774.8

ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЦЕССА ФОРМООБРАЗОВАНИЯ 
ПОПЕРЕЧНОГО ГОФРА СИЛЬФОНА С МИНИМАЛЬНОЙ РАЗНОТОЛЩИННОСТЬЮ 
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В статье выполнены исследования по определению возможности подтверждения выдвинутой ги-
потезы о получении более равномерной стенки сильфона в области вершины гофра путем фор-
мообразования сильфона эластичной средой двухэтапным способом в разъемной секционной 
матрице с применением технологии стесненного изгиба. Дано описание областей применения 
сильфонов, их конструкций, определены наиболее прогрессивные методы изготовления сильфо-
нов и их основной недостаток. Определена цель исследования и поставлены соответствующие 
задачи, которые необходимо решить. В исследовании применялись аналитические методы иссле-
дования и конечно-элементное моделирование. Предложен способ формообразования сильфона 
и геометрия формообразующей матрицы. Приведена методика расчета параметров технологи-
ческого процесса для двух этапов формообразования сильфона. Представлены картины относи-
тельного изменения толщины гофра сильфона при формообразовании традиционным способом 
и при формообразовании предложенным способом. Представлены поля распределения эквива-
лентных напряжений по Мизесу на первом и на втором переходах при формообразовании пред-
лагаемым способом. Проведено сравнение и дана оценка полученных результатов.
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Учитывая, что известны технологические 
процессы формообразования листовых деталей, 
которые позволяют обеспечить набор материа-
ла в очаге деформации, где при обычных усло-
виях формообразования образуется утонение 
материала, выдвинуто предположение, что при-
менение таких технологий в процессе формоо-
бразования гофра сильфона способно снизить 
утонение стенки готового изделия в области 
вершины гофра. 

С целью подтверждения выдвинутого пред-
положения необходимо разработать способ 
формообразования сильфонов, который позво-
лит снизить утонение в области вершины гофра 
и решить следующие задачи:

– разработать методику расчета параметров 
технологического процесса и математическую 
модель процесса формообразования сильфона с 
учетом воздействия эластомера; 

– провести комплекс теоретических и экспе-
риментальных исследований напряженно-де-
формированного состояния эластичного пуан-
сона и заготовки методом конечных элементов;

– после реализации теоретических и экспе-
риментальных исследований необходимо дать 
оценку характеру изменения толщины по всей 
поверхности изделия и подтвердить или опро-
вергнуть гипотезу о возможности получения из-
делия с более равномерной толщиной стенки по 
всей его поверхности; 

– в случае подтверждения выдвинутой гипо-
тезы о возможности получения изделия с более 
равномерной толщиной стенки по всей его по-
верхности путем применения технологий стес-
ненного изгиба рекомендуется провести натур-
ный эксперимент.

МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Методической базой исследования послужи-
ли труды отечественных и зарубежных ученых: 
Андреева Л.Е., Арышенский Ю.М., Барвинок В.А. 

[1], Белоусов В.П., Вилканс Д., Гречников Ф.В., 
Громова Е.Г. [2], Даммак Ф., Ершов В.И., Загай-
ный В.К., Исаченков Е.И. [3], Калужский И.И., 
Катаев Ю.П., Кашелевский Г.И., Кирилин А.Н., 
Колганов И.М., Комаров А.Д. [4], Коневских В.А, 
Краковски М., Кузьмин В.А., Ломовской О.В. [5], 
Моисеев В.К. [6], Новиков А.Л., Плотников А.Н., 
Проскуряков Г.В., Пышкин В.А., Самохвалов 
В.П., Тенг Ф., Терехов В.М., Торимс Т., Федотов 
Ю.В., Феодосьев В.И., Филимонов В.И., Шаров 
А.А. и др. [7-8]

В рамках исследования применялись анали-
тические методы исследования и конечно-эле-
ментное моделирование.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЯ

В настоящий момент предложен способ 
изготовления сильфонов методом последова-
тельного формообразования в разъемной сек-
ционной матрице с применением технологии 
стесненного изгиба. Применение предложен-
ного способа позволит уменьшить утонение 
материала в области вершины гофра за счет 
формирования гофра в два этапа: с избытком 
материала (I этап) и последующей его посад-
кой (II этап). Профиль матрицы представлен 
на рисунке 1. 

Разработана методика расчета параметров 
технологического процесса для двух этапов 
формообразования сильфона. Методика расчета 
разрабатывалась с учетом основных положений, 
предложенных Е.И. Исаченковым. Приведен вы-
вод формул для определения действительных 
толщин и требуемых давлений для формообра-
зования гофра сильфона на каждом этапе фор-
мообразования:ݏ௜ ൌ ଵݎ଴ܴ଴ሺʹሺݏ ൅ ଶሻݎ ൅ ο݄ሻሺܴ଴ ൅ ݄ሻ൫ʹܽ ൅ ଵݎߨ ൅ ݈ˆˑ˗˓൯ǡ            (1)

где si – действительная толщина стенки волны 
сильфона на первом этапе, устанавливаемая из 
условия постоянства объема, s0 – толщина заго-
товки, R0 – радиус проходного сечения оболочки 
или исходной цилиндрической заготовки, r1 и 
r2 – радиусы профиля волны гофра на матрице, 
∆h – смещение заготовки в меридиональном на-
правлении при формообразовании одной волны 
гофра, h – высота гофра после формообразова-
ния, a – прямолинейная часть гофра, lгофр – длина 
гофра сильфона.ݍ˒ ൌ ʹܵ଴ܴ଴ܴଵߝܣߚఈሺʹሺݎଵ ൅ ଶሻݎ ൅ ο݄ሻሾܴଵଶ െ ሺܴଵ െ ଶሻଶሿሺܴ଴ݎ ൅ ݄ሻ൫ʹܽ ൅ ଵݎߨ ൅ ݈ˆˑ˗˓൯ ൈ��
ൈ ቈ ݄ܴ଴ ൅ ʹቆʹܽ ൅ ሺߨ െ ʹሻݎଵ െ ଶݎʹ ൅ ݈ˆˑ˗˓ ൅ ο݄ʹሺݎଵ ൅ ଶሻݎ ൅ ο݄ ቇ቉

ቈʹ݄ܴ଴ ൅ ʹܽ ൅ ሺߨ െ ʹሻݎଵ െ ଶݎʹ ൅ ݈ˆˑ˗˓ ൅ ο݄ʹሺݎଵ ൅ ଶሻݎ ൅ ο݄ ቉ ǡ 
 

(2)

Рис. 1. Профиль разъемной секционной матрицы
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где qп – давление, требуемое для формообра-
зования гофра на первом этапе R1 – наружный 
радиус сильфона, после его формообразования, 
А – параметр аппроксимации,  – коэффици-
ент, учитывающий влияние среднего главного 
напряжения 2. ݏ ൌ ௜ߙ௜ݎ௜ݏ଴ߙ଴ݎ ǡ                            (3)

где s – действительная толщина стенки волны 
сильфона после посадки избытка материала, r0 – 
радиус волны на конечном этапе посаживания, 
0– угол волны на конечном этапе посаживания, 
ri – радиус волны на начальном этапе посажи-
вания, i – угол волны на начальном этапе по-
саживания.ݍ ൌ ௜ܾݎ଴ߙ௜ݏ଴ݎ ൤ߪ˅ ൅ ʞ൬ ଴ݎ଴ߙܾ െ ͳ൰൨ǡ            (4)

где q – давление, требуемое для формообразо-
вания гофра на втором этапе, b – ширина волны, 
П – модуль упрочнения, в – аппроксимирован-
ный предел текучести.

В настоящий момент реализован комплекс 
аналитических исследований и эксперимен-

тальных исследований методом конечно-эле-
ментного моделирования в программном ком-
плексе «ANSYS».

Экспериментальное исследование мето-
дом конечно-элементного моделирования 
было проведено как для процесса формообра-
зования по предлагаемому способу, так и для 
традиционного способа. Экспериментальное 
исследование проводилось для 1/32, 1/8 и 1/4 
частей оснастки и заготовки, разница значе-
ний толщин изделия для разработанных мо-
делей составила порядка 0,4 %, что является 
фактом идентичного характера изменения 
толщин изделия и напряженно-деформиро-
ванного состояния процесса формообразова-
ния. Поэтому для дальнейших исследований 
процесса формообразования допустимо рав-
ноценно использовать любую из ранее раз-
работанных и предложенных моделей, вместо 
полной модели процесса формообразования 
гофра сильфона, с целью сокращения затрачи-
ваемых временных ресурсов.

На рисунке 2 представлена картина отно-
сительного изменения толщины гофра силь-
фона при формообразовании традиционным 

(1)       (2) 

Рис. 2. Относительное изменение толщины гофра сильфона при формообразовании 
традиционным способом для 1/32 (1) и 1/8 (2) частей оснастки и заготовки 

(1)       (2) 

Рис. 3. Относительное изменение толщины гофра сильфона на первом (1) 
и на втором (2) переходах при формообразовании предлагаемым способом 
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способом для 1/32 и 1/8 частей оснастки и за-
готовки.

На рисунке 3 представлена картина относи-
тельного изменения толщины гофра сильфона 
на первом и на втором переходах, предлагае-
мого способа формообразования для 1/8 части 
оснастки и заготовки.

Абсолютное значение утонения в области 
вершины гофра составило порядка 10 % исход-
ной толщины при формообразовании традици-
онным способом; 4 % исходной толщины при 
формообразовании предлагаемым способом на 
первом переходе; 1 % исходной толщины при 
формообразовании предлагаемым способом на 
втором переходе.

Наибольшее значение эквивалентных на-
пряжений по Мизесу составило порядка 330 
МПа на первом переходе при формообразо-
вании предлагаемым способом и 340 МПа 
на втором переходе при формообразовании 
предлагаемым способом. Напряжения не пре-
вышают разрушающих напряжений для рас-
сматриваемого материала. На рисунке 4 пред-
ставлены поля распределения эквивалентных 
напряжений по Мизесу на первом и на втором 
переходах при формообразовании предлагае-
мым способом. 

Расхождение полученных толщин и уто-
нений в результате экспериментальных ис-
следований методом конечно-элементного 
моделирования и аналитических расчетов при 
исследовании процесса формообразования 
предлагаемым способом составило порядка 2 
%, что доказывает корректность полученных 
результатов. Приведенные результаты реа-
лизованных исследований также доказывают 
снижение утонения материала заготовки при 
формообразовании изделия предлагаемым 
способом, что позволит изготавливать и при-

менять изделия, повышенного качества и на-
дежности.

В общем случае, для определения параме-
тров технологического процесса необходимо, 
исходя из заданных параметров заготовки 
(диаметр, толщина, материал трубы) и желае-
мой высоты гофра сильфона, осуществить под-
бор конкретной конфигурации матрицы для 
первого перехода, ориентируясь на получен-
ные графические зависимости по результатам 
проведенных исследований и осуществить 
расчет необходимых для формообразования 
давлений.

На рисунке 5 представлены графические за-
висимости для осуществления подбора конфи-
гурации матрицы для первого перехода. Зави-
симости представлены для материала заготовки 
12Х18Н10Т. На рисунке 6 представлены основ-
ные геометрические параметры матрицы для 
первого перехода.

ВЫВОДЫ

В результате исследования разработана 
методика расчета параметров технологиче-
ского процесса и математическая модель про-
цесса формообразования сильфона с учетом 
воздействия эластомера, реализован комплекс 
теоретических и экспериментальных исследо-
ваний, дана оценка полученных результатов и 
подтверждена гипотеза о возможности полу-
чения изделия с более равномерной толщи-
ной стенки по всей его поверхности. В даль-
нейшем планируется проведение натурного 
эксперимента и последующего сравнения его 
результатов с аналитическими расчетами и 
результатами конечно-элементного модели-
рования для окончательной оценки выдвину-
той гипотезы.

Рис. 4. Поля распределения эквивалентных напряжений по Мизесу на первом (1) 
и на втором (2) переходах при формообразовании предлагаемым способом

(1)       (2) 
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ВВЕДЕНИЕ

На данный момент даже в крупных компа-
ниях, производящих лакокрасочную продук-
цию, недостаточно уделяют внимание контролю 
качества процесса измельчения пигмента до со-
стояния порошка. Чаще всего оценка сводится к 
визуальному осмотру.

В соответствии с ГОСТ 2093-82 анализ фор-
мы и  размера частиц рекомендуется произво-
дить ситовым методом, который представляет 
собой механизм просеивания решетом от наи-
более крупных размеров ячеек до наиболее 
мелких. Проблема заключается в том, что такой 
метод дает очень скромное представление о со-
ставе порошка, а изображение частиц и вовсе не 

предусмотрено. Кроме того, недостатком явля-
ется ограниченность исследуемого размерного 
ряда и отсутствие автоматических систем.

Таким образом, требуется найти, изучить и 
внедрить такой метод анализа, который бы дал 
полную информацию о частицах, действовал ав-
томатически и являлся выгодным вложением в 
качество.

Процесс производства лакокрасочных изде-
лий состоит из 11 основных этапов (рис. 1).

На рисунке 1 видно, что проверка качества 
осуществляется только на входе сырья и на вы-
ходе готовой продукции. 

ГОСТ 9.032-74 предписывает определенные 
свойства готовой лакокрасочной продукции: от-
сутствие волнистости, неоднородности структу-
ры, разнооттеночности. [2, с. 3] 

Данные требования формируют необходи-
мость в контроле качества основного составля-
ющего лакокрасочной продукции – порошково-
го пигмента. При внедрении промежуточного 
контроля появляется возможность регулиро-
вать выполнение вышеуказанных требований 
(рис. 2).

УДК 67.019

РАЗРАБОТКА МОДЕЛИ СОВЕРШЕНСТВОВАНИЯ СИСТЕМЫ 
КОНТРОЛЯ КАЧЕСТВА ЧАСТИЦ ПОРОШКА КРАСЯЩЕГО ПИГМЕНТА

© 2023 Т.И. Комаров, В.С. Пузырева, А.В. Чабаненко

Санкт-Петербургский государственный университет аэрокосмического приборостроения, 
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Статья поступила в редакцию 15.05.2023

Постановка задачи (актуальность работы). Чаще всего, производство лакокрасочных изделий 
состоит из основных этапов: от поступления в складские помещения до фасовки по коробкам. И 
контроль качества осуществляется на входе и на выходе. Однако при производстве лакокрасоч-
ных изделий необходимо внедрить промежуточный контроль на этапе перемола пигментного 
сырья в порошок тонкого помола, так как от размерного диапазона частиц порошка тонкого по-
мола зависят основные качества готовой лакокрасочной продукции. ГОСТ 2093-82 рекомендует 
использование ситового анализа, который представляет собой механизм просеивания решетом 
от наиболее крупных размеров ячеек до наиболее мелких. Однако данный метод уступает более 
современным по скорости анализа на более чем 10 минут, по диапазону измерения частиц на 10-
30% и по информативности анализа. Цель работы. Повышение качества лакокрасочных матери-
алов посредством внедрения промежуточного контроля методом лазерной дифракции. Исполь-
зуемые методы. В представленной работе были применены такие методы, как математическое 
моделирование, метод идеализации и формализации процессов исследования лакокрасочных 
материалов. Новизна. В ходе работы были разработаны новые механизмы оценки и управления 
качеством частиц порошка красящего пигмента, а также новые способы повышения эффектив-
ности производства лакокрасочных материалов. В процессе исследования был проведен анализ 
технологического процесса. Результат. Итогом работы стала разработанная модель совершен-
ствования системы контроля качества частиц порошка красящего пигмента. Практическая зна-
чимость. Разработанная модель повысит результативность текущих процессов производства ла-
кокрасочных изделий посредством внедрения промежуточного контроля, что повысит прибыль 
организации и сократит издержки на качество.
Ключевые слова: контроль, качество, пигмент, порошок тонкого помола, лазерная дифракция.
DOI: 10.37313/1990-5378-2023-25-3-16-25
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В соответствии с ГОСТ 2093-82 анализ фор-
мы и размера частиц рекомендуется произво-
дить ситовым методом, который представляет 

собой механизм просеивания решетом от наи-
более крупных размеров ячеек до наиболее мел-
ких (рис. 3). 

Рис. 1. Карта процессов для визуализации производства ЛКМ [1]
Fig. 1. Process map for visualization of paintwork production [1]

Рис. 2. Измененная карта процессов для визуализации производства ЛКМ
Fig. 2. Modifi ed process map for visualization of paintwork production

Рис. 3. Схема проведения ситового анализа по ГОСТ 2093-82 [3; с.4]
Fig. 3. Scheme of sieve analysis according to GOST 2093-82
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Проблема заключается в ограниченности 
исследуемого размерного ряда и в отсутствии 
автоматических систем. Кроме того, данный ме-
тод дает очень краткую информацию о составе 
порошка, а изображение частиц не предусмо-
трено. А, как было доказано, [4, с. 32-33] деталь-
ный анализ формы и размеров частиц позволя-
ет определить, например, уровень прочности 
материала (рис. 4). [5]

На данный момент в России, кроме ситового 
анализа, существует еще несколько методов из-
мерения и анализа частиц тонкого помола, сре-
ди которых: микроскопический метод, лазерная 
дифракция, динамический анализ и т.д. Компа-
ния «MICROTRAC» опубликовала данные о воз-
можностях каждого метода анализа (рис. 5). 

Сравнение характеристик методов анализа 
представлено в табл. 1.

Для частиц перемолотого пигмента необ-
ходим широкий диапазон измерения, скорость 
осуществления анализа и возможность анализа 
всех частиц. Наложив ограничения, продикто-

ванные потребительскими ожиданиями, полу-
чим допустимые альтернативы (табл. 2).

Введем критерии для оценки: стоимость 
осуществления (К1), измеряемый диапазон (К2), 
полнота анализа (К3), сложность обучения со-
трудников (К4), время измерений (К5).

Путем попарного сравнения, выявим наи-
более предпочтительную альтернативу (табл. 3).

Таким образом, наиболее предпочтитель-
ный метод – «Лазерная дифракция (сухая)» (А2) 
со взвешенной оценкой = 0,348.

Лазерная дифракция – это метод измере-
ния частиц путем направления на них лазер-
ного луча. Луч отражается от частицы под не-
которым углом. Как раз данные об этом угле и 
позволяют определить размер анализируемой 
частицы. [7] Аппарат выглядит следующим об-
разом (рис. 6).

Имея наиболее предпочтительный метод 
анализа частиц пигментного порошка тонкого 
помола, построим имитационную модель рас-
пределения частиц.
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Рис. 4. Зависимость прочности композитов на основе СЭВА 
от содержания частиц SiO2 при разных размерах

Fig. 4. Dependence of the strength of CMEA-based composites 
on the content of SiO2 particles at different sizes

Рис. 5. Распределение частиц по размерам при данных методах анализа [6]
Fig. 5. Particle size distribution with these analysis methods [6]
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Американская фармацевтическая компания 
«Review» опубликовала данные об измерениях 
размеров частиц пигментов разного предна-
значения при определенной степени затемне-
ния (рис. 7). Было выяснено, что распределение 
частиц по размерам имеет нормально распре-
деление. Значит, есть возможность построить 
функциональную эмпирическую модель, харак-
теризующую это распределение.

  Матрица планирования эксперимента пред-
ставлена в табл. 4.

Среднее значение параметра по параллель-
ным опытам вычисляется по формуле (1).

                          (1)

где  – число параллельных опытов в i-ой сточ-

ке матрицы планирования;  – значение вы-
ходного параметра.

Дисперсия параллельных опытов вычисля-
ется по формуле (2).

 
,             (2)

где  – число параллельных опытов в i-ой 
сточке матрицы планирования;  – значение 
выходного параметра;  – среднее значение па-
раметра по параллельным опытам.

Все результаты внесены в табл. 5.
Из таблицы 5 видно, что для 2 и 8 опы-

та величина дисперсий больше/меньше 
остальных, поэтому была осуществлена 
проверка дисперсий с использованием кри-
терия Кохрена.

ɏ ŖũűŵŮŶŷūũŶűŮ ŵŮŻŷŭũ ũŶũŴűŰũ 
ōűũŸũŰŷŶ 
űŰŵŮŹŮŶűŲ, 

ŵųŵ 

ŋŹŮŵƈ 
űŰŵŮŹŮŶűƈ, 

ŵűŶ 
ŘŷŴŶŷŻũ ũŶũŴűŰũ 

1 ōűŶũŵűƀŮźųűŲ ũŶũŴűŰ 0,8-80 20 ŚŴżƀũŲŶƄŲ ũŶũŴűŰ ƀũźŻűſ (ŹũŰŵŮŹ + ŽŷŹŵũ)
2 ŉŶũŴűŰ űŰŷŪŹũůŮŶűŲ ű ŹũźźŮū 20-30 15 ŚŴżƀũŲŶƄŲ ũŶũŴűŰ ƀũźŻűſ (ŹũŰŵŮŹ + ŽŷŹŵũ)
3 ŚŻũŻűƀŮźųűŲ ũŶũŴűŰ űŰŷŪŹũůŮŶűŲ 0,5-1500 10 ŉŶũŴűŰ ūźŮž ƀũźŻűſ (ŹũŰŵŮŹ)
4 ŔũŰŮŹŶũƈ ŭűŽŹũųſűƈ (źżžũƈ) 0,01-4000 ŭŷ 5 ŉŶũŴűŰ ūźŮž ƀũźŻűſ (ŹũŰŵŮŹ)
5 ŔũŰŮŹŶũƈ ŭűŽŹũųſűƈ (ūŴũůŶũƈ) 0,01-2000 ŭŷ 5 ŉŶũŴűŰ ūźŮž ƀũźŻűſ (ŹũŰŵŮŹ)
6 ōűŶũŵűƀŮźųŷŮ ŹũźźŮűūũŶűŮ źūŮŻũ 0,8-6,5 5-10 ŚŴżƀũŲŶƄŲ ũŶũŴűŰ ƀũźŻűſ (ŹũŰŵŮŹ)
7 ŚűŻŷūƄŲ ũŶũŴűŰ 20-125000 5-10 ŉŶũŴűŰ ūźŮž ƀũźŻűſ (ŹũŰŵŮŹ)

ŉŴƅŻŮŹŶũŻűūƄ 

œŹűŻŮŹűű 
ŋŰūŮƁŮŶŶƄŮ ŷſŮŶųű 

ũŴƅŻŮŹŶũŻűū œ1 œ2 œ3 œ4 œ5 

ŉ1 0,070 0,093 0,206 0,446 0,182 0,182 
ŉ2 0,274 0,401 0,449 0,160 0,347 0,348 

ŉ3 0,171 0,335 0,172 0,104 0,273 0,217 

ŉ4 0,485 0,171 0,172 0,290 0,198 0,253 

     ɔ 1 

ɏ 
ŖũűŵŮŶŷūũŶűŮ ŵŮŻŷŭũ 

ũŶũŴűŰũ 
ōűũŸũŰŷŶ 

űŰŵŮŹŮŶűŲ, ŵųŵ 

ŋŹŮŵƈ 
űŰŵŮŹŮŶűƈ, 

ŵűŶ 
ŘŷŴŶŷŻũ ũŶũŴűŰũ 

1 
ŚŻũŻűƀŮźųűŲ ũŶũŴűŰ 
űŰŷŪŹũůŮŶűŲ 

0,5-1500 10 ŉŶũŴűŰ ūźŮž ƀũźŻűſ (ŹũŰŵŮŹ) 

2 ŔũŰŮŹŶũƈ ŭűŽŹũųſűƈ (źżžũƈ) 0,01-4000 ŭŷ 5 ŉŶũŴűŰ ūźŮž ƀũźŻűſ (ŹũŰŵŮŹ)

3 
ŔũŰŮŹŶũƈ ŭűŽŹũųſűƈ 
(ūŴũůŶũƈ) 

0,01-2000 ŭŷ 5 ŉŶũŴűŰ ūźŮž ƀũźŻűſ (ŹũŰŵŮŹ) 

4 ŚűŻŷūƄŲ ũŶũŴűŰ 20-125000 5-10 ŉŶũŴűŰ ūźŮž ƀũźŻűſ (ŹũŰŵŮŹ)

Таблица 2. Допустимые альтернативы
Table 2. Acceptable alternatives

Таблица 1. Генерация альтернатив
Table 1. Generation of alternatives

Таблица 3. Свертка альтернатив по критериям
Table 3. Convolution of alternatives by criteria
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Дисперсия воспроизводимости для всего 
эксперимента рассчитывается по формуле (3).

,         (3)

 .

Ошибка всего эксперимента вычисляется по 
формуле (4).

 
,                          (4)

 . 

Рис. 6. Лазерный анализатор
Fig. 6. Laser analyzer

������
������
������
������
������
�������
�������
�������
�������

� � � � � � � � �
ɍɪɨɜɟɧɶ�ɡɚɬɟɦɧɟɧɢɹ���

Ɋɚ
ɫɩ
ɪɟ
ɞɟ
ɥɟ
ɧɢ
ɟ
ɪɚ
ɡɦ
ɟɪ
ɨɜ
�

ɱɚ
ɫɬ
ɢɰ
��ɦ

ɤɦ

Рис. 7. Анализ размеров частиц по % затемнения [9; с.14]
Fig. 7. Particle size analysis by % dimming

Таблица 4. Матрица планирования и результаты эксперимента
Table 4. Planning matrix and experiment results

 ŘŴũŶűŹŷūũŶűŮ ŋƄžŷŭ 
N X0 X1 X2 X3 Y1 Y2 Y3 
1 + - - - 93,01 96,80 91,00
2 + + - - 95,20 97,90 91,50
3 + - + - 97,90 98,00 93,58
4 + + + - 98,10 99,10 94,00
5 + - - + 99,00 99,50 95,20
6 + + - + 102,00 101,90 99,50
7 + - + + 103,70 103,50 101,50
8 + + + + 104,15 104,30 103,10
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Коэффициенты уравнения рассчитываются 
по формулам (5), (6), (7).

 ,                           (5)

 ,                        (6)

 ,                    (7)

где N – количество опытов.
После расчета всех коэффициентов уравне-

ние регрессии принимает следующий вид:

.
После проверки статистической значимости 

коэффициентов с помощью t-критерия Стью-
дента, выяснилось, что коэффициенты уравне-
ния b12, b13, b23 и b123 оказались статистически не 
значимыми и уравнение регрессии принимает 
вид:

 
Для доказательства адекватности модели и 

оценки отклонений вычисленных по уравнени-
ям регрессии значений функции был использо-
ван критерий Фишера F-критерий. 

Таким образом, функциональная эмпириче-
ская модель имеет следующий вид:

.    (8)
Модель означает, что при задании факто-

ров Х1, Х2, Х3 (степени затемнения для каждого 
из трех лазеров), частицы будут распределять-
ся близ прямой, заданной данным уравнением. 
Можно сказать, что с увеличением значений 
факторов Х2 и Х3 (уровня затемнения на лазеров 
2 и 3), то и значения результатов будут увели-
чиваться (так как коэффициенты b2 и b3 – по-
ложительны). А с увеличением фактора Х1, зна-
чения измерения будут уменьшаться, так как 
коэффициент b1 имеет отрицательное значение. 
[10;с.10-14]

Внешнее схематичное изображение уста-
новки представлено на рис. 8.

 Исследуемый образец 1 устанавливается на 
лоток 2 и всасывается в систему анализатора. 

N 
ŘŴũŶűŹŷūũŶűŮ ŋƄžŷŭ ݕపഥ  ܵ˅ˑ˔˒˓ଶ  

X0 X1 X2 X3 X1X2 X1X3 X2X3 X1X2X3 Y1 Y2 Y3 
1 + - - - + + + - 93,01 96,80 91,00 93,60 8,67
2 + + - - - - + + 95,20 97,90 91,50 94,87 10,32
3 + - + - - + - + 97,90 98,00 93,58 96,49 6,37
4 + + + - + - - - 98,10 99,10 94,00 97,07 7,30
5 + - - + + - - + 99,00 99,50 95,20 97,90 5,53
6 + + - + - + - - 102,00 101,90 99,50 101,13 2,00
7 + - + + - - + - 103,00 102,00 101,00 102,00 1,48
8 + + + + + + + + 104,15 104,30 103,10 103,85 0,43

Śżŵŵũ: 787,81 42,11

Таблица 5. Расчет значений
Table 5. Calculation of values

Система доставки образца 3 направляет сжатый 
воздух 4 через встроенные сопла, обеспечивая 
«торможение» частиц материала перед подачей 
в измерительную ячейку 5. 

Внутреннее схематичное изображение из-
мерительной ячейки представлено на рис. 9.

Для измерения используются лазерные ди-
оды и системы анализа изображений. Оптиче-
ская система состоит из трех диодных лазеров 
1,2,3, трех постоянно включенных детекторов 
4,5,6, находящихся в фиксированных точках. 
Лазерные детекторы улавливают свет, рассе-
янный под углом 165о. Одновременно отдель-
ный светодиодный источник света 7 освещает 
кювету с образцом, высокоскоростная цифро-
вая камера 8 фиксирует изображение частиц. 
Данные анализируются с помощью специаль-
ного программного обеспечения, использую-
щего функциональную эмпирическую модель 
(21), где Х1,Х2,Х3 – это факторы, влияющие на 
частицу.

Рис. 8. Схематичное изображение 
разработанного лазерного анализатора

Fig. 8. Schematic representation 
of the developed laser analyzer



22

Известия Самарского научного центра Российской академии наук, т. 25, № 3, 2023

Рис. 9. Схематичное изображение оптической системы разработанного лазерного анализатора
Fig. 9. Schematic representation of the optical system of the developed laser analyzer
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Рис. 10. Алгоритм процесса измерения
Fig. 10. Algorithm of the measurement process
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Рис. 11. Алгоритм процесса измерения лазерным анализатором
Fig. 11. Algorithm of the laser analyzer measurement process
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В целом, общий алгоритм анализом методом 
лазерной дифракции представлен на рис. 10.

 Алгоритм процесса измерения части порош-
кового пигмента представлен на рис.11.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, выполнить главные требо-
вания заинтересованных сторон механическим 
человеческим трудом не представляется воз-
можным, поэтому необходимо прибегнуть к 
автоматизации, роботизации и цифровизации 
процесса анализа распределения по размерам 
частиц тонкого помола. 

В ходе исследования была разработана мо-
дель совершенствования системы контроля ка-
чества частиц порошка красящего пигмента, с 
помощью которой производство получает точ-
ные данные о характеристиках и параметрах 
частиц. Система анализирует не только размер, 
но и предоставляет изображение исследуемых 
частиц, что позволяет повысить прибыль орга-
низации и сократит издержки на качество.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Мануленко, А.Ф. Технология лакокрасочных ма-
териалов и покрытий. Проектирование произ-
водств / А.Ф. Мануленко. – Минск: БГТУ, 2021. - 
114 с.

1. ГОСТ 9.032-74. Единая система защиты от корро-
зии и старения. Покрытия лакокрасочные. Груп-
пы, технические требования и обозначения. – М.: 
Стандартинформ, 1989. – 5 с.

3. ГОСТ 2093-82. Ситовый метод определения гра-
нулометрического состава. – М.: Стандартин-
форм, 2015. – 20 с.

4. Десятков, A.В. Влияние размера частиц на меха-
нические свойства композитов на основе одно-
родно деформирующегося полимера / A.В. Десят-
ков. –  М.: Академия естествознания, 2009. – Т.23. 
№5. – С. 32-33. 

5. Александров, А.А. Взаимосвязь между геометри-
ческими параметрами зерен шлифовальных 
порошков, исследованная методами лазерной 
дифракции и оптической микроскопии / А.А. 
Александров // Современные научные исследова-
ния и инновации. – 2018. – № 5(85). –  8 с.

6. Microtrac MRB: Сравнение методов определения 
размеров частиц – URL: https://www.microtrac.
com/ru (дата обращения 29.11.2022).

7. Фармакопея: Определение распределения частиц 
по размеру методом лазерной дифракции света. 
– URL: https://pharmacopoeia.ru (дата обращения 
15.12.2022).

8. Гарибей К., Олсон Э., Салсбери Дж. С. Понимание 
взаимосвязи между источниками красного и си-
него света при определении профилей распре-

деления частиц по размерам. – URL: https://www.
americanpharmaceuticalreview.com (дата обраще-
ния 29.01.2023).

9. Пузырева, В.С. Исследование метода анализа рас-
пределения частиц тонкого помола / В.С. Пузыре-
ва. – Пенза: Молодые учёные России, 2021. – 338 с.

10. Пузырева, В.С. Построение функциональной эм-
пирической модели распределения по размерам 
частиц тонкого помола / В.С. Пузырева. – Пенза: 
Фундаментальные и прикладные научные иссле-
дования, 2022. 222 с.

REFERENCES

1. Manulenko, A.F. Tekhnologiya lakokrasochnyh 
materialov i pokrytij. Proektirovanie proizvodstv / 
A.F. Manulenko. – Minsk: BGTU, 2021. – 114 s.

2. GOST 9.032-74. Edinaya sistema zashchity ot 
korrozii i stareniya. Pokrytiya lakokrasochnye. 
Gruppy, tekhnicheskie trebovaniya i oboznacheniya. 
– M.: Standartinform, 1989. – 5 s.

3. GOST 2093-82. Sitovyj metod opredeleniya 
granulometricheskogo sostava. – M.: Standartinform, 
2015. – 20 s.

4. Desyatkov, A.V. Vliyanie razmera chastic na 
mekhanicheskie svojstva kompozitov na osnove 
odnorodno deformiruyushchegosya polimera / A.V. 
Desyatkov. – M.: Akademiya estestvoznaniya, 2009. 
– T.23. – №5. – S. 32-33. 

5. Aleksandrov, A.A. Vzaimosvyaz’ mezhdu 
geometricheskimi parametrami zeren shlifoval’nyh 
poroshkov, issledovannaya metodami lazernoj 
difrakcii i opticheskoj mikroskopii / A.A. Aleksandrov 
// Sovremennye nauchnye issledovaniya i innovatcii. 
– 2018. – № 5(85). –  8 s.

6. Microtrac MRB: Sravnenie metodov opredeleniya 
razmerov chastic, URL: https://www.microtrac.com/
ru (data obrashcheniya 29.11.2022).

7. Farmakopeya: Opredelenie raspredeleniya chastic 
po razmeru metodom lazernoj difrakcii sveta. – 
URL: https://pharmacopoeia.ru (data obrashcheniya 
15.12.2022).

8. Garibej K., Olson E., Salsberi Dzh. S. Ponimanie 
vzaimosvyazi mezhdu istochnikami krasnogo i 
sinego sveta pri opredelenii profi lej raspredeleniya 
chastic po razmeram. – URL: https://www.
americanpharmaceuticalreview.com (data 
obrashcheniya 29.01.2023).

9. Puzyreva, V.S. Issledovanie metoda analiza 
raspredeleniya chastic tonkogo pomola / V.S. 
Puzyreva. – Penza: Molodye uchyonye Rossii, 2021. 
– 338 s.

10. Puzyreva, V.S. Postroenie funkcional’noj 
empiricheskoj modeli raspredeleniya po razmeram 
chastic tonkogo pomola / V.S. Puzyreva. –
Penza: Fundamental’nye i prikladnye nauchnye 
issledovaniya, 2022. – 222 s.



25

Машиностроение и машиноведение

Timofey Komarov, Undergraduate.
E-mail: tim1kom@yandex.ru Author SPIN: 5009-3930.
Victoria Puzyreva, Undergraduate.
E-mail: vikap1999@mail.ru. Author’s SPIN: 1185-1776.
Alexander Chabanenko, Candidate of Technical Sciences, 
Associate Professor of the Department of Innovation and 
Integrated Quality Systems. 
E-mail: a@chabanenko.ru ORCID 0000-0002-5949-6579

DEVELOPMENT OF A MODEL FOR IMPROVING THE QUALITY CONTROL SYSTEM 
OF COLORING PIGMENT POWDER PARTICLES

© 2023 T.I. Komarov, V.S. Puzyreva, A.V. Chabanenko

St. Petersburg State University of Aerospace Instrumentation, St. Petersburg, Russia

Problem Statement (Relevance). Most often, the production of paints and varnishes consists of the 
main stages: from receipt to warehouses to packaging in boxes. And quality control is carried out at the 
entrance and at the exit. However, in the production of paints and varnishes, it is necessary to introduce 
intermediate control at the stage of grinding pigment raw materials into fi nely ground powder, since 
the main qualities of the fi nished paintwork product depend on the size range of particles of the fi nely 
ground powder. GOST 2093-82 recommends the use of sieve analysis, which is a sieving mechanism with 
a sieve from the largest mesh sizes to the smallest. However, this method is inferior to more modern 
ones in terms of analysis speed by more than 10 minutes, in terms of particle measurement range by 
10-30%, and in terms of information content of the analysis. Objectives. Improving the quality of paints 
and varnishes through the introduction of intermediate control by laser diffraction. Methods Applied.  
In the presented work, methods such as mathematical modeling, the method of idealization and 
formalization of the research processes of paints and varnishes were applied. Originality. In the course 
of the work, new mechanisms were developed for assessing and controlling the quality of the particles 
of the coloring pigment powder, as well as new ways to improve the effi ciency of the production of 
paints and varnishes. In the course of the study, an analysis of the technological process was carried out. 
Result. The result of the work was the developed model for improving the quality control system for the 
particles of the coloring pigment powder. Practical Relevance. The developed model will increase the 
effectiveness of current processes for the production of paints and varnishes through the introduction 
of intermediate control, which will increase the profi t of the organization and reduce quality costs.
Keywords: quality control, pigment, fi ne powder, laser diffraction.
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Одним из направлений развития современ-
ной космической техники является минимиза-
ции габаритно-массовых параметров приводов 
различных механизмов, улучшения их выход-
ных характеристик и увеличения времени их 
безотказной работы. В связи с этим, большой 
интерес представляет использование приводов 
с волновыми зубчатыми передачами (ВЗП), на-
ходящими всё более широкое применение в 
различных отраслях техники. Основными до-
стоинствами ВЗП являются: большая редукция 
при малой массе, высокий КПД, значительный 
передаваемый крутящий момент при распреде-
лении усилий на большое число зубьев, высокая 
кинематическая точность, возможность пере-
дачи движения в герметизированное простран-
ство. Эти положительные качества достигаются 
за счет использования зубчатых колес с очень 
малым модулем (0,2 – 0,4 мм) и волнообразного 
преобразователя движения [1, 2].

Однако при ряде достоинств ВЗП перед дру-
гими передачами, имеют место технологические 
трудности в изготовлении ее конструктивных 

элементов и недостаточно высокие показатели 
надежности и долговечности. Как показали ис-
следования [1, 2], основными причинами выхо-
да из строя ВЗП являются: 

- поломка гибкого колеса от усталостных 
трещин, возникающих во впадинах зубьев;

- изнашивание зубьев, обусловленное пере-
косом гибкого колеса, деформируемого с одного 
торца; прогрессирующее изнашивание – сколь-
жением зубьев при вхождении в зацепление.

К образованию трещины приводит действие 
знакопеременных напряжений изгиба в ободе 
гибкого колеса, в отличии от обычных зубчатых 
колес, где разрушающими являются напряжения 
изгиба зуба. Поэтому критической зоной гибко-
го колеса, т.е. местом где может произойти раз-
рушение является дно впадины зубчатого венца, 
которое имеет сложную геометрическую форму.

Изнашивание зубьев и поломка гибкого зуб-
чатого колеса ВЗП определяется отклонениями 
геометрических размеров и формы зубчатого 
венца, проявляющимися, в конечном итоге, из-
за несовершенства технологии механической 
обработки гибких колес. 

Формообразование оболочки и зубообразо-
вание являются наиболее сложными операциями 
при изготовлении гибкого колеса. Тонкостенная 
заготовка гибкого зубчатого колеса не обладает 
достаточной жесткостью и под действием давле-
ния инструмента, станочного приспособления и 
других нагрузок, неизбежных при механической 
обработке, изменяют свою форму и размеры. В 
процессе обработки деталей узлы станка, при-
способление, инструмент и заготовка деформи-
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руются, что в той или иной мере отражается на 
точности формы и её размеров. В связи с этим 
совершенствование технологического процесса 
в части минимизации потенциальных дефектов 
и отказов представляет собой актуальную задачу. 

Предлагается разработать приспособление, 
обеспечивающее жесткость заготовки в про-
цессе силового базирования в оснастке и при 
ее дальнейшей механической обработке. Суще-
ствует пример реверсивного силового привода 
с эффектом памяти формы (ЭПФ) для станоч-
ных приспособлений механической обработки 
деталей летательных аппаратов [3]. Создание 
прогрессивного технологического оснащения 
с применение материала с ЭПФ позволит обе-
спечить требуемую стабильность и осесимме-
тричность радиальных перемещений. Втулка, 
изготовленная из сплава, обладающего ЭПФ 

(напримерTiNi ), при соответствующей пред-
варительной обработке способна уменьшаться в 
диаметре при нагреве (этап установки заготов-
ки) и увеличиваться при охлаждении (этап за-
крепления и обработки) [4].

Ц елью данного исследования является раз-
работка типовой модели оценки рисков, по-
строенной на основе анализа видов и послед-
ствий потенциальных несоответствий процесса 
(PFMEA), возникающих в процессе механиче-
ской обработки оболочки и нарезания зубчатого 
венца гибкого колеса ВЗП на оправке с силовым 
элементом из материала с ЭПФ. Блок-схема про-
цесса изготовления гибкого колеса ВЗП пред-
ставлена на рисунке 1.

PFMEA – это структурированный метод улуч-
шения, позволяющий выявлять потенциальные 
сбои, анализировать их причины и последствия, 

Рис. 1. Блок-схема процесса изготовления гибкого колеса ВЗП
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Рис. 2. Дерево структурного анализа для операции «Нарезание зубьев гибкого колеса»
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Рис. 3. Дерево функционального анализа для операции «Нарезание зубьев гибкого колеса»

а также находить решения, предотвращающие 
возникновение этих сбоев [5, 6, 7].

Данный метод впервые начал применяться 
в аэрокосмической отрасли еще в 60-х годах XX 
века. FMEA – один из наиболее популярных ме-
тодов анализа видов и последствий отказов, со-
гласно требованиям стандарта IATF 16949: 2016 

он является одним из обязательных для про-
мышленных компаний. В июне 2019 года AIAG 
& VDA выпустили первое международное руко-
водство по анализу неисправностей и послед-
ствий отказов (FMEA). Целью нового руковод-
ства является создание общей основы для FMEA 
для всех секторов [8].
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развертывание отверстий, выдержав заданные допуски на развертывание отверстий, выразвертывание оотверстий, вывервер
размеры и расположение  

Токарная ЧПУТокарная ЧПУ
Основная функцияия:я: обеспечить требуемую величину Основная функциияя: беспечить требуемую величинуооОсновная фунфу кцицияя:
припуска под шлифование наружной поверхности припуска под шлифование наружной поверхности припуска под шллиифование наружной поверхностиифоифо
зубчатого венца. Обеспечить заданную равномерную по зубчатого венца. Обеспечить ззубчатого венца Обеспечить з
окружности толщину обода

ТокарнаяТокарная
Основная функцияия: обеспечить предварительную Основная фунфу кциция:
обработку заготовки для проведения термообработки

Слесарная (для образцов)Слесарная (для обра
Основная функция

аобра
ия: обеспечить снятие заусенцев и Основная фунфу кциция:

ударную маркировку на образцах 

Шлифовальная
Основная функция: обеспечить требуемый размер для 
нарезания  зубчатого венца. Обеспечить заданную 
равномерную по окружности толщину обода

Зубофрезерная
Основная функция: обеспечить нарезание зубьев согласно 
заданным требованиям по геометрической точности и 
форме  

КонтрольнаяКонтрольная
Основная функцияия: обеспечить контроль геометрических Основная фунфуфу кцицция:
размеров, формы и шероховатости согласно требованиям 
КД

Зуборезчик
Функция: установить червячную 
фрезу, обеспечив выверку

Зуборезчик
Функция: задать режимы 
резания, обеспечив наладку

Технолог
Функция: разработать 
операцию процесса, обеспечив 
выбор оборудования, оснастки, 
режущего инструмента, средств 
измерений и рациональных 
режимов резания

Зубофрезерный станок
Функция: выполнить обработку 
с заданной точностью

Оправка
Функция: обеспечить 
надежность закрепления 
заготовки

Оправка
Функция: обеспечить 
стабильность силового 
базирования заготовки 

Оправка
Функция: обеспечить  точность 
и стабильность зубьев по 
толщине и высоте 

Режущий инструмент
Функция: нарезать зубья 
колеса, обеспечив заданные 
точность и шероховатость

СОЖ
Функция: обеспечить 
охлаждение заготовки и 
режущего инструмента

Зуборезчик
Функция: установить/снять 
оправку с заготовкой

Контроль входной
Основная функция: обеспечить контроль материала на 
соответствие марке

СОЖ
Функция: обеспечить 
охлаждение оправки
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Проведение анализов рисков и последствий 
процесса механической обработки проводи-
лось по новому подходу, в который входят: пла-
нирование и подготовка; структурный анализ 
(рисунок 2); функциональный анализ (рисунок 
3); анализ отказов (рисунок 4); анализ рисков; 
оптимизация и документация результатов. Ис-

пользуемый в руководстве подход делает риски 
процесса механической обработки более про-
гнозируемыми.

Проведена оценка отказов и установлен при-
оритет действий для устранения рисков возник-
новения отказов (H(high), M(medium), L(low)). 
Установленные приоритеты действий позволи-

Рис. 4. Дерево отказов для операции «Нарезание зубьев гибкого колеса»

Изготовление 
гибкого колеса ВЗП
Основная функция: 
изготовить гибкое 
колесо в соответствии 
с требованиями КД  
по геометрической 
точности и форме

ТокарнаяТокарная
Основная функцияия: обеспечить черновую обработку Основная фунфуфу кциццОсновная ф ия:
торцев, наружного и внутреннего диаметров с заданными 
требованиями 

ПескоструйнаяПескоструйная
Основная функцияия: обеспечить удаление окалины после Основная фунфу кциция:
термообработки 

Сверлильная Сверлильная 
Основная функцияия:я: обеспечить сверление и Основная функциияя: обеспечить сверление и ооОсновная фунфу кцицияя:
развертывание отверстий, выдержав заданные допуски на р р р ,развертывание оотверстий, вывервер
размеры и расположение  

Токарная ЧПУТокарная ЧПУ
Основная функцияия:я: обеспечить требуемую величину Основная функциияя: обеспечить требуемую величину ооОсновная фунфуфу кцицияя:
припуска под шлифование наружной поверхности припуска под шлифование наружной поверхности припуска под шллиифование наружной поверхностиифоифо
зубчатого венца. Обеспечить заданную равномерную по зубчатого венца. Обеспечить ззубчатого венца. Обеспечить з
окружности толщину обода

Шлифовальная
Основная функция: обеспечить требуемый размер для 
нарезания  зубчатого венца. Обеспечить заданную 
равномерную по окружности толщину обода

Зубофрезерная
Основная функция: обеспечить нарезание зубьев согласно 
заданным требованиям по геометрической точности и 
форме  

КонтрольнаяКонтрольная
Основная функцияия: обеспечить контроль геометрических Основная фунфуфу кцицция:
размеров, формы и шероховатости согласно требованиям 
КД

Зуборезчик
Функция: установить червячную фрезу, обеспечив выверку

Зуборезчик
Функция: задать режимы резания, обеспечив наладку

Технолог
Функция: разработать операцию процесса, обеспечив 
выбор оборудования, оснастки, режущего инструмента, 
средств измерений и рациональных режимов резания

Зубофрезерный станок
Функция: выполнить обработку с заданной точностью

Оправка
Функция: обеспечить надежность закрепления заготовки

Оправка
Функция: обеспечить стабильность силового базирования 
заготовки 

Оправка
Функция: обеспечить  точность и стабильность зубьев по 
толщине и высоте 

Режущий инструмент
Функция: нарезать зубья колеса, обеспечив заданные 
точность и шероховатость

СОЖ
Функция: обеспечить охлаждение оправки

Зуборезчик
Функция: установить/снять оправку с заготовкой

Последствие отказа:
Участок 
механической 
обработки:
Неисправимый брак 
гибкого колеса. 
Увеличение 
трудоемкости за счет 
исправления брака. 
Срыв срока 
изготовления детали.
Внутренний 
потребитель (участок 
сборки):
Срыв срока 
изготовления 
привода с ВЗП.
Внешний 
потребитель:
снижение 
надежности и срока 
эксплуатации 
изделия.

Отказ: погрешность толщины, высоты и формы зубьев, 
выходящая за пределы допуска 

Отказ: погрешность соосности внутренней и наружной 
поверхностей обода колеса, выходящая за пределы 
допуска 

Отказ: смещение заготовки относительно рабочей части 
оправки 

Отказ: нарастающая погрешность шага зубьев

Отказ: наличие необратимых пластических деформаций в 
заготовке

Отказ: наличие необратимых пластических деформаций в 
заготовке

Отказ: смещение заготовки относительно рабочей части 
оправки 

Отказ: погрешность соосности внутренней и наружной 
поверхностей обода колеса, выходящая за пределы 
допуска 

Отказ: погрешность величины припуска для нарезания 
зубьев, выходящая за пределы допуска 

Отказ: погрешность контура продольного сечения 
заготовки (детали), выходящая за пределы допуска 

Отказ: наличие необратимых пластических деформаций в 
заготовке

Отказ: погрешность соосности внутренней и наружной 
поверхностей обода колеса, выходящая за пределы 
допуска 

Отказ: погрешность величины припуска для шлифования, 
выходящая за пределы допуска 

Отказ: смещение заготовки относительно рабочей части 
оправки 

Причина: переход оправки в нерабочее состояние 
вследствие перегрева

Причина: износ профиля фрезы

СОЖ
Функция: обеспечить охлаждение заготовки и режущего 
инструмента

Причина: коробление заготовки от перегрева

Причина: увеличение ширины впадины вследствие 
деформации заготовки от оправки

Причина: неправильная подготовка рабочей части 
оправки

Причина: неправильная подготовка рабочей части 
оправки

Причина: некорректный выбор оборудования, оснастки, 
режущего инструмента, средств измерений и режимов 
резания по отдельности или в совокупности

Причина: недостаточная геометрическая точность и 
жесткость станка

Причина: превышение необходмых режимов резания

Причина: радиальное биение фрезы

Причина: перекос оправки с заготовкой
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Машиностроение и машиноведение

ли разработать мероприятия, направленные на 
предупреждение причин возникновения отка-

зов в процессе механической обработки гибких 
колес. Полученные результаты занесены в бланк 

Рис. 5. Фрагмент бланка «Этап 2» и «Этап 3» 
для операции «Нарезание зубьев гибкого колеса»

 

1. Процесс создания 
системы, подсистемы, 
компонента или 
наименование процесса

2. Операция процесса, 
номер участка и имя 
рассматриваемого 

элемента (4М)

3. Элемент 
функционирования 
процесса

1. Функция процесса. Функция 
системы, подсистемы, 
компонента или процесса

2. Функция операции, процесса 
и характеристики продукции 
(количественные значения при 
необходимости)

3. Функция элемента процесса и 
параметры процесса

Зуборезчик: установить/снять 
оправку с заготовкой

Зуборезчик: установить 
червячную фрезу, обеспечив 
выверку
Зуборезчик: задать режимы 
резания, обеспечив наладку

Технолог Технолог: разработать 
операцию процесса, обеспечив 
выбор оборудования, оснастки, 
режущего инструмента, средств 
измерений и рациональных 
режимов резания

Оправка: обеспечить 
надежность закрепления 
заготовки
Оправка: обеспечить 
стабильность силового 
базирования заготовки

Оправка: обеспечить точность и 
стабильность зубьев по толщине 
и высоте

Режущий инструмент Режущий инструмент: нарезать 
зубья колеса, обеспечив 
заданные точность и 
шероховатость

СОЖ: обеспечить охлаждение 
заготовки и режущего 
инструмента

СОЖ: обеспечить охлаждение 
оправки

Зуборезчик

Зубофрезерный станок Зубофрезерный станок: 
выполнить обработку с 
заданной точностью

Оправка для силового 
базирования

Обеспечить нарезание зубьев 
согласно заданным 
требованиям по 
геометрической точности и 
форме.  

Изготовить гибкое колесо в 
соответствии с требованиями КД  
по геометрической точности и 
форме

СОЖ

Нарезание зубьев

СТРУКТУРНЫЙ АНАЛИЗ (ЭТАП 2) ФУНКЦИОНАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ (ЭТАП 3)

Изготовление гибкого 
колеса ВЗП
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Рис. 6. Фрагмент бланка «Этап 4», «Этап 5» и «Этап 6» 
для операции «Нарезание зубьев гибкого колеса»

 

1. Последствия отказов 
для следующего 
верхнего уровня или 
конечного потребителя

Зн
ач

им
ос

ть
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)

2. Отказ операции 
процесса

3. Причины отказа в 
элементах 
функционирования процесса

Текущие меры по 
предупреждению  
(причины)

Во
зн

ик
но

ве
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е 
(O

)

Текущие меры по 
обнаружению (причины 
или отказа)

О
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уж

ен
ие

 (D
)

PF
M

EA
 A

P
Сп

ец
иа

ль
на

я 
ха

ра
кт

ер
ис

ти
ка

Действия по 
предупреждению

Действия по 
обнаружению

Зуборезчик: перекос оправки 
с заготовкой

Математическое 
моделирование

2 Инструментальный 
контроль индикатором 
часового типа

2 L

Зуборезчик: радиальное 
биение фрезы

Математическое 
моделирование

2 Инструментальный 
контроль индикатором 
часового типа

2 L

Зуборезчик: превышение 
необходмых режимов 
резания

Дополнительное 
образование

2 Аттестация 2 L

Технолог: некорректный 
выбор оборудования, 
оснастки, режущего 
инструмента, средств 
измерений и режимов 
резания по отдельности или в 
совокупности

Дополнительное 
образование

2 Аттестация 2 L

Зубофрезерный станок: 
недостаточная 
геометрическая точность и 
жесткость станка

Проверка на 
технологическую 
точность

2 Паспортизация 2 L

Режущий инструмент: износ 
профиля фрезы

Своевременная замена 2 Учет времени наработки 2 L

Зуборезчик: перекос оправки 
с заготовкой

Математическое 
моделирование

2 Инструментальный 
контроль индикатором 
часового типа

2 L

Зуборезчик: радиальное 
биение фрезы

Математическое 
моделирование

2 Инструментальный 
контроль индикатором 
часового типа

2 L

Зуборезчик:превышение 
необходмых режимов 
резания

Дополнительное 
образование

2 Аттестация 2 L

Технолог: некорректный 
выбор оборудования, 
оснастки, режущего 
инструмента, средств 
измерений и режимов 
резания по отдельности или в 
совокупности

Дополнительное 
образование

2 Аттестация 2 L

Зубофрезерный станок: 
недостаточная 
геометрическая точность и 
жесткость станка

Проверка на 
технологическую 
точность

2 Паспортизация 2 L

Участок механической 
обработки:
Неисправимый брак 
гибкого колеса. 
Увеличение 
трудоемкости за счет 
исправления брака. Срыв 
срока изготовления 
детали.
Внутренний потребитель 
(участок сборки):
Срыв срока изготовления 
привода с ВЗП.
Внешний потребитель: 
снижение надежности и 
срока эксплуатации 
изделия.

8 Коробление заготовки от 
перегрева

СОЖ: изменение 
охлаждающих свойств

Своевременная замена 2 Контроль марки и 
рецептуры 
приготовления

2 L

8
Наличие необратимых 
пластических 
деформаций в заготовке

Оправка: неправильная 
подготовка рабочей части 
оправки

7 7 M Моделирование 
функционирования 
рабочей части 
оправки с 
заготовкой

Смещение  заготовки 
относительно рабочей 
части оправки 

Оправка: неправильная 
подготовка рабочей части 
оправки

7 7 M Моделирование 
функционирования 
рабочей части 
оправки с 
заготовкой

СОЖ: переход оправки в 
нерабочее состояние 
вследствие перегрева

7 7 M Контроль 
температуры 
оправки

Инфракрасный 
пирометр 
“Кельвин"

8 Нарастающая 
погрешность шага зубьев

Оправка: увеличение ширины 
впадины вследствие 
деформации заготовки от 
оправки

7 Инструментальный 
контроль скобой по 
роликам

7 M Моделирование 
влияния натяга 
заготовки и 
оправки на 
неравномерность 
шага зубьев

Контроль 
геометрии 
стационарным 3D 
сканером

АНАЛИЗ РИСКА (ЭТАП 5) ОПТИМИЗАЦИЯ (ЭТАП 6)АНАЛИЗ ОТКАЗОВ (ЭТАП 4)

Погрешность толщины, 
высоты и формы зубьев, 
выходящая за пределы 
допуска 

8Участок механической 
обработки:
Неисправимый брак 
гибкого колеса. 
Увеличение 
трудоемкости за счет 
исправления брака. Срыв 
срока изготовления 
детали.
Внутренний потребитель 
(участок сборки):
Срыв срока изготовления 
привода с ВЗП.
Внешний потребитель: 
снижение надежности и 
срока эксплуатации 
изделия.

Погрешность соосности 
внутренней и наружной 
поверхностей обода 
колеса, выходящая за 
пределы допуска 

8Участок механической 
обработки:
Неисправимый брак 
гибкого колеса. 
Увеличение 
трудоемкости за счет 
исправления брака. Срыв 
срока изготовления 
детали.
Внутренний потребитель 
(участок сборки):
Срыв срока изготовления 
привода с ВЗП.
Внешний потребитель: 
снижение надежности и 
срока эксплуатации 
изделия.

8

Участок механической 
обработки:
Неисправимый брак 
гибкого колеса. 
Увеличение 
трудоемкости за счет 
исправления брака. Срыв 
срока изготовления 
детали.
Внутренний потребитель 
(участок сборки):
Срыв срока изготовления 
привода с ВЗП.
Внешний потребитель: 
снижение надежности и 
срока эксплуатации 
изделия.
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протокола PFMEA-анализа (фрагменты бланка 
протокола PFMEA-анализа для операции «Наре-
зание зубьев гибкого колеса» представлены на 
рисунках 5 и 6).

Анализируя полученные значимости по-
следствий отказов, возникающих в процессе 
механической обработки гибких колес, можно 
сделать вывод, что наиболее значимыми явля-
ются отказы операции «Нарезание зубьев» по 
причине элемента функционирования «Оправ-
ка». Данные отказы могут привести к умерен-
но-высоким последствиям. Для самого участка, 
осуществляющего нарезание зубьев – это 100% 
гибких колес. Данный брак является частично 
устранимым: более половины деталей браку-
ются окончательно и запускается новая пар-
тия. Это приводит к значительным затратам и 
дополнительной трудоемкости. Последствием 
отказов для внутреннего потребителя (участок 
сборки ВЗП) будет частичная забраковка изде-
лия, которая приведет к дополнительным затра-
там на замену забракованных деталей и увели-
чению времени производственного цикла. Для 
внешнего потребителя последствием данных 
отказов являются снижение надежности и срока 
эксплуатации изделия.

Следующим этапом проведена оптимизация 
полученных данных. Определены действий для 
улучшения мер предупреждения и обнаружения 
причин возникновения отказов, возникающих в 
ходе закрепления заготовки гибкого колеса и ее 
последующей механической обработки.

В результате проведенного исследования 
сделан вывод, что для снижения возникновения 
рисков, связанных с базированием и закрепле-
нием, рекомендовано разработать методику по 
периодическому измерению параметров функ-
ционирования рабочей части оправки с целью 
подтверждения адекватной работы силового 
элемента из материала с ЭПФ.

Риски, связанные с низкой квалификаци-

ей персонала, рекомендовано снизить путем 
создания рабочих инструкций для различных 
операций процесса, а также дополнительного 
контроля со стороны службы качества и пред-
ставителя приемки.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Процесс компаундирования товарных то-
плив, в том числе, автомобильных бензинов, 
является важной завершающей стадией всей 
технологической цепочки производства нефте-
перерабатывающего завода (НПЗ). В процессе 
компаундирования происходит смешение раз-
личных компонентов, произведенных на тех-
нологических установках НПЗ или закупленных 
дополнительно. Компоненты компаундирова-
ния имеют различные качественные характе-
ристики, такие как: октановое число, плотность, 
давление насыщенных паров, содержание аро-
матических углеводородов и прочее, а также 
имеют определенную себестоимость. Компаун-
дирование товарных моторных топлив опреде-
ляет итоговую экономическую эффективность 
всего производства [1, 2].

Различают два основных метода компаун-
дирования – циркуляционный метод, который 
ранее получил широкое распространение (при-
готовление производится в смесительных ре-
зервуарах с применением аппаратов с переме-
шивающими устройствами) и метод поточного 
смешения (приготовление производится в не-

прерывном режиме в смесителе с последующим 
накоплением готовой продукции в резервуаре), 
который в настоящее время вытесняет циркуля-
ционный метод. При поточном методе имеется 
возможность постоянного контроля характери-
стик товарных продуктов с помощью поточных 
анализаторов качества, а также возможность 
корректировки рецептуры компаундирования 
в процессе приготовления. Ряд исследований 
посвящен преимуществам применения метода 
поточного смешения и разработке методов и 
алгоритмов повышения маржинальности про-
изводства за счет увеличения точности процесса 
компаундирования [1-5].  Математические мо-
дели для описания процесса компаундирования 
товарных бензинов формулируются как задачи 
смешанного целочисленного линейного про-
граммирования [6, 7], однако с учетом того, что 
при смешении компонентов качественным ха-
рактеристикам присуще нелинейное поведение, 
для повышения точности моделей применяется 
и смешанное целое нелинейное программиро-
вание, а также комбинации методов [8, 9].

Рассматриваемые в указанных выше статьях 
методики направлены на повышение точности 
планирования процесса компаундирования, в 
то время как имитационная модель, рассматри-
ваемая в данной работе, дает возможность ко-
личественно оценить преимущества внедрения 
системы смешения в потоке для нефтеперера-
батывающего предприятия. Дополнительно, оп-
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ской цепочки производства нефтеперерабатывающего завода, определяющей итоговую эконо-
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тимизационная модель, представленная далее, 
дает возможность осуществить подбор насосного 
оборудования, применяемого на предприятии, 
для повышения эффективности производства.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Задача исследования – оптимизация про-
цессов при компаундировании товарных бен-
зинов с увеличением прибыли предприятия 
за счет оптимизационных и технологических 
мероприятий. Задача может быть решена с по-
мощью имитационного  моделирования путем 
сравнения вариантов технологических процес-
сов. Целью построения имитационной модели 
цеха компаундирования автомобильных бен-
зинов является исследование влияния выбора 
технологического процесса, подбор  параметров 
насосного оборудования, а также максимизация 
условной прибыли предприятия.

Основные задачи моделирования:
• определить параметры оптимального вы-

бора между циркуляционным методом смеше-
ния и методом поточного смешения товарных 
бензинов;

• определить оптимальный выбор произво-
дительности насосного оборудования;

• максимизировать условную доходность 
предприятия.

3. КОНЦЕПТУАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ ПРОЦЕССА 
КОМПАУНДИРОВАНИЯ БЕНЗИНОВ

Цех компаундирования условно можно 
представить как совокупность следующих ос-
новных зон: парк базовых компонентов, завод-
ская лаборатория, зона аппаратуры смешения, 
парк товарной продукции, зона размещения 
персонала.

Основу процесса компаундирования товар-
ных бензинов составляет технологический про-
цесс – комплекс последовательно выполняемых 
операций. Эффективность технологического 
процесса дает итоговую эффективность всего 
процесса. В работе рассматривается две прин-
ципиальные схемы технологического процес-
са, описанные выше: схема №1 – стандартная 
схема с циркуляционным смешением (рис. 1), и 
схема №2 – с применением поточного смеше-
ния и поточных анализаторов качества продук-
ции (рис. 2).  Особенностью схемы №2 является 
возможность ежеминутной корректировки ре-
цептуры смешения непосредственно в процессе 
компаундирования.

Для целей описания имитационной модели 
цеха компаундирования принято допущение, 
что в цехе происходит компаундирование из 4-х 
базовых компонентов: алкилат, катализат, изо-
меризат, метил-трет-бутиловый эфир (МТБЭ). 

Рис. 1. Технологический процесс компаундирования по схеме №1

Рис. 2. Технологический процесс компаундирования по схеме №2
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В общем случае для процесса может быть при-
менено иное количество базовых компонентов. 

Концептуальная модель процесса компаун-
дирования автомобильных бензинов для обоих 
вариантов технологических схем представлена 
на рис. 3, где приняты следующие обозначения:

• в случаях, когда нумерация технологи-
ческого процесса состоит из двух нижних ин-
дексов, принимается, что первый индекс – это 
номер операции, второй – номер компонента 
(1 – алкилат, 2 – катализат, 3 – изомеризат, 4 – 
МТБЭ). В случае, когда индекс состоит из одной 
цифры, операция производится вне зависимо-
сти от компонентов;

• S11, S12, S13 – технологическая операция по 
наливу в парк резервуаров базовых компонен-
тов с технологических установок нефтеперера-
батывающего завода. Чаще всего МТБЭ закупа-
ется отдельно, поэтому для этого компонента 
в конкретной рассматриваемой модели данная 
операция не производится, что является допу-
щением модели;

• V11, V12, V13, V14 – резервуары хранения базо-
вых компонентов;

• S21, S22, S23 – технологическая операция по 
взятию проб для передачи в заводскую лабора-
торию;

• Q1 – проведение анализов в заводской ла-
боратории;

• S3– технологическая операция по подбору/
корректировке рецептуры смешения;

• S41, S42, S43, S44 – технологическая операция 
по запуску насосов по перекачке базовых ком-
понентов в смеситель;

• S5 – технологическая операция смешения;

• X1, X2 – операции по сопоставлению по-
казателей с эталонными величинами (красная 
ветка – отрицательный результат (показатели 
качества не соответствуют эталонным, хуже 
них), зеленая ветка – положительный результат 

(показатели качества соответствуют эталонным, 
равны или лучше них));

• S5– технологическая операция по проверке 
качества смеси в потоке;

• V – резервуар хранения товарной продукции;
• S7 – технологическая операция по переме-

шиванию смеси в резервуаре товарной продук-
ции;

• S8 – технологическая операция по взятию 
проб из резервуаров товарной продукции;

• Q2 – проведение анализов смеси в завод-
ской лаборатории;

• S9 – технологическая операция по паспор-
тизации продукции и отгрузке.

Различия между двумя рассматриваемыми ре-
ализациями технологической цепочки следующие:

• в случае применения технологической схе-
мы №1 (циркуляционное смешение): 

о возврат цепочки на этап S3  производится 
однократно с дополнением в смесь дорогостоя-
щего базового компонента (объем дополнения 
приведен в допущениях модели);

о этап S7 включает в себя время и энергоза-
траты на работу перемешивающего устройства, 
находящегося внутри резервуара с товарной 
продукцией;

о этапы S5, S6, X1отсутствуют; 
• в случае применения технологической схе-

мы №2 (смешение в потоке):
о возврат цепочки с этапа  X2 не производится;
о этапы S5, S6, X1 включены в процесс.

4. ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ И ДОПУЩЕНИЯ 
В ИМИТАЦИОННОЙ МОДЕЛИ

Как было упомянуто ранее, для описания 
алгоритма работы имитационной модели 
процесса компаундирования товарных бен-
зинов приняты следующие допущения. Чис-
ло базовых компонентов примем равным 4. 

Рис. 3. Алгоритм работы имитационной модели процесса компаундирования товарных бензинов
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Итоговые затраты рассматриваются по завер-
шенной единичной технологической цепочке 
– начиная от налива резервуаров с базовыми 
компонентами и завершая паспортизаци-
ей товарной продукции в резервуаре бензи-
на. В общем случае на производстве процесс 
компаундирования может происходить при 
одновременном наливе нескольких резерву-
аров товарной продукции. Объемы готовой 
продукции сопоставим с суммарным объ-
емом базовых компонентов.

Для имитации несовершенства техноло-
гической схемы №1 принято, что по результа-
там компаундирования требуется добавление 
от 2,5% до 4% от объема резервуара товарной 
продукции одного  из компонентов, в данном 
случае – изомеризата. Конкретный процент до-
бавления из указанного диапазона выбирается 
случайным образом.

Для имитации корректировки рецептуры 
при реализации технологической схемы №2 (с 
применением поточного  метода) принято, что 
на каждом шаге объем базовых компонентов, 
поступающих в смеситель, меняется в пределах 

от 97% до 103%, при этом суммарный объем бо-
лее дорогостоящих продуктов (в данном случае 
– изомеризата и МТБЭ) уменьшается на 1,5%-
3%, а более дешевых компонентов (в данном 
случае – алкилата и катализата) – увеличивается 
на 1,5%-6%. Проценты из указанных диапазо-
нов выбираются случайным образом на каждый 
расчет модели.

При реализации технологической схемы №2 
мощность насосов на налив в резервуар готовой 
продукции увеличена на 10% для имитации рабо-
ты поточного смесителя. Пересчет мощности на-
соса при уменьшении подачи не производится.

5. ОПИСАНИЕ РЕАЛИЗАЦИИ И ПРИМЕР 
РАБОТЫ ИМИТАЦИОННОЙ МОДЕЛИ

Имитационная модель реализована при 
помощи языка программирования VBA, встро-
енного в MS Excel [10]. Модель реализована как 
пошаговый расчет процесса с накоплением 
необходимых данных (накопленные объемы 
жидкости в резервуарах, накопленные затра-
ты на  электроэнергию для снабжения каждо-

Рис. 4. Основная форма программного продукта реализации 
имитационной модели работы цеха компаундирования бензина 

�
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го вида электромеханического оборудования) 
относительно временной шкалы. Шаг модели 
принят дискретным и равным 1 минуте. Нако-
пление данных на этапе налива резервуаров 
компонентного парка осуществляется одно-
кратно, после чего идет два параллельных 
расчета работы при реализации различных 
технологических цепочек – с применением 
поточных анализаторов качества и смешени-
ем в потоке и без него. Результатом расчетов 
является сопоставление суммарного времени 
на выполнение всей цепочки и итоговый до-
ход от реализации готовой продукции в еди-
ницу времени. Внешний вид программного 
продукта, в котором реализована описанная 
концепция, представлен на рис. 4. 

В качестве целевой функции оптимизаци-
онной модели рассматривается условный доход 
предприятия S - отношение  разности стоимо-
сти товарной продукции и понесенных затрат на 
компоненты и электроэнергию, нормированное 
на итоговый объем товарной продукции и время 
её приготовления, рассчитываемый по формуле:

ܵ ൌ σܹ ή ܼ െ σ ௝ܹ ή ௝ܨ െ ܹܧ כ ݐ  
 
,

где: t – итоговое время приготовления топлива 
начиная от стадии налива в резервуары базовых 
компонентов и завершая выдачей паспорта про-
дукции на резервуар товарного бензина, мин;

W – объем подготовленного к реализации  
товарного бензина за время t, м3,

Z – стоимость товарного бензина в период 
производства, руб/м3;

Wj – объем j-го компонента смешения, ис-
пользованного при производстве объема про-
дукции W, м3,

Fj – стоимость j-го компонента смешения в 
период производства, руб/м3;

E – затраты на оплату электроэнергии за пе-
риод приготовления топлива, руб.

Оптимизация заключается в последователь-
ном выполнении имитационной модели с опре-
деленными исходными данными для последу-
ющего нахождения оптимальных для задачи 
значений целевой функции. 

ũ) Ū) 

ū) Ŭ) 

Рис. 5. Пример результатов имитационного моделирования 
для компаундирования бензина марки АИ-95-К5: 

а) и б) – графики накопленных объемов налива резервуаров хранения базовых компонентов и резервуара 
хранения товарной продукции для технологических схем №1 и №2 соответственно; 
в) и г) – накопленные затраты электроэнергии на работу насосного оборудования 

для технологических схем №1 и №2 соответственно
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На основании разработанной имитационной 
модели проведено исследование по возможности 
оптимизации работы цеха компаундирования 
товарных бензинов с учетом заданных началь-
ных условий. Поскольку в работе имитационной 
модели применяются случайные величины, для 
каждого набора насосного оборудования произ-
водился пятикратный пересчет имитационной 
модели с последующим осреднением результа-
тов. Результаты выполнения вычислений были 
внесены в таблицу результатов.

Пример результата работы имитационной 
модели приведен на рис. 5, где а) и б) – графи-
ки накопленных объемов налива резервуаров 
хранения базовых компонентов и резервуара 
хранения товарной продукции для технологи-
ческих схем №1 и №2 соответственно; в) и г) – 
накопленные затраты электроэнергии на работу 
насосного оборудования для технологических 
схем №1 и №2 соответственно. 

6. РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ 
ОПТИМИЗАЦИОННОЙ МОДЕЛИ 

И ОБСУЖДЕНИЕ

Расчет имитационной модели проводил-
ся для всех возможных наборов выбора насо-
сного оборудования из модельного ряда  для 
применения при наливе в резервуар товарной 
продукции с резервуаров хранения базовых 
компонентов, что в принятых допущениях со-
ставляет число перестановок с повторениями 
для 4 позиций из 3 вариантов, то есть 81 вари-
ант. С учетом необходимости нивелирования 
выбора случайных величин и пятикратного пе-
ресчета модели, число расчетов составило 405, 
результаты расчетов итоговой условной при-
были предприятия при одинаковых наборах 
оборудования усреднялись.

Анализ результатов моделирования пока-
зал, что основной вклад в изменение результа-
тов условной прибыли при указанных в модели 
допущениях дает выбор насоса для подачи с ре-
зервуара катализата, поскольку объем данного 
компонента в смеси при принятой рецептуре 
компаундирования – максимальный. Наиболее 
предпочтительным вариантом является реа-
лизация технологической схемы №2 (поточное 
смешение). На рис. 6 представлено процентное 
отношение условной прибыли предприятия при 
реализации технологической схемы №2 к услов-
ной прибыли предприятия при реализации тех-
нологической схемы №1.

Второе по важности влияние на оптими-
зационную функцию оказывает выбор подачи 
насоса с резервуара алкилата, влияние выбора 
остальных насосов минимальное, ввиду малых 
вовлекаемых объемов компонентов. На рис. 7 
представлено, что имеется корреляция между 
изменением подачи насоса с резервуара ал-
килата для всех вариантов выбора насоса с ре-
зервуара катализата, при изменении моделей 
остальных насосов корреляция между результа-
тами отсутствует.

Сопоставление результатов расчета по-
казывает, что наибольшая условная прибыль 
предприятия в заданных условиях достигается 
при применении технологической схемы №2 с 
применением насосного оборудования с мак-
симально возможной подачей для резервуа-
ра катализата, что соответствует современным 
трендам. Таким образом, разработанная опти-
мизационная модель может быть применена для 
первичных расчетов в части экономической эф-
фективности и для определения конфигурации 
насосного оборудования при внедрении техно-
логической схемы поточного компаундирования 
на нефтеперерабатывающих предприятиях. 

Рис. 6. Соотношение условной прибыли предприятия,  расчет оптимизационной модели 
для получения товарного бензина марки: 

а) АИ-92-К5, б) АИ-95-К5

ũ) Ū) 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Процесс компаундирования товарных бен-
зинов является важной завершающей стадией 
всей технологической цепочки производства 
нефтеперерабатывающего завода. Выбор тех-
нологической схемы, а также подбор насосного 
оборудования для реализации схемы, напрямую 
влияет на экономическую эффективность ра-
боты цеха компаундирования. Для целей про-
ведения сопоставления возможных вариантов 
процесса компаундирования была разработана 
имитационная и оптимизационная модели, по-
зволяющие при определенных допущениях в 
короткие сроки провести экономическую оцен-
ку эффективности вариантов. Имитационная 
модель выполнена средствами линейного про-
граммирования VBA, встроенного в MS Excel, 
оптимизационная модель реализована путем 
последовательного запуска имитационной мо-
дели в автоматизированном режиме с условием 
перебора исходных данных с накоплением зна-
чений по функции оптимизации.

Оптимизационная модель может приме-
няться для первичных расчетов экономической 
эффективности вариантов организации процес-
са компаундирования товарных бензинов.

�

�

�
Рис. 7. Сопоставление итоговой условной прибыли при различных вариантах выбора насосного 

оборудования для процесса компаундирования товарного бензина марки АИ-95-К5

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Singh A. et al. Model-based real-time optimization of 
automotive gasoline blending operations //Journal of 
process control. – 2000. – Т. 10. – №. 1. – С. 43-58.

2. DeWitt C. W. et al. OMEGA: An improved gasoline 
blending system for Texaco //Interfaces. – 1989. – 
Т. 19. – №. 1. – С. 85-101.

3. Wang W. et al. On-line optimization model design 
of gasoline blending system under parametric 
uncertainty //2007 Mediterranean Conference on 
Control & Automation. – IEEE, 2007. – С. 1-5.

4. Wang W. et al. On-line optimization model design 
of gasoline blending system under parametric 
uncertainty //2007 Mediterranean Conference on 
Control & Automation. – IEEE, 2007. – С. 1-5.

5. Anosov A.A., Efi tov G.L., Zusman S.D. On-line gasoline 
blending optimization with in-fl ow blend quality 
analysis //Automation and Remote Control. – 2017. 
– Т. 78. – №. 3. – С. 515-524.

6. Mendez C.A. et al. A simultaneous optimization 
approach for off-line blending and scheduling of 
oil-refi nery operations //Computers & chemical 
engineering. – 2006. – Т. 30. – №. 4. – С. 614-634.

7. Jia Z., Ierapetritou M. Effi cient short-term scheduling 
of refi nery operations based on a continuous time 
formulation //Computers & chemical engineering. – 



42

Известия Самарского научного центра Российской академии наук, т. 25, № 3, 2023

Evgeniia Golovina, Graduate Student. 
E-mail: GolovinaES@snhp.rosneft.ru
Irina Khaimovich, Doctor of Technics, Professor at the 
Department of Metal Forming. E-mail: kovalek68@mail.ru

DEVELOPMENT AND APPLICATION OF A SIMULATION MODEL 
FOR A COMPOUNDING PROCESS FOR MOTOR GASOLINES

© 2023 E.S. Golovina 1, I.N. Khaimovich 2

1 АО «Samaraneftechimproject», Samara, Russia
2 Samara National Research University named after Academician S.P. Korolyov, Samara, Russia

Compounding commercial fuels is an important fi nal stage of the entire production process chain in 
an oil refi nery which defi nes the economic effectiveness of the company’s manufacturing activities. 
This paper addresses a simulation model for the compounding process for commercial gasolines. The 
Model is based on discrete linear programming. The target function for the optimization model is the 
ratio of the difference between the value of the salable product and the costs incurred by manufacturing 
components and electrical power to the fi nal volume of the salable product, as well as the time it takes 
to prepare. The optimization model leads to the conclusion about the practicability of the in-fl ow 
blending, as well as of the necessity of selecting the right pumping equipment. The optimization model 
can be applied to primary calculations of economic effectiveness of the various options of organizing 
the process for the compounding of commercial gasolines.
Keywords: simulation model, optimization model, gasolines compounding.
DOI: 10.37313/1990-5378-2023-25-3-35-42
EDN: KDDFQM

2004. – Т. 28. – №. 6-7. – С. 1001-1019.
8. Li J., Xiao X., Floudas C. A. Integrated gasoline 

blending and order delivery operations: Part I. short-
term scheduling and global optimization for single 
and multi-period operations //AIChE Journal. – 2016. 
– Т. 62. – №. 6. – С. 2043-2070.

9. Castillo P.A.C., Castro P.M., Mahalec V. Global 

REFERENCES

10. Golovina E.S. / Svidetel’stvo o gosudarstvennoj 
registracii programmy dlya EVM № 2022680985 
ot 09.11.2022. Imitacionnaya model’ cekha 
kompaundirovaniya benzina.

optimization of nonlinear blend-scheduling 
problems //Engineering. – 2017. – Т. 3. – №. 2. – С. 
188-201.

10. Головина Е.С. / Свидетельство о государственной 
регистрации программы для ЭВМ № 2022680985 
от 09.11.2022. Имитационная модель цеха компа-
ундирования бензина.



43

Машиностроение и машиноведение

Глущенков Владимир Александрович, кандидат техни-
ческих наук, профессор кафедры обработки металлов 
давлением, заведующий лабораторией «Биоинжене-
рия». E-mail: vgl@ssau.ru 
Роберто де Алваренга, инженер кафедры обработки 
металлов давлением. E-mail: de_alvarenga.r@ssau.ru
Беляева Ирина Александровна, кандидат технических 
наук, доцент кафедры обработки металлов давлением, 
ведущий научный сотрудник лаборатории «Биоинжене-
рия». E-mail: belyaeva-ommr@yandex.ru

ПОСТАНОВКА ВОПРОСА

Одной из операций, используемой при изго-
товлении деталей из порошковой композиции , 
является операция ее уплотнения [1-4].  В насто-
ящее время уплотнение ПК в большинстве слу-
чаев осуществляется в штампах с использова-
нием статического нагружения(рис. 1). Имеются 
также  публикации, отражающие результаты по-
исковых научных работ по уплотнению ПК , где 
использовались динамические нагрузки [5-8], в 
том числе в металлической оболочке (рис. 2).

Таким образом, существующие технологии 
уплотнения ПК осуществляются под действием 
только одной нагрузки: либо статической, либо 
динамической. Такие технологии уплотнения 
имеют некоторые недостатки и ограничения:

- недостаточная плотность упаковки, что 
снижает механические свойства материала, из 
которого изготавливаются детали;

- неравномерность упаковки ПК по объему 
получаемой заготовки или детали;

- ограничение размеров изготавливаемых 

деталей из уплотненного порошкового матери-
ала, например, длинномерных изделий.

Идет постоянный поиск новых методов 
уплотнения, направленных на устранение тех 
или иных недостатков. Так, для уплотнения ПК 
предложена технология волочения трубы, на-
полненной  порошком [9], что решает, напри-
мер, задачу получения длинномерных метало-
порошковых изделий. Однако для реализации 
и этой технологии также используется только 
один вид нагружения – статический. Кроме того, 
при этом не обеспечивается требуемое качество 
уплотнения: плотность и однородность. Поиск 
новых технических решений продолжается.

Предлагаемое техническое решение. Пред-
ложено новое техническое решение – гибрид-
ная технология уплотнения ПК в металлической 
оболочке, в которой сочетаются два процесса: 
протяжка оболочки с ПК через матрицу (волоку) 
и ее магнитно-импульсный обжим (рис. 3). Ре-
ализуются [10-11] одновременно статическое и 
динамическое нагружения. В таком гибридном 
процессе на напряженно-деформированное со-
стояние (н.д.с.) материала трубы и порошка, 
реализуемое при протяжке (волочении), накла-
дывается н.д.с., возникающее при магнитно-
импульсном обжиме. Без понимания процес-
сов, происходящих в оболочке с ПК при таком 
сложном нагружении,  невозможно управлять 
процессом. Понимание механизма уплотнения 
ПК при гибридном нагружении может дать ком-
пьютерное моделирование такого процесса.
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ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ ВЫПОЛНЕНИЯ 
ГИБРИДНОЙ ТЕХНОЛОГИИ 

УПЛОТНЕНИЯ ПК

Для компьютерного моделирования гибрид-
ной технологии уплотнения ПК в металличе-
ской оболочке ее можно представить в после-
довательном выполнении следующих операций 
(рис. 4):

а) в металлическую оболочку диаметром 
D0 с установленной заранее нижней заглушкой 

свободно засыпают ПК. Частицы порошка раз-
ных размеров распределяются в оболочке хао-
тично одна над другой с большим количеством 
пор между ними;

б) через вторую (верхнюю) заглушку на по-
рошок действуют статической нагрузкой , осу-
ществляя его предварительную подпрессовку. 
Частицы порошка, перемещаясь, деформиру-
ются в этом случае , в основном, упруго. Но за 
счет их перемещения количество пор между 
ними сокращается. При этом прикладываемое 

Рис. 1. Технологическая схема уплотнение, 
ПК в инструментальном штампе с использованием 

статического нагружения P

Рис. 2. Технологическая схема уплотнения ПК  
в металлической оболочке  с использованием 

магнитно-импульсного нагружения Q 

Рис. 3. Технологическая схема гибридной технологии уплотнения ПК в металлической оболочке 
с использованием с статической и динамической нагрузок 

Рис. 4. Последовательность выполнения гибридного технологического 
процесса уплотнения ПК в металлической оболочке
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давление подпрессовки ограничено возможной 
деформацией самой  оболочки;

в) полученную сборку (оболочка с подперес-
сованным порошком и  закрепленными с обеих 
сторон заглушками) протягивают через матри-
цу (волоку) с диаметром Dм меньшим диаметра 
оболочки (трубы), что вызывает пластическую 
деформацию самой трубы и соответственно 
пластическую деформацию частиц порошка при 
их взаимодействии друг с другом. Пластическая 
деформация частиц осуществляется в направле-
нии наименьшего сопротивления, т.е. в направ-
лении пор, что и приводит к количественному 
их уменьшению;

г) на выходе из матрицы редуцированная 
оболочка без разгрузки подвергается радиаль-
ному динамическому нагружению – магнит-
но-импульсному обжиму [12]. Оболочка с ПК 
дополнительно пластически деформируется до 
диаметра Дк, повышая плотность упаковки.

Первые две операции а) и б) являются под-
готовительными и полученные при этом  значе-
ния  плотности  упаковки принимаются за на-
чальные. Две другие операции в) и г) являются 
окончательными. На этих этапах происходит 
уменьшение диаметра оболочки с D0 до Dм и 
далее до Dк. Именно на этих конечных этапах 
и происходит интенсивное изменение плот-
ности порошка. Постоянная протяжка и высо-
кая скважность разрядов магнитно импульсной 
установки [13] обеспечивают необходимую дли-
ну изделия.

МЕТОДИЧЕСКИЕ ОСОБЕННОСТИ 
КОМПЬЮТЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

ГИБРИДНОЙ ТЕХНОЛОГИИ УПЛОТНЕНИЯ 
ПК В МЕТАЛЛИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ

Компьютерное моделирование исследуемо-
го гибридного процесса уплотнения ПК в метал-
лической оболочке проводилось методом конеч-
ных элементов с использованием программного 
продукта LS-DYNA [14] и возможностью соеди-
нения процессов IMPLICIT и EXPLICIT. При этом 
решались следующие задачи :

- создание геометрии взаимодействующих тел;
- взаимная увязка и выполнение расчетов во 

времени для различных этапов деформирования;
- оптимизация расчетов;
- проверка осуществимости предложенной 

методики моделирования, получение и анализ 
визуализационных картин процессов уплотне-
ния ПК на всех его этапах;

-  моделирование процесса уплотнения ПК 
при различных энерго - силовых параметрах 
нагружения, получение в первом приближении 
количественной оценки изменения плотности.

Для решения первой задачи, создания 
геометрии взаимодействующих тел написан 

SCRIPT, позволивший автоматически создавать 
необходимую геометрию. При этом появилась 
возможность построения геометрии частиц по-
рошка разных размеров. Каждая частица скон-
фигурирована так, чтобы реагировать на кон-
такт с другими частицами и с поверхностями 
оболочки и заглушек. Выполнение этих настро-
ек вручную заняло бы слишком много времени.

В процессе моделирования рассматривалась 
трехмерная задача деформирования оболочки. 
Взаимодействие частиц порошка при этом изу-
чалось только в плоскости XZ (рис. 5).

Для имитации наличия частиц порошка по 
всему обьему оболочки искусственно созданы 
вертикальные, радиально расположенные по 
окружности плоскости с эквивалентным «по-
рошковой» плоскости сопротивлением при де-
формировании оболочки. Эти искусственные  
плоскости создают сопротивление почти такое 
же, как и порошковая плоскость. Таким обра-
зом, сочеталось 2Д и 3Д моделирование со стра-
тегией компенсации. Для сокращения времени 
расчета  в плоскости XZ размещали 60 частиц 
порошка (зерен) с увеличенными по сравнению 
с реальными их  размерами: от 1,6 до 2,6 мм.

Все этапы рассматриваемой гибридной тех-
нологии уплотнения ПК реализуются за разные 
промежутки времени: от десятков секунд при 

Рис. 5. Плоскость XZ-плоскость наличие частиц 
порошка, дополнительные плоскости  

сопротивления
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протяжке (волочении)  до микросекунд при маг-
нитно импульсном обжиме. Чтобы смоделиро-
вать разновременные этапы сквозного процесса  
деформирования использовалось моделирова-
ние, при котором на каждом этапе применялись 
свои параметры шкал времени, то есть все эта-
пы были объединены для выполнения единого 
сквозного расчета, но на каждом этапе исполь-
зовались свои параметры шкал времени. 

Кроме того, моделирование процесса ор-
ганизовано не в одном основном К-файле, а 

распределенным образом в нескольких допол-
нительных К-файлах, загружаемых из основ-
ного. Такое решение оптимизирует и облегчает 
управление и манипулирование расчетами.

При моделировании четвертого этапа уплот-
нения ПК - магнитно импульсный обжим - в ка-
честве параметра магнитно импульсного нагру-
жения  использовался ток I в разрядной цепи.  

Применялся, кроме того,  целый ряд вну-
тренних особенностей методики моделирова-
ния таких, например, как применение сеточных 

Рис. 6. Визуализационные картины уплотнения ПК 
на разных этапах гибридной технологии уплотнения 
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элементов SOLID и SHELL к различным элемен-
там  оснастки, или частицам порошка, что обес-
печивает лучший анализ деформаций и сокра-
щает время расчета, и другие.

РЕЗУЛЬТАТЫ КОМПЬЮТЕРНОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ. ПОЭТАПНАЯ 

ВИЗУАЛИЗАЦИЯ СТАТИКО-ДИНАМИЧЕСКОГО 
ПРОЦЕССА УПЛОТНЕНИЯ ПК 

В МЕТАЛЛИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ

Разработанная методика компьютерного мо-
делирования позволила получить картины про-
цессов, происходящих с оболочкой и порошком 
на всех этапах деформирования, описать взаи-
мосвязанное взаимодействие оболочки и частиц 
порошка, наблюдать процессы деформирования 
частиц порошка по всему объему. На рисунке 6 
представлены  такие характерные выборочные  
картины: от свободной засыпки до магнитно-
импульсного обжима. Как видно,  при свободной 
засыпке количество пор максимально.

После предварительной подпрессовки коли-
чество пор уменьшается за счет  перемещения 
частиц порошка относительно друг друга, а не 
их пластической деформации. С трудом можно 
найти частицу, изменившую свою форму. При 
протяжке трубы с порошком через матрицу уже 
видна пластическая деформация трубы и  боль-
шинства частиц порошка. Соответственно про-
исходит значительное уменьшении количества 
пор. Кроме того, можно видеть неравномер-
ность уплотнения порошка по объему: наиболь-
шая плотность упаковки наблюдается  по пери-
ферии (вдоль участка трубы, деформируемой в 
результате ее взаимодействия  с матрицей). В 
центральной части вдоль оси заготовки частицы 
порошка деформируются незначительно, поры 
остаются.

При магнитно импульсном обжиме трубы 
с порошком после протяжки видна интенсив-
ная деформация практически всех частиц по-
рошка, на всю глубину. С трудом можно найти 

несколько единичных пор. Причиной глубокой 
проработки (деформирования) частиц порошка 
может быть возрастающее силовое энергетичес-
sкое воздействия по мере распространения вол-
ны напряжения к центру. 

Анализ полученных картин помогает лучше  
понять процессы, сопровождающие уплотнение 
порошка при статико -динамическом нагруже-
нии. Причем такие картинки можно предста-
вить в виде видео ряда, т.е. наблюдать процесс 
уплотнения непрерывно во времени на всех 
временных участках как единое целое.

Конечной целью компьютерного модели-
рования является оценка в первом приближе-
нии плотности упаковки ПК в зависимости от 
энерго- силовых параметров гибридного про-
цесса уплотнения. За плотность  упаковки при-
нята площадь пор, то есть разница площадей 
плоскости сечения XZ и площади , занимаемой 
шестьюдесятью частицами порошка. Плотность 
упаковки на этапе свободной засыпки принята 
за 100% и ее изменение фиксировалось на даль-
нейших этапах.  На рис 7 показано изменение 
плотности упаковки на всех этапах технологи-
ческого процесса при использовании матрицы 
Дм 17 мм.

На рис. 8 можно видеть одну из  полученных 
картин уплотнения ПК при различной степени 
редуцирования оболочки (Dм/Dо=17/18;16/18 и 
15/18).  

При минимальной степени редуцирования 
частицы порошка начинают деформироваться 
по границе их взаимодействия с деформируе-
мой оболочкой. В центральной области частицы 
порошка только вступают во взаимодействие, 
видно наличие достаточно большого количества 
пор. При увеличении  степени редуцирования 
оболочки количество деформированных частиц 
возрастает как по периферии, так и к центру. Ко-
личество пор наглядно уменьшается, но остается 
еще их значительное количество. При редуци-
ровании оболочки через матрицу диаметром 15 
мм практически все частицы порошка деформи-
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Рис. 7. Изменение площади пор на разных этапах процесса уплотнения
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рованы, изменили свою форму, снизилось и ко-
личество пор между ними. В рассматриваемом 
диапазоне степеней редуцирования оболочки 
относительная плотность упаковки изменилась с 
19,26% при Dм=17 мм до 14,64% при Dм=15 мм). 

Для различного уровня энергии магнитно 
импульсного обжима оболочки (Ii/Io 0,5;1,0;1,2) 
после протяжки ее через матрицу получены 
визуализационные картины, отражающие воз-
можность  получения безпористой структуры 
ПК (рис. 6; 7) по всему объему. Компьютерное 
моделирование даже показывает виртуальную 
отрицательную плотность упаковки, когда ча-
стицы порошка внедряются друг в друга. 

 Проведенное компьютерное моделирова-
ние показало широкие возможности гибридной 
технологи уплотнения. Стало возможным, ва-
рьируя  геометрическими размерами оболочки, 
матрицы, параметрами нагружения, их соче-
танием, проследить за изменением плотности 
упаковки, оценить вклад каждого этапа в про-
цесс уплотнения и сформулировать рекоменда-
ции по  ее проектированию. 

ВЫВОДЫ

1. Предложена новая гибридная технология 
уплотнения порошковой композиции в метал-
лической оболочке, включающая действие двух 
видов нагружения: статического и динамичес-
кого. Дана схема и описание такого процесса – 
волочение и магнитно импульсный обжим.

2. Разработана методика компьютерного мо-
делирования  статико-динамического процесса 
уплотнения, проведено его моделирование, рас-
крывающее   качественную картину процесса, 
включая деформацию самой оболочки и частиц 
порошка, находящихся в ней. 

3. Получены визуализационные картины 
всех этапов гибридного процесса, позволив-
шие понять механизм, последовательность и 
качество уплотнения.

4. Проведена оценка влияния некоторых  ге-
ометрических и энерго силовых параметров на 
плотность упаковки порошковой композиции. 
Показана возможность достижения плотности 
порошковой композиции практически без пор  
(плотность упаковки 0,90 – 0,95).
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ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрена задача оптимального проекти-
рования системы обеспечения запасными ча-
стями (ЗЧ) производственных подразделений 
аэропортов, занимающихся эксплуатацией, тех-
ническим обслуживанием и ремонтом (ТОиР) 
систем обработки багажа (СОБ). Основным по-
ставщиком ЗЧ является предприятие – произво-
дитель и системный интегратор оборудования 
СОБ. Потребители ЗЧ – специализированные 
службы аэропортов, располагающие складами 
для хранения запаса ЗЧ и ремонтными органа-
ми (РО). Рассматривается группа аэропортов, 
оснащаемых СОБ одного производителя. Один 
из аэропортов группы предполагается узловым, 
то есть выполняющим функции пересадочного 
узла (хаба) для пассажиров, перевозимых меж-
ду другими («периферийными») аэропортами 
группы. Перевозки между аэропортами группы 
через хаб выполняет хабообразующая авиаком-

пания, которая координирует свое расписание 
таким образом, чтобы обеспечить пассажирам 
удобную пересадку в хабе [1]. На этапе пред-
эскизного проектирования СОБ необходимо 
располагать расчетными моделями, позволяю-
щими решать задачи оптимизации структуры 
и параметров как самих СОБ, так и систем обе-
спечения их ЗЧ. Предполагая, что технико-эко-
номические параметры СОБ заданы, поставим 
задачу формирования сравнительно простой 
модели для предварительных «быстрых» оценок 
оптимальных объемов производства ЗЧ, выбора 
схем снабжения ими потребителей, затрат на 
производство и снабжение ЗЧ.

Обзор работ по теории снабжения ЗЧ, акту-
альный на начало XXI века, приводится в [2]. В 
самой работе делается акцент на применении 
методологии теории массового обслуживания 
при построении стохастических моделей си-
стем снабжения запчастями. Подробно рассмо-
трены методики расчета многоуровневых (в 
основном двухуровневых) систем управления 
запасами восстанавливаемых ЗЧ, в том числе 
с экстренными поставками. Среди таких ме-
тодик так называемая «METRIC» – методика 
эшелонированного управления восстанавли-
ваемыми запчастями в двухуровневой системе 
[3,4], на нижнем уровне которой («базе») пред-
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Решается задача оптимального проектирования системы обеспечения запасными частями для 
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полагается поддержание нормативного запа-
са S в соответствии со стратегией восполнения 
«запрос-заказ» (S-1, S), ограниченные ремонт-
ные возможности и составной пуассоновский 
входной спрос. Горизонтальный обмен между 
базами отсутствует. В верхнем звене («депо») 
все детали ремонтируемы, спрос составной (ло-
гарифмический) пуассоновский, поддержание 
запаса по схеме «двух уровней» (s, S). В дальней-
шем методика METRIC была модифицирована 
применительно к структурированным издели-
ям при простом пуассоновском спросе [5,6]. В 
работах [4,7] предложена методика управления 
запасными частями, предполагающая принятие 
в режиме реального времени решения, на какую 
базу отправить очередное отремонтирован-
ное изделие из депо. Позже методика METRIC 
была распространена на двухэшелонную систе-
му с экстренными поставками на базы из депо 
или извне системы, на трехуровневую систему 
с полностью восстанавливаемыми изделиями, 
а также децентрализованную систему [2]. В [2] 
упомянуты также приближенные модели для 
двухуровневых систем со стратегиями воспол-
нения, отличающимися от стратегий (S-1, S) на 
базах и (s, S) в депо, принятых в семействе мо-
делей METRIC [6,7]. Обстоятельному анализу ре-
зультатов зарубежных исследований в области 
теории управления запасами ЗЧ, достигнутых 
к 2020 году, с привлечением материала около 
150 работ посвящена статья [8]. Среди пробелов 
в исследованиях указанной области авторы от-
мечают недостаточное внимание, уделяемое си-
стемам снабжения с возможностью экстренных 
поставок. Число работ, посвященных системам 
снабжения запчастями аэропортов, невелико. Из 
работ отечественных авторов следует отметить 
[9,10], где решается задача минимизации затрат 
на доставку ЗЧ для специальных автомобилей, 
эксплуатирующихся в аэропортах. Из зарубеж-
ных работ интерес представляет [11], в которой 
на базе модели Марковской многоканальной 
СМО с неограниченным ожиданием и методики 
«METRIC» эшелонированного управления вос-
станавливаемыми запчастями в двухуровневой 
системе разработаны стратегия снабжения ави-
акомпаний запасными частями для воздушных 
судов из единого центра и модель определения 
оптимального расположения такого центра.

КОНЦЕПТУАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ СИСТЕМЫ

Предлагается организовать эшелониро-
ванную систему обеспечения ЗЧ со складами 
на трех уровнях [2]: верхнем – склад произво-
дителя («депо верхнего уровня», ДВУ), среднем 
– склад с ремонтными возможностями узло-
вого аэропорта («депо нижнего уровня», ДНУ), 
нижнем – склады с ремонтными возможностя-

ми периферийных аэропортов («базы»). Для 
описания структуры системы обеспечения ЗЧ 
группы в составе H аэропортов введены следу-
ющие обозначения: h – индекс склада аэропор-
та, Hh ,...,2,1  (где 1h  – хаб, Hh ....,3,2  
– периферийные аэропорты); i – индекс типа 
компонентов СОБ и, одновременно, типа ЗЧ, 
требующихся для восстановления указанных 
компонентов, Ii ,...,2,1 ; hiλ  – интенсивность 
потока отказов компонентов СОБ типа i в аэро-
порту h (интенсивность спроса на ЗЧ i на складе 
аэропорта h).

Потоки отказов предполагаются стационар-
ными пуассоновскими. Используется комбини-
рованная стратегия поставок ЗЧ, предполагаю-
щая следующие поставки:

1) плановое производство и периодические 
поставки ЗЧ из ДВУ в ДНУ и на базы – стратегия 
с постоянным объемом заказа и восполнением 
через фиксированные промежутки времени q. 
Доставка ЗЧ экономичными наземными видами 
транспорта;

2) оперативные поставки ЗЧ из ДНУ на базы. 
Стратегия предусматривает доставку как мини-
мум одной единицы ЗЧ необходимого типа на 
склад периферийного аэропорта в случае дости-
жения нулевого запаса со склада хаба ближай-
шим регулярным авиарейсом хабообразующей 
авиакомпании (при наличии запаса ЗЧ необхо-
димого типа на складе хаба). Предполагается, 
что оперативные поставки из ДВУ в ДНУ отсут-
ствуют по причине возможного отсутствия рей-
сов хабообразующей авиакомпании в аэропорт 
пункта расположения ДВУ;

3) экстренное сверхплановое производство 
(или приобретение у конкурентов) и поставка 
ЗЧ в ДНУ при отсутствии необходимых ЗЧ как 
на базе, так и в ДНУ. Поставка сопряжена с су-
щественными затратами времени и необходи-
мостью производства при значительно более 
высокой себестоимости (или приобретения по 
цене, значительно превышающей себестои-
мость при плановом производстве) [2]. Введено 
допущение о том, что создаваемый в хабе запас 
достаточен для того, чтобы исключить необхо-
димость экстренных поставок в периферийные 
аэропорты.

ПОСТАНОВКА ОПТИМИЗАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ

В качестве показателя эффективности си-
стемы обеспечения ЗЧ принята сумма затрат 
c  на производство, хранение и пополнение ЗЧ 

подразделений ТОиР СОБ группы аэропортов, 
включающая следующие слагаемые: затраты 
на плановый выпуск ЗЧ; затраты на периодиче-
скую поставку ЗЧ в ДНУ и на базы; затраты на 
хранение ЗЧ в ДВУ, ДНУ и на базах; затраты на 
оперативную поставку ЗЧ на базы и на экстрен-
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ную поставку ЗЧ в ДНУ. Сумма c , включающая 
слагаемые в перечисленном выше порядке, 
определяется согласно выражению:
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(1)

где his  – число ЗЧ типа i в одной периодической 
поставке на склад h; ȼ

iɫ – затраты на плановый 
выпуск единицы ЗЧ типа i; im  – масса брутто 
единицы ЗЧ типа i; ɉ

hɫ   – стоимость периоди-
ческой поставки единицы массы брутто ЗЧ на 
склад h наземным транспортом; ɏ

hɫ  – стоимость 
хранения в течение единицы времени единицы 
массы брутто груза на складе h; Ɉ

hɫ  – стоимость 
оперативной поставки самолетом единицы мас-
сы брутто ЗЧ из ДНУ на h-ю базу ( Hh ,...,3,2  ) 
или экстренной ее поставки в ДНУ ( 1h ) со 
склада производителя, либо его конкурента; 
ɋ
iɫ  – затраты на сверхплановый выпуск едини-

цы ЗЧ типа i или на приобретение ее у другого 
производителя; yhi – средний за период  запас 
ЗЧ типа i на складе h; ihy ,1  – скорректирован-
ный с учетом оперативных поставок средний 
запас ЗЧ типа i в ДНУ; vhi – среднее число ЗЧ 
типа i, оперативно поставленных на h-ю базу (

Hh ,...,3,2 ) из ДНУ за период q; ihv ,1  – сред-
нее число ЗЧ типа i, экстренно поставленных в 
ДНУ за период .

Для вывода выражений, позволяющих рас-
считывать величины yhi и vhi, необходимо рас-
смотреть однопродуктовую модель системы 
управления запасами с единственным источ-
ником отказов, простейшим потоком отказов 
интенсивностью , единственным складом ЗЧ. 
Пусть восполнение запаса ЗЧ выполняется как 
периодически, так и оперативно. Периодиче-
ски через промежутки времени фиксированной 
продолжительности  запас ЗЧ на складе попол-
няется на фиксированное число элементов s. 
Предполагается, что если в результате очеред-
ного отказа запас исчерпывается, то непосред-
ственно после отказа делается заказ на опера-

тивную поставку одной единицы ЗЧ, который 
немедленно удовлетворяется. Таким образом, 
склад всегда располагает как минимум одной 
единицей ЗЧ. Величина y  среднего за период  
запаса на складе с использованием численных 
методов интегрирования может быть прибли-
женно определена как
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θ

θ
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где )(ty  – средний запас к моменту   ,0t . 
Получим формулы для среднего запаса )(ty  и 
среднего за период q числа v  ЗЧ, оперативно 
поставляемых на склад. Обозначим )(tx , )(ty  
и )(tv , соответственно, число отказов, запас на 
складе и число оперативно поставленных ЗЧ к 
моменту   ,0t . Легко видеть, что для при-
нятой стратегии, сочетающей периодические и 
оперативные поставки, связь между величина-
ми )(ty , )(tv  и )(tx  может быть представлена 
таблицей 1.

В формализованном виде связь между вели-
чинами )(ty , )(tv  и )(tx  может быть представ-
лена следующими соотношениями:
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Учтем, что для стационарного пуассоновско-
го потока с интенсивностью l вероятность )(tPx
наступления x отказов за время t подчиняется 
закону Пуассона:
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Тогда, согласно выражению (3), имеем:
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(6)

Выражения (2),(5),(6) позволяют приближен-
но определять y  по заданным , s и  .

Таблица 1. Связь между параметрами системы управления запасами

( )tɯ  0 1 2 … s – 1 s s + 1 s + 2 …

( )ty  s s – 1 s – 2 … 1 1 1 1 …

( )tv  0 0 0 … 0 1 2 3 …
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Так как по определению     vtvv , 
из выражения (4) получаем:
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Чтобы избавиться от сумм с бесконечным чис-
лом слагаемых в формуле (7), используем извест-
ные формулы сумм членов бесконечных рядов [12]:
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После подстановки (5) в (7) и проведения 
необходимых преобразований получим расчет-
ную формулу для v :
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Используем полученные выражения для 
определения величин hyhi и hvhi, Hh ,...,3,2 , в 
модели эшелонированной системы обеспече-
ния ЗЧ. При переходе к введенным ранее обо-
значениям эти выражения принимают вид: 
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(9)

Скорректированная с учетом оперативных 
поставок на базы величина ihy ,1  среднего за-
паса ЗЧ типа i в ДНУ приближенно определяется 
по формуле (8), в которой вместо ihs ,1  исполь-
зуется значение ihs ,1 , полученное в результате 
коррекции ihs ,1 :
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(10)

Если величина ihs ,1  не является целым чис-
лом, то применяется следующий приближен-
ный прием: подсчитываются величины скор-

ректированного среднего запаса для  ihs ,1  и 

  1,1  ihs , где    – целая часть числа, и прово-
дится линейная интерполяция.

Поскольку сверхплановые ЗЧ экстренно по-
ставляются в ДНУ с целью компенсировать там 
дефицит, то среднее число ihv ,1  ЗЧ типа i, экс-
тренно поставленных в ДНУ за период q, может 
быть определено по формуле (9), в которой вме-
сто ihs ,1  используется скорректированное по 
формуле (10) значение ihs ,1 . 

Предполагается, что стоимость поставки d
hɫ , 

{ }����� Ɉɉd ∈ � определяется в первую очередь 
транспортными тарифами, которые зависят 
от вида транспорта, дальности d

hl  перевозки и 
массы d

hm  перевозимого груза. Эта зависимость 
может быть аппроксимирована степенной 
функцией двух аргументов:
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где dddd
1010 ,,,   – коэффициенты, зависящие 

от того, является ли поставка периодической 
или оперативной (либо экстренной), а следо-
вательно – от вида транспорта, определенные 
методами регрессионного анализа по данным 
Интернет-ресурсов транспортных предпри-
ятий. Расстояние перевозки и масса перевоз-
имого груза также зависят от вида поставки. В 
рамках периодической поставки из ДНУ на h-ю 
базу перевозятся ЗЧ различных типов общей 

массой
 

¦
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=
I

i
ihi

ɉ
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�
. В случае оперативной

 
(или экстренной) поставки предполагается, что 
перевозятся отдельные ЗЧ.

Затраты ɏɫ �Σ  на хранение ЗЧ в ДВУ определе-
ны в предположении равномерной поставки на 
склад выпущенных по плану ЗЧ, периодическо-
го вывоза всех выпущенных по плану ЗЧ через 
промежутки времени , немедленного экстрен-
ного вывоза без необходимости хранения на 
складе всех выпущенных вне плана ЗЧ.

Другие стоимостные и массовые величины 
из выражения (1) либо задаются, либо определя-
ются из очевидных соображений.

Вводится следующее ограничение на ниж-
ний уровень технической надежности компо-
нентов СОБ, который должен поддерживаться 
системой обеспечения ЗЧ:

 
PLQȽ

hi
Ƚ
hi ɄɄ ≥ �������� IiHh ������������� == �� (11)

где Ƚ
hiɄ  – стационарный коэффициент готовно-

сти компонента i-го типа в h-м аэропорту, PLQȽ
hiɄ  

– заданное минимально допустимое значение 
Ƚ
hiɄ . Величина Ƚ

hiɄ  определяется с использова-
нием среднего времени Ɋ

iT  ремонта компонен-
та и среднего времени Ⱦ

hiT  непроизводительно-
го простоя компонента в ожидании ремонта, 
связанного с возможным дефицитом ЗЧ в мо-
мент отказа и необходимостью доставки ЗЧ (а 
возможно, и изготовления или приобретения) 
для ремонта:
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Среднее время Ⱦ
hiT  непроизводительного 

простоя по причине отсутствия ЗЧ i-го типа в 
h-м аэропорту определяется как средневзве-
шенные затраты времени на ликвидацию дефи-
цита путем периодических, оперативных или 
экстренных поставок. Для простейшего потока 
отказов, комбинированной стратегии поставок 
и введенных допущений получены следующие 
выражения для оценки Ⱦ

hiT , которые будут раз-
личаться для случаев узлового и периферийных 
и аэропортов:
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где ȾɈ

hiT �� Ⱦɗ
hiT  – величины среднего времени 

ликвидации дефицита ЗЧ i-го типа в h-м аэро-
порту (в случае его возникновения) путем, соот-
ветственно, оперативных и экстренных поста-
вок. Величины ȾɈ

hiT  и Ⱦɗ
hiT  задаются. Например, 

случаю одного ежедневного рейса из узлово-
го в периферийный аэропорт соответствует 

���ɱT ȾɈ
hi ≈

Учитывается также ограничение на про-
изводственные возможности производителя, 
предполагающее, что производитель-постав-
щик способен произвести в течение промежутка 
времени q не более max

is  единиц ЗЧ типа i:
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(12)

Задача оптимизации системы обеспечения 
запчастями СОБ группы «хаб – периферийные 
аэропорты», решаемая производителем СОБ на 
ранних этапах проектирования такой системы, 
состоит в определении целых неотрицательных 
величин shi ( IiHh ,...,1,,...,1  ), миними-
зирующих значение целевой функции c  при 
ограничениях (11) и (12).

МОДЕЛЬНЫЙ ПРИМЕР

Для оценки эффекта от использования хаба 
в качестве депо была решена модельная задача 
в описанной выше постановке для группы аэро-
портов в составе хаба и шести периферийных 
аэропортов с циклом работы системы обеспе-
чения ЗЧ, равным одному месяцу (30 дням). 
Предполагалось, что аэропорты необходим о 
обеспечивать ЗЧ для восстановления таких 
составных частей багажных конвейеров, как 
конвейерная лента ( 1i ), металлоконструк-
ция ( 2i ), электродвигатель  ( 3i ) и редук-
тор ( 4i ). Величины интенсивности потоков 
отказов и характеристики аэропортов сведены 
в таблицу 2, технико-экономические параме-
тры ЗЧ – в таблицу 3. 

Считалось, что рейсы из хаба в периферий-
ные аэропорты выполняются не реже одного 
раза в сутки. Среднее время ликвидации дефи-
цита путем экстренных поставок принято рав-
ным 72 ч. Минимально допустимый стационар-
ный коэффициент готовности принят равным 
достаточно высокому значению �����PLQ =Ƚ

hiɄ  
для всех Iiɇh ������������� == . Оптимальное 
значение целевой функции, составившее около 
18.3 млн.руб., было получено в результате реше-
ния оптимизационной задачи с использовани-
ем программной надстройки «Поиск решения» 
табличного процессора Microsoft  Excel. Опти-
мальный ежемесячный объём производства и 
периодических поставок ЗЧ приведен в таблице 
4. Периодические поставки ЗЧ в хаб, объём кото-
рых значительно превосходит объёмы поставок 
в другие аэропорты, включают также ЗЧ, пред-
назначенные для оперативных поставок в пери-
ферийные аэропорты.

Для сравнения была рассмотрена система, в 
которой хаб уже не служил депо, а, наряду с дру-
гими аэропортами, играл роль «рядовой» базы, 
при этом предполагались только периодические 
и экстренные поставки. При заданных выше ис-
ходных данных ухудшение по критерию мини-
мума затрат c  составило около 15%, что гово-

Таблица 2. Интенсивности потоков отказов и параметры аэропортов

h 
hiλ , 1/ŵŮź. 

ɉ
hl , ųŵ Ɉ

hl , ųŵ ɏ
hɫ , 

��
�
ɧɟɞɤɝ
ɪɭɛ
⋅

 i 
1 2 3 4

1 34 3 15 12 1000 900 5.0 
2 8 1 3 3 2820 2000 4.0 
3 18 1 7 6 1429 1150 3.0 
4 13 1 5 4 2100 1630 4.0 
5 21 2 8 7 1660 1320 3.0 
6 50 5 35 30 1840 1360 7.0 
7 19 1 8 7 2050 1800 6.0 
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рит о целесообразности создания депо в хабе. 
Результаты решения задачи позволяют сформи-
ровать оптимальный план производства ЗЧ по 
типам, спрогнозировать уровни периодических, 
оперативных и экстренных поставок ЗЧ с рас-
пределением их по видам транспорта и произ-
водственным подразделениям аэропортов сети 
хабообразующей авиакомпании.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложенная комбинированная страте-
гия, сочетающая периодические, оперативные и 
экстренные поставки запчастей для СОБ, с орга-
низацией депо в узловом аэропорту позволяет 
сократить затраты на производство, хранение и 
пополнение ЗЧ подразделений ТОиР СОБ аэро-
портовой сети хабообразующей авиакомпании. 
Область применения сформированной оптими-
зационной модели не ограничивается только 
багажными системами и может быть расширена 
на другие типы аэропортовой техники.
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Таблица 3. Характеристики ЗЧ

ŘũŹũŵŮŻŹ 
i

1 2 3 4

im , ųŬ. 15.9 19.8 12.1 8.2 
ȼ
iɫ , ŻƄź.ŹżŪ. 43.0 101.1 42.8 47.4 
Ɉ
iɫ , ŻƄź.ŹżŪ. 214.0 505.6 213.9 237.2 

Ɋ
iT , ƀ. 8.4 10.0 4.7 1.8 

iλ , 1/ŵŮź. 0.26 0.02 0.13 0.11 

Таблица 4. Оптимальные значения shi , шт.

i 
h 

1 2 3 4 

1 75 16 85 72 
2 4 1 1 1 
3 14 1 1 0 
4 9 1 1 1 
5 17 1 1 2 
6 40 1 2 1 
7 16 1 1 1 
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 ВВЕДЕНИЕ

С техническим развитием изделий маши-
ностроения возрастает количество сложнопро-
фильных и труднообрабатываемых заготовок. 
Как правило, данная тенденция связана с кон-
структивным усложнением узлов и агрегатов, 
особенно ярко заметным в авиационной про-
мышленности [1, 2].

Значительная доля деталей этого производ-
ственного сегмента является ответственной, где 
вместе с высокой трудностью их изготовления 
появляются и трудности обеспечения заданного 
ресурса работы.

Известно, что на ресурс детали будет влиять 
не только её конструктивная продуманность, но 
и качество её поверхностного слоя, сформиро-
ванного на этапах технологического процесса. 
Исходя из этого, востребованными на произ-
водстве являются такие методики, которые по-
зволяют определять на этапах проектирования 
детали величины параметров, с помощью кото-
рых возможно оценивать её ресурс. При этом, 
особенно важно, если методика дополнительно 
позволяет учитывать влияние технологических 
факторов, что, несомненно, оказывает положи-
тельное влияние на точность получаемых с по-
мощью такой методики результатов.

Практически более значимыми являются 
методики, имеющие возможность оценки вли-
яния отдельных технологических процессов на 
ресурс детали, так как это является инструмен-
том к оптимизации каждого в отдельности уч-
тенного технологического процесса с позиции 
рабочего ресурса детали.

РАЗРАБОТКА МЕТОДИКИ ПО ОЦЕНКЕ 
НАПРЯЖЁННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО 
СОСТОЯНИЯ ИЗДЕЛИЙ НА ПРИМЕРЕ 
ТРАВЕРСЫ ВЗЛЁТНО-ПОСАДОЧНОГО 

УСТРОЙСТВА

В данной работе представлена расчётная ме-
тодика, позволяющая оценивать напряжённо-
деформированное состояние изделий от дей-
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 В статье представлена методика, позволяющая оценивать напряжённо-деформированное состо-
яние изделий как на этапах технологических операций, так и по завершению технологическо-
го процесса изготовления. Методика базируется на конечно-элементной модели, позволяющей 
получать поля напряжений и деформаций в зависимости от загруженных эпюр остаточных на-
пряжений, которые формируются в процессе исследуемой технологической операции. Таким 
образом, разработанная методика может служить эффективным инструментом к оптимизации 
технологических операций, а значит и технологического процесса в целом. В качестве примера в 
работе рассматривается оптимизация технологического процесса траверсы передней опоры от-
ечественного перспективного самолёта. В результате использования представленной методики 
получается определить наивыгоднейшие режимы обработки проблемного участка траверсы, что 
позволило увеличить рабочий ресурс детали до требуемого значения.
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ствия технологических остаточных напряжений. 
В качестве примера была рассмотрена траверса 
взлётно-посадочного устройства отечественно-
го перспективного самолета, выполненного из 
ковочного алюминиевого сплава марки 1933. 
Общий вид изделия представлен на рис. 1.

Основной проблемой, связанной с эксплуа-
тацией данной детали являлось возникновение 
трещин в месте установки кронштейнов, кото-
рые представлены на рис. 2, а сами посадочные 
отверстия, куда выполняется монтаж крон-
штейнов по посадке с зазором, изображены на 
рис. 1, а.

Характер разрушения представленной на 
рис. 1, а, зоны выражен трещинообразованием 
на посадочных поясках отверстий. Стоит отме-
тить, что прочностной численный анализ стати-
ческого и динамического нагружения траверсы 

показал достаточный коэффициент запаса по 
прочности для разрушающегося участка. Исхо-
дя из этого было принято решение проанали-
зировать технологический процесс получения 
проблемных посадочных отверстий (рис. 1, а). 
При этом особое внимание уделялось величине, 
знаку и характеру распределения остаточных 
напряжений в поверхностном слое зоны при 
исследуемых отверстиях траверсы [3]. В соот-
ветствии с работами [4-10], для каждой опера-
ции механической обработки были выписаны 
наиболее вероятные значения величин оста-
точных напряжений, для соответствующих тех-
нологических операций. На основании проана-
лизированной литературы был сделан вывод, 
что в результате механической обработки зоны 
возле посадочных отверстий под кронштейны 
располагается поле растягивающих остаточных 

Рис. 2. Вид на разрез проблемной зоны траверсы
(пунктирной окружностью указан участок крепления кронштейна с траверсой)

Рис. 1. Общий вид траверсы передней опоры отечественного перспективного самолёта 
и увеличенным изображением проблемного участка (а)
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напряжений, что несомненно способствует про-
цессу трещинообразования, тем самым снижая 
ресурс детали. Для решения данной проблемы 
стало обоснованным использование методов 
поверхностного пластического деформиро-
вания, с целью наведения на разрушающемся 
участке траверсы полей сжимающих остаточ-
ных напряжений. Однако, на данном этапе важ-
ным было не только назначение оптимальных 
режимов упрочнения поверхностного слоя, но 
и отслеживание технологических деформаций 
изделия, чтобы деталь находилась в своих кон-
тролируемых размерах внутри допускаемых 
значений согласно конструкторской докумен-
тации. Выбор метода поверхностного пластиче-
ского деформирования был остановлен на дро-
беструйной обработке, что наилучшим образом 

подходит для детали, имеющей представленную 
конфигурацию (рис. 1).

Для более детального анализа полей рас-
тягивающих остаточных напряжений, а также 
деформаций детали, которые они вызывают 
на этапах механической обработки, была раз-
работана виртуальная конечно-элементная 
модель. Её особенностью является возмож-
ность оценки напряжённо-деформированного 
состояния изделия в зависимости от каждой 
применённой технологической операции для 
его изготовления в отдельности. Конечно-
элементная модель состоит из трех основных 
виртуальных тел, а именно поверхностные 
слои первого и второго исследуемых разру-
шающихся отверстий, а также остальное тело 
траверсы (рис. 3).

 

 

Рис. 3. Общий вид конечно-элементной модели траверсы передней опоры самолёта
и увеличенный вид монтажного разрушающегося отверстия

Рис. 4. Поля эквивалентных напряжений в зонах исследуемых монтажных отверстий,
где были загружены в поверхностный слой эпюры остаточных напряжений,

с максимальными значениями: +50 Мпа (а) и +150 МПа (б)
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ПЛАНИРОВАНИЕ ЧИСЛЕННОГО 
ЭКСПЕРИМЕНТА И ЕГО РЕЗУЛЬТАТЫ

С целью апробации виртуальной модели, в 
поверхностные слои проблемных монтажных 
отверстий загружались эпюры остаточных на-
пряжений [4-10], с максимумом, изменяющимся 
в диапазоне от +50 МПа до +250 МПа. Характер 
распределения эпюр напряжений соответство-
вал механической обработке из базового техно-
логического процесса [3-6]. Примеры компью-
терных вычислений по конечно-элементной 
модели возможно видеть на рис. 4 и рис. 5.

В ходе численного эксперимента были по-
лучены: график изменения максимальной ве-
личины эквивалентных напряжений, распре-
деленных по проблемному участку траверсы в 
зависимости от пикового значения растягива-
ющих остаточных напряжений, загруженных в 
поверхностный слой посадочных поясков раз-
рушающихся отверстий и аналогичный график, 
но для полей деформации (рис. 6).

Как уже отмечалось ранее, в ходе анализа 
литературы была подобрана эпюра остаточных 
напряжений, соответствующая тем операциям 
механической обработки, которые были при-
менены при формообразовании проблемного 

участка траверсы. Максимальное значение по-
добранной эпюры растягивающих остаточных 
напряжений соответствует +180 МПа (рис. 6). 
Данная эпюра была загружена в поверхностный 
слой проблемных отверстий конечно-элемент-
ной модели. Следующим шагом, с целью поиска 
оптимального режима дробеструйного упрочне-
ния, производилась загрузка эпюры остаточных 
напряжений, формирующихся в поверхностном 
слое изделия при дробеструйном упрочнении 
[11-13]. В процессе проведения вычислений по 
конечно-элементной модели производилось 
варьирование максимального значения эпюры 
напряжений, формирующихся в процессе по-
верхностного пластического деформирования. 
По результатам расчётов были построены гра-
фики, аналогично графикам из рис. 6, с той раз-
ницей, что в процессе вычислений первичная 
эпюра распределения остаточных напряжений, 
формирующихся в процессе формообразую-
щей механической обработки, оставалась без 
изменений, но изменялась эпюра остаточных 
напряжений, формирующихся при дробеструй-
ной обработке. Ознакомиться с полученными 
результатами возможно на рис. 7.

Исходя из требуемой геометрической точ-
ности изготовления траверсы передней опоры, 

Рис. 5. Распределение полей деформации в зонах исследуемых монтажных отверстий,
где были загружены в поверхностный слой эпюры остаточных напряжений,

с максимальными значениями: +50 Мпа (а) и +150 МПа (б)
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Рис. 6. Графики изменения максимальной величины эквивалентных напряжений и деформации, 

распределенных по проблемному участку траверсы в зависимости от пикового значения
 растягивающих остаточных напряжений, загруженных в поверхностный слой 

посадочных поясков разрушающихся отверстий

Рис. 7. Графики изменения максимальной величины эквивалентных напряжений и деформации, 
распределенных по проблемному участку траверсы в зависимости от пикового значения 

сжимающих остаточных напряжений, загруженных в поверхностный слой 
посадочных поясков разрушающихся отверстий
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а также максимально возможного уровня сжи-
мающих остаточных напряжений, был подобран 
оптимальный режим дробеструйного упрочне-
ния. На рис. 7 показаны величины максималь-
ных эквивалентных напряжений, максималь-
ной деформации и максимальных сжимающих 
остаточных напряжений в проблемной зоне 
траверсы, соответствующие оптимальному ре-
жиму упрочнения, при котором рабочий ресурс 
детали возрастает до требуемого значения.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Использование расчётной методики, пред-
ставленной в данной работе, позволило опти-
мизировать технологический процесс изготов-
ления траверсы передней опоры, что повысило 
рабочий ресурс детали до требуемого значения. 
Важной особенностью представленной методики 
является возможность оценки напряжённо-де-
формированного состояния изделия как на этапе 
отдельно взятой технологической операции, так 
и в зависимости от совокупного влияния техно-
логических операций, что означает возможность 
оценки напряжённо-деформированного состоя-
ния изделия в процессе его изменения от одной 
технологической операции к другой.
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ВВЕДЕНИЕ

При разряде батареи конденсаторов маг-
нитно-импульсной установки (МИУ), в процессе 
высокоскоростного деформирования заготовок 
давлением импульсного магнитного поля, по 
скин-слою в материале токопровода индуктора 
протекает импульсный ток высокой плотности. 
Это приводит к выделению большого количе-
ства тепла от омического нагрева. Температура 
нагрева зависит, в первую очередь, от величи-
ны энергии разряда МИУ, а также от материа-
ла токопровода индуктора и обрабатываемой 
заготовки, размеров (диаметра) и геометрии 
токопровода индуктора, толщины стенки обра-
батываемой заготовки, частоты разрядного тока 
[1]. Даже при небольших энергиях однократного 
разряда МИУ, скин-слой материала токопрово-
да индуктора может нагреваться до температур 
порядка 100 °С и выше. При больших значениях 
энергий разряда, к концу процесса протекания 
импульсного тока после однократного разряда 

МИУ температура в скин-слое материала токо-
провода может возрастать до 300 – 500 °С  [2, 3]. 
Это приводит к последующему значительному 
нагреву всего объема материала токопровода 
индуктора и его изоляции.

При эксплуатации индукторов в условиях 
серийного производства изделий, нагрев мате-
риала токопровода, его витковой изоляции, а 
также корпусных элементов существенно вли-
яет на допустимую частоту следования импуль-
сов разряда и на ресурс работы индукторных си-
стем. Для увеличения срока службы индукторов 
в условиях интенсивной эксплуатации их необ-
ходимо охлаждать.

СУЩЕСТВУЮЩИЕ КОНСТРУКЦИЯ
 И МЕТОДЫ ОХЛАЖДЕНИЯ ИНДУКТОРОВ

Токопровод одновиткового индуктора для 
магнитно-импульсной обработки материалов 
необходимо монтировать в специальном корпу-
се, который, кроме высоких электрических по-
казателей, должен иметь достаточную толщину 
– для механической прочности. Это затрудняет  
охлаждение токопровода индуктора за счет те-
плопередачи от токопровода на корпус и его по-
следующего конвективного или принудитель-
ного внешнего охлаждения обдувом воздухом. 
Известны возможные конструкторские реше-
ния охлаждаемых одновитковых индукторов, 
например, одновитковый индуктор с отводом 
тепла с боковой, нерабочей поверхности токо-
провода [4].
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В работе представлены результаты исследования эффективности охлаждения токопровода одно-
виткового индуктора для магнитно-импульсной обработки материалов, имеющего внутренний ка-
нал, воздухом низкой температуры от вихревой трубы, в том числе при использовании эжектора. 
Экспериментально полученные зависимости показывают, что наибольшая эффективность охлаж-
дения и наибольшая интенсивность охлаждения токопровода одновиткового индуктора достига-
ется при значениях >1 (отношение площадей проходных сечений диафрагмы и сопла эжектора) 
при всех исследованных отношениях относительного диаметра диафрагмы вихревой трубы, при 
неизменной величине давления на ее входе. В результате исследований установлено, что канальное 
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Охлаждение токопровода одновиткового 
индуктора происходит наиболее интенсивно 
при использовании охлаждающей среды про-
ходящей по каналу в относительной близости 
к скин-слою. В индукторах с динамическим 
охлаждением, охлаждающей средой является 
специальная не электропроводная жидкость 
(деминерализованная вода, масло или др.), с 
широким диапазоном рабочих температур и 
имеющая низкое поверхностное натяжение 
(низкую вязкость). Такие индукторы необ-
ходимо охлаждать с применением внешне-
го устройства – водяного или масляного ра-
диатора с вентилятором. Применение таких 
устройств требует высокой степени герметич-
ности всей системы охлаждения индуктора, 
работающего в условиях больших динамиче-
ских нагрузок. Нарушение герметичности со-
единений или разрушение токопровода ин-
дуктора в процессе разряда может приводить 
к серьезным последствиям.

Целью настоящей работы является исследо-
вание эффективности охлаждения токопровода 
одновиткового индуктора, имеющего внутрен-
ний канал, воздухом низкой температуры от 
вихревой трубы (ВТ), в том числе при использо-
вании эжектора [5, 6]. В этом случае нарушение 
герметичности канала токопровода и выход ох-

лаждающей воздушной среды не нарушает ра-
боту МИУ с индуктором для магнитно-импульс-
ной обработки.

ОБОРУДОВАНИЕ И МЕТОДИКА 
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАНИЯ

Принципиальная схема экспериментально-
го устройства показана на рис. 1. Выход охлаж-
денного воздуха из вихревой трубы (1) через 
гибкие трубопроводы подключен к входному 
каналу токопровода индуктора (3). Выходной 
канал токопровода соединен с низконапорным 
входом эжектора (2) – это схема работы вих-
ревой трубы с эжектором. При отсоединении 
выходного канала от эжектора и заглушенном 
низконапорном входе эжектора –  схема  работы 
вихревой трубы без эжектора.

В экспериментальном устройстве исполь-
зовалась ВТ совмещенная с эжектором (рис. 2). 
 Камера расширения вихревой трубы образована 
стальным корпусом (1), передним (2) и задним 
(3) фланцами. На заднем фланце (3) выполнен 
щелевой развихритель потока. К корпусу (1) 
фланцем (2) плотно прижата улитка (4) закру-
чивающего соплового входа, толщиной 2,5 мм, 
профилированная по спирали Архимеда. Вну-
тренний диаметр цилиндрической камеры рас-

 
Рис. 1. Принципиальная схема экспериментального устройства:

1 – вихревая труба, 2 – эжектор, 3 – охлаждаемый токопровод одновиткового индуктора

 
Рис. 2. Схема вихревой трубы с встроенным эжектором:

1 – камера расширения ВТ, 2 – передний фланец ВТ, 3 – задний фланец ВТ с развихрителем потока, 
4 – закручивающее устройство (улитка), 5 – сменная диафрагма; 6 – входной штуцер ВТ, 

7 –  выходной штуцер охлажденного воздуха, 8 – входной (низконапорный) штуцер эжектора, 
9 –  корпус эжектора, 10 – сменное сопло эжектора (выход нагретого воздуха из ВТ), 11– шайба
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ширения ВТ D равен 10 мм, а ее длина – 76 мм. 
Диаметры проходных отверстий штуцеров рав-
ны 5 мм. Диаметр смесительной камеры эжек-
тора (9) DК равен 8 мм, а ее длина – 80 мм.

Были использованы сменные диафрагмы (5), 
изготовленные из нержавеющей стали толщи-
ной 0,25 мм, с диаметром отверстия d, равном 3, 
4, 4,5 и 5 мм. Таким образом относительный ди-
аметр диафрагмы ВТ dДО =  d/D в экспериментах 
изменялся от 0,3 до 0,5. Применялись сменные 
сопла эжектора (10) с диаметром проходного от-
верстия DС , равном 2,5; 3; 3,5; 4; 4,5; 5 и 6 мм.

Оценка эффективности воздушного каналь-
ного охлаждения токопровода индуктора, при 
различных параметрах работы вихревой трубы 
и эжектора, была выполнена на модели одно-
виткового индуктора «на обжим» с внутренним 
диаметром 60 мм (рис. 3).

Охлаждаемый открытый токопровод одно-
виткового индуктора изготовлен из медной 
трубки диаметром 8 мм с толщиной стенки 1 
мм. Для повышения контрастности теплово-
го поля и точности измерения температур при 
работе тепловизора, поверхность токопровода 
была предварительно зачернена. Индуктор че-
рез токоподводы подключался к источнику по-
стоянного тока и нагревался до заданной темпе-
ратуры поверхности токопровода. Постоянство 
первоначальной температуры нагрева токо-
провода (равенство нагрева и конвективного и 
лучевого теплоотвода) во всех экспериментах, 
до включения вихревой трубы, обеспечивалось 
подбором силы тока с использованием ЛАТРа. 

Температура охлажденного воздуха на вы-
ходе из вихревой трубы ТН и после выхода из 
канала индуктора ТК измерялась электронны-
ми термометрами Digital Thermometer Mastech 
MS6500 с применением термопар. Спай термо-
пар размещался в центре резиновой трубки. 
Температура нагрева поверхности токопрово-

да индуктора до включения вихревой трубы, 
а также после стабилизации температуры на 
поверхности токопровода при его охлажде-
нии протекающим внутри трубки воздухом, 
измерялась с применением тепловизора FLIR 
SC7000. Ось объектива тепловизора была нор-
мальна плоскости токопровода индуктора. Ин-
дуктор был жестко зафиксирован относительно 
тепловизора на расстоянии 1,2 м. Для прове-
дения детального анализа температур, полу-
чаемых с тепловизора, и построения графиков 
нагрева и охлаждения выбранных зон и точек 
на поверхности токопровода применялась про-
грамма ThermaCAM Resercher Professional 2.8 
SR-1. Измерение температуры, при всех ре-
жимах работы ВТ с эжектором и без эжектора, 
производилось в трех сечениях (I, II, III), а так-
же дополнительно в точках Т1 – Т5 на середине 
поверхности токопровода (И) индуктора в этих 
сечениях (рис. 4).

Рандомизированные эксперименты про-
водились при постоянном давлении сжатого 
воздуха на входе в вихревую трубу P = 0,6 МПа, 
поддерживаемым с помощью редуктора. Варьи-
руемыми факторами были диаметр отверстия 
диафрагмы d (на «холодном» выходе ВТ) и диа-
метр отверстия сопла DС, выполняющего одно-
временно роль диффузора, на «горячем» выходе 
ВТ. Это позволяло изменять относительный ве-
совой расход холодного потока:

μ=GХ /G,                                    (1)
где G – весовой расход сжатого воздуха на входе 
ВТ, GХ – расход холодного потока.

При постоянном давлении и температуре 
воздуха T0  на входе ВТ это позволяло изменять 
величину снижения температуры охлажденного 
потока ∆TХ = TХ – T0, обусловленную вихревым 
эффектом.

Варьирование диаметром отверстия сопла 
DС (10), при постоянном диаметре смесительной 

Рис. 3. Тепловой стенд с моделью охлаждаемого одновиткового индуктора
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камеры DК эжектора (9), позволяло также изме-
нять величину основной геометрической харак-
теристики эжектора m:

2
C

2
K

C

K

D
D

F
Fm  ,                       (2)

где FК – площадь сечения камеры смешения, FС – 
площадь сечения сопла активного потока

При увеличении m растет величина коэффи-
циента эжекции [7]:

k = G2 /G1,                           (3)
где объем G1 – расход эжектирующего потока, G2  
– объем эжектируемого газа.

В проведенных экспериментах: G1 – расход 
«горячего» воздуха из ВТ, G2 – объем охлаждаю-
щего воздуха из канала токопровода индуктора.

Переменной геометрической характери-
стикой используемого устройства  является 
отношение площадей проходных сечений диа-
фрагмы (охлажденный поток) и сопла эжектора, 
выполняющего роль диффузора ВТ (подогретый 
поток):
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==β   ,                      (4)

В качестве показателя эффективности ох-
лаждения принята величина снижения сред-
ней температуры токопровода индуктора ∆ТХС, 
определяемая на основе измерений температу-
ры в пяти точках на поверхности токопровода, 
при достижении теплового равновесия после 
включения вихревой трубы:
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ɌɌɌɌ ɏɋ

++−=∆ ,             (5)

В качестве показателя интенсивности ох-
лаждения Ω взята скорость охлаждения, т.е. от-
ношение величины снижения средней темпера-
туры токопровода ∆ТХС к времени достижения 
теплового равновесия в охлажденном состоя-
нии, от момента включения вихревой трубы ∆ :

Ω=∆ТХС/∆ , [°С/мин],                  (6)

РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

Все опыты проводились после достижения 
установившейся температуры в точке 3 (рис. 4) 
токопровода Т0 = 65 °С, при постоянно включен-
ном источнике питания и неизменной величине 
силы тока. С применением тепловизора произ-
водилось измерение установившейся темпера-
туры нагрева токопровода в  контрольных точ-
ках на его поверхности (рис. 5, а).

Затем, без отключения питания индукто-
ра, запускалась вихревая труба. Измерялась 
начальная температура воздуха на входе в то-
копровод ТН. Время выхода вихревой трубы на 
номинальный режим работы от момента по-
дачи сжатого воздуха составляет 1 – 2 секунды 
[8]. Это позволяло измерять время до момента 
стабилизации температуры в точке 3 токопро-
вода (по данным с тепловизора) в процессе 
его охлаждения при постоянной холодопроиз-
водительности ВТ. При стабилизации темпе-
ратуры в контрольных точках (равенства на-
грева и общего теплоотвода) фиксировалось 
время ∆. Производилось измерение темпера-
тур охлажденного токопровода в контрольных 
сечениях и точках (рис. 5, б). По электронным 
термометрам снимались показания темпера-
туры воздуха в трубках на входе и выходе в 
токопровод (ТНХ  и ТКХ). Одновременно с по-
мощью тепловизора регистрировалась общая 
картина теплового поля на поверхности токо-
провода индуктора.

Затем вихревая труба отключалась и следую-
щий опыт производился после достижения уста-
новившейся температуры Т0 = 65 °С в точке (3) 
токопровода. Источник электрического нагрева 
токопровода стабильно работал в течении всего 
периода проведения экспериментов, без отклю-
чения между опытами.

На рис. 6 показана зависимость эффектив-
ности охлаждения ∆ТХС от величины , при раз-
личных относительных диаметрах диафрагмы 
dДО, при работе вихревой трубы с эжектором.

Рис. 4. Точки измерения температуры воздуха в трубопроводах 
и на поверхности модели охлаждаемого одновиткового индуктора:

И – индуктор (токопровод ), ТП – токоподводы индуктора

 



68

Известия Самарского научного центра Российской академии наук, т. 25, № 3, 2023

С учетом длительности процесса охлажде-
ния токопровода до стабилизации его темпера-
туры (рис. 5, б) получены зависимости интен-
сивности охлаждения токопровода Ω к времени 
достижения теплового равновесия от величины 
, при различных значениях dДО при работе вих-
ревой трубы с эжектором (рис. 7).

Для оценки эффективности работы вихре-
вой трубы с эжектором и без эжектора (с осевым 
диффузором) были проведены эксперимен-
ты при относительном диаметре диафрагмы 
dДО=0,45, при котором достигается максималь-
ный эффект охлаждения вихревой трубы без 
эжектора [5]. Результаты представлены на рис. 8.

�
ɚ��

�
ɛ��

Ри с. 5. Температура токопровода индуктора в контрольных сечениях:
а) до включения вихревой трубы,

б) при стабилизации температуры после включения вихревой трубы

Рис. 6. Зависимость эффективности охлаждения токопровода ∆ТХС от величины 
относительной площади  при изменении относительного диаметра диафрагмы ВТ
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ОБСУЖДЕНИЕ 
РЕЗУЛЬТАТОВ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

Экспериментально полученные зависимо-
сти (рисунки 6 и 7) показывают, что наибольшая 
эффективность охлаждения (снижение средней 
температуры ∆ТХС, °С) и наибольшая интенсив-
ность охлаждения (скорость охлаждения Ω, °С/
мин) токопровода одновиткового индуктора до-
стигается при значениях >1 (отношение пло-
щадей проходных сечений диафрагмы и сопла 
эжектора) при всех исследованных отношениях 
относительного диаметра диафрагмы ВТ dДО, при 
неизменной величине давления на входе ВТ.

Относительно низкая эффективность и интен-
сивность охлаждения токопровода одновиткового 
индуктора при малых значениях  обусловлена 
снижением относительного весового расхода хо-
лодного потока μ ВТ при увеличении площади про-
ходного сечения диффузора ВТ (сопла эжектора).

Наибольшее снижение температуры то-
копровода (рис. 6) получено при dДО = 0,5, что 
больше эффективного значения dДО = 0,45 для 
случая работы ВТ без эжектора [5]. За счет эф-
фекта эжектирования увеличивается степень 
расширения газа π в вихревой трубе (отношение 
полного давления сжатого газа к давлению в хо-
лодном потоке). С ростом степени расширения 
растет эффект охлаждения [5]. Это, очевидно, 
приводит к увеличению наиболее эффективно-
го значения dДО.

Относительное постоянство величин ∆ТХС и 
Ω при изменение  в исследованном диапазоне 
от 1 до 2,25 очевидно обусловлено тем, что при 
увеличении геометрической характеристики m 
эжектора (вследствие уменьшении DС) растет ко-
эффициент эжекции. Увеличивается подсос воз-
духа из ВТ. Увеличенный объем прокачиваемого 
охлаждающего  воздуха компенсирует уменьше-
ние температуры охлажденного воздуха на вы-

Рис. 7. Зависимость интенсивности охлаждения токопровода Ω от величины 
относительной площади  при изменении относительного диаметра диафрагмы ВТ

 

 
Рис. 8. Сравнение эффективности охлаждения токопровода одновиткового индуктора Ω 

при работе ВТ с эжектором и без эжектора
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ходе ВТ, обусловленное ростом относительного 
диаметра диафрагмы dДО при увеличении . Как 
показано в [5], при увеличении степени расши-
рения более π = 3 – 6 темп роста эффекта охлаж-
дения в ВТ уменьшается и при больших значени-
ях π за счет этого не наблюдается значительного 
прироста эффекта охлаждения. Наибольшая ско-
рость охлаждения при работе вихревой трубы с 
эжектором получена при >1,5 (рис. 7).

Эксперименты по сравнительной оценке 
эффективности системы охлаждения с вихревой 
трубой с эжектором и без эжектора (рис. 8) по-
казали, что применение эжектора эффективно 
при >1,6. Наиболее эффективное использова-
ние эжектора для утилизации энергии горячего 
потока наблюдается при π= 3...6 и μ=0,3...0,4 [5], 
а как показано там же при работе вихревой тру-
бы без эжектора максимум эффекта охлаждения 
достигается при μ≈ 0,25. Очевидно, что при ра-
боте использованной вихревой трубы с эжек-
тором при  = 1,6 – 2,75 выполняется условие 
π=3...6 и μ=0,3...0,4. Это обеспечивает высокую 
эффективность используемого охлаждающего 
устройства в этом диапазоне величины . При 
=1,25, очевидно реализуется μ≈0,25, т.к. дости-
гается максимум  эффекта охлаждения токопро-
вода одновиткового индуктора той же вихревой 
трубой, но без эжектора.

ВЫВОДЫ

Экспериментально полученные результаты 
позволяют сделать вывод, что канальное охлаж-
дение токопровода одновиткового индуктора 
охлажденным воздухом от вихревой трубы об-
ладает достаточно высокой эффективностью 
при высокой степени безопасности.

С целью повышения эффективности охлаж-
дения токопровода одновиткового индуктора 
работу ВТ с эжектором необходимо вести при 
больших значениях отношения площадей про-
ходного сечений диафрагмы ВТ и сопла эжекто-
ра ( = 1,6 – 2,75).
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This paper evaluates the effi ciency of cooling a coil, fi tted with an internal channel, for a one-turn 
inductor for electromagnetic metal forming, using a low-temperature air from a vortex tube, with and 
without an ejector. The experiment data shows that at constant pressure on the vortex tube entrance the 
highest cooling effi ciency and intensity are reached at values >1, where  is an ejector diaphragm to 
nozzle section area relation. The results show that air channel cooling of a coil for a one-turn inductor 
using air from vortex tube has considerably high effi ciency and high safety parameters.
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ВВЕДЕНИЕ

Важной задачей авиадвигателестроения 
является повышение надёжности и долговеч-
ности изделий. Сложность указанной задачи 
заключается в обеспечении таких параметров 
как характеристики сопротивления усталости и 
соответствие геометрических размеров и фор-
мы деталей конструкторской документации. 

Одним из наиболее распространённых методов 
повышения сопротивления усталости является 
упрочнение методами поверхностного пласти-
ческого деформирования (ППД). Назначение 
оптимальных режимов обработки необходимо 
ввиду того, что упрочняемые детали подверже-
ны короблению от воздействия остаточных на-
пряжений (ОН), создаваемых в поверхностном 
слое материала. 

Изменение размеров и формы деталей при 
упрочнении на режимах, обеспечивающих наи-
больший уровень сопротивления усталости, за-
частую превышает установленные технологи-
ческие допуски. Поэтому целью данной работы 
является разработка методов прогнозирования 
технологических остаточных деформаций (ТОД) 
и методик назначения режимов обработки. 
Применение расчётных методик прогнозирова-
ния ТОД на стадии назначения технологических 
допусков позволяет учесть остаточные дефор-
мации деталей после упрочнения и получить 
соответствие их размеров установленным тре-
бованиям, а также компенсировать возможные 
отклонения, получаемые на предыдущих этапах 
технологического процесса.

УДК 539.4.014.13 

РАСЧЁТНОЕ ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ 
ОСТАТОЧНЫХ ДЕФОРМАЦИЙ ПРИ ИЗГОТОВЛЕНИИ ДЕТАЛЕЙ, 

ПОДВЕРГАЕМЫХ УПРОЧНЕНИЮ ПОВЕРХНОСТНЫМ 
ПЛАСТИЧЕСКИМ ДЕФОРМИРОВАНИЕМ
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Обеспечение геометрической точности особо ответственных деталей является актуальной за-
дачей предприятий авиационной отрасли. Лопатки газотурбинных двигателей являются особо 
ответственными и технологически сложными деталями. Как правило, поверхностному дробе-
струйному упрочнению подвергаются замковые соединения лопаток, а также перо. Остаточные 
напряжения являются следствием появления технологических остаточных деформаций. Именно 
остаточные деформации, вызванные действием остаточных напряжений, в большинстве случаев 
являются причиной брака. Таким образом, разработка научно обоснованных подходов к модели-
рованию остаточных напряжений и расчёту технологических остаточных деформаций является 
актуальной задачей. В работе изложен подход, позволяющий на стадии механической обработки 
учитывать деформации, которые могут быть получены на заключительных этапах изготовления 
деталей после упрочнения поверхностным пластическим деформированием. Подход основан на 
предварительном расчётном прогнозировании технологических остаточных деформаций от дей-
ствия остаточных напряжений на основе аналитических и конечно-элементных методов. Реали-
зация подхода показана на примере лопатки компрессора газотурбинного двигателя, подвергае-
мой упрочнению дробеструйной обработкой по всей поверхности детали.
Ключевые слова: остаточные деформации, остаточные напряжения, технологические допуски, 
дробеструйное упрочнение, моделирование.
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МЕТОДИКА ПРОГНОЗИРОВАНИЯ 
ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ОСТАТОЧНЫХ 

ДЕФОРМАЦИЙ

В основу методики прогнозирования ТОД 
положена удельная энергия упругой деформа-
ции поверхностного слоя лопаток ГТД и энер-
гетический метод назначения оптимальных 
режимов упрочнения [1], базирующийся на 
энергии поверхностного пластически деформи-
рованного слоя деталей. В качестве начальных 
напряжений (НН) н в расчётах используются 
эквивалентные по энергии начальные напряже-
ния, распределённые равномерно по толщине 
поверхностного слоя. Эквивалентные началь-
ные напряжения позволяют без потери точно-
сти значительно упростить расчёты остаточных 
деформаций, что особенно важно при прогно-
зировании коробления деталей сложной фор-
мы, таких как диски и лопатки ГТД. 

Учёт рассчитанных остаточных деформа-
ций, получаемых после упрочнения, необходи-
мо осуществлять на стадии механической обра-
ботки. В качестве примера рассмотрена лопатка 
компрессора газотурбинного двигателя, под-
вергаемая упрочнению пневмодробеструйной 
обработкой стальными микрошариками. Ос-
новными деформациями, возникающими на за-
ключительной стадии изготовления лопаток ГТД 
при упрочнении дробеструйной обработкой, яв-
ляются изгиб пера лопатки и поворот попереч-
ных сечений. Предварительно рассчитывается 
уровень деформаций, после чего производится 
корректировка исходных технологических до-
пусков для упреждения изменения размеров и 
формы лопаток от последующей упрочняющей 
обработки. Важным преимуществом предло-
женного метода является возможность его при-
менения в серийном производстве. Упреждение 
изменения геометрии лопаток позволяет про-
водить последующую упрочняющую обработку 
на одном выбранном режиме, обеспечивающем 
необходимый уровень предела выносливости.

Расчёт остаточных деформаций деталей мо-
жет осуществляться с помощью аналитических 
методов, а также с использованием конечно-
элементных моделей упрочняемых деталей. 
Особенностью аналитических методов являет-
ся небольшая трудоёмкость и простота расчёт-
ных схем, отображающих совокупность силовых 
факторов от воздействия ОН в материале по-
верхностного слоя детали. Повышение точности 
расчётов достигается путём использования НН, 
определяемых методом последовательных при-
ближений из эпюры ОН, полученной с помощью 
электролитического травления [2]. Результаты 
предварительных исследований и расчётов по-
казывают, что для деталей, у которых отношение 
толщины упрочнённого поверхностного слоя к 

толщине детали a/h ≤ 0,05 различие между ОН и 
НН незначительно и им можно пренебречь. 

При прогнозировании ТОД лопаток ком-
прессора ГТД  после упрочнения на заданных 
режимах, необходимо максимально повысить 
точность расчётов, по результатам которых бу-
дет осуществлена корректировка исходных до-
пусков. Повышение точности разработанного 
метода и упрощение расчётов достигается путём 
введения понятия удельной энергии поверхност-
ного пластически деформированного слоя а [3]. 
Использование в расчётах постоянных по толщи-
не слоя эквивалентных начальных напряжений

³=
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�� ξσσ
 

,                      (1)

позволяет повысить точность как аналитиче-
ских, так и конечно-элементных расчётов.

Лопатки ГТД с небольшими углами закрутки 
поперечных сечений относятся к деталям типа 
«стержень», так как их поперечные размеры зна-
чительно меньше длины. Для оценки возможных 
ТОД лопаток используются следующие выраже-
ния для определения удлинения и прогибов: 
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где F, Ix, Iy – площадь и осевые моменты инерции 
поперечных сечений лопатки; l – длина лопат-
ки, S – длина контура поперечных сечений ло-
патки, ∆l, fx, fy – удлинение и прогибы лопатки, 
подвергаемой упрочнению. Выражения для си-
ловых факторов (осевой силы Nz и изгибающих 
моментов M, M) имеют вид:

³

³
−=

−=
−=

S
ɷ

S
ɷ

ɷz

dsraM

dsaM
aSN

�

�
�

θσ

ξσ
σ

ξ

η

.

                       

(3)

Аналитический метод прогнозирования 
ТОД применяется в расчётах, предполагающих 
равномерный уровень ОН по всей поверхности 
лопатки. Этот метод позволяет осуществлять 
быструю оценку ТОД по представленной рас-
чётной схеме (рис. 1). 

 В производственных условиях обеспечение 
геометрической точности лопаток на заключи-
тельной стадии изготовления путём смещения 
исходных технологических допусков требует 
повышенной точности расчётов. Существую-
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щие методы, положенные в основу исследова-
ний остаточных напряжений и деформаций, 
основаны на различных теориях и допущениях, 
позволяющих с определённой точностью моде-
лировать ОН в поверхностном слое деталей. При 
этом в расчётах может быть использована инте-
гральная величина ОН [4], интегральная величи-
на начальных напряжений НН [5], эквивалент-
ные НН [1]. Усложнение конструкции деталей, 
технологических процессов и оборудования [6] 
привело к необходимости совершенствования 
методов моделирования исследуемых процес-
сов, в результате чего возникла необходимость в 
использовании численных методов расчёта. 

Моделирование НДС деталей с использова-
нием конечно-элементного метода позволило 
значительно повысить точность вычислений. 
При этом, помимо уже упомянутых величин на-
пряжений, средства МКЭ позволяют осущест-
влять загрузку заданной эпюры напряжений в 
материал поверхностного слоя модели и про-
вести дальнейшие расчёты, моделирующие 
перераспределение напряжений. Итогом ко-
нечно-элементного анализа являются результи-
рующие остаточные напряжения и остаточные 
деформации детали, используемые при коррек-
тировке исходных технологических допусков. 
Оценочные расчёты позволяют прогнозировать 
деформации пера лопатки после упрочнения на 

двух режимах – минимальном и максимальном, 
возможных для данной лопатки. 

В качестве примера приведена лопатка дли-
ной 120  мм. Построение конечно-элементной 
модели осуществлялось в системе ANSYS. Упроч-
нённый поверхностный слой был смоделирован 
в виде отдельно выделенного объёма, толщина 
которого равна толщине залегания НН. Объ-
ёмы соединены операцией Glue. Для разметки 
основного объёма лопатки использовались эле-
менты Solid 45. Упрочнённый поверхностный 
слой размечен элементами  Solid-Shell  190.  В 
соответствии с энергетическим методом назна-
чения оптимальных режимов упрочнения в по-
верхностный слой загружались эквивалентные 
НН, постоянные по толщине поверхностного 
слоя, после чего в результате расчёта были полу-
чены деформации лопатки и остаточное напря-
жённое состояние поверхностного слоя. 

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЁТНОГО 
ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ 

ОСТАТОЧНЫХ ДЕФОРМАЦИЙ

Результаты расчётов представлены в табли-
це 1, где  – эквивалентные НН, моделируемые 
в поверхностном слое лопатки, ∆l – удлинение 
лопатки,  f – изменение прогиба,  – изменение 
угла закрутки пера лопатки. Деформации ко-

Рис. 1. Система коорбинат естественно закрученного стержня

Таблица 1. Деформации лопатки газотурбинного двигателя

ı, ŕŘũ ĸl, ŵŵ f, ŵŵ ĳ, Źũŭ 

300 0,3166735 0,317115 0,003216 

600 0,039322 0,63423 0,006433 
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нечно-элементной модели лопатки показаны 
на рис. 2. 

В результате расчётов получены данные, со-
гласно которым, на стадии механической обра-
ботки, смещая технологические допуски, пред-
ставляется возможным изготавливать лопатки с 
упреждением возможного коробления, получае-
мого при последующей обработке методами ППД. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Определение упреждающих технологиче-
ских допусков, основанное на энергетическом 
методе прогнозирования ТОД деталей после 
упрочнения методами ППД, позволяет обеспе-
чить геометрические размеры и форму деталей  
в соответствии с требованиями конструкторской 
документации, а также устранить отклонения от 
заданных размеров, возникающие на предыду-
щих стадиях технологического процесса.

Разработанные подходы применимы в про-
изводственных условиях при изготовлении дета-
лей сложной формы, подверженных короблению.

Применение разработанной методики опре-
деления эквивалентных начальных напряжений 
позволяет значительно упростить и ускорить 
расчёты ТОД методом конечных элементов в 
системе ANSYS.

Проведённые расчёты указывают на воз-
можность применения постоянного режима 
упрочнения для всех поверхностей при обра-
ботке деталей сложной формы, что значительно 
уменьшает трудоёмкость работ по обеспечению 
их геометрической точности и доказывает воз-
можность применения представленных мето-
дик в серийном производстве.
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Ensuring the geometric accuracy of critical parts is an actual problem for aviation industry enterprises. 
The blades of gas turbine engines are particularly critical and technologically complex parts. In most 
cases, the interlocks of the blades, as well as the blade, are subjected to surface shot peening. Residual 
stresses are the fi rst cause of the appearance of technological residual deformations. It is the residual 
deformations caused by the action of residual stresses that in most cases are the cause of critical defects 
of parts. Thus, the development of scientifi cally based approaches to modeling residual stresses and 
calculating technological residual deformations is an actual task. The paper presents an approach that 
allows at the stage of machining to take into account the deformations that can be obtained at the fi nal 
stages of manufacturing parts after shot peening strengthening. The approach is based on preliminary 
computational prediction of technological residual deformations from the action of residual stresses 
based on analytical and fi nite element methods. The implementation of the approach is shown on the 
example of a compressor blade of a gas turbine engine, subjected to hardening by shot peening over the 
entire surface of the part.
Keywords: residual deformations, residual stresses, technological tolerances, shot peening strengthening, 
modeling.
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ВВЕДЕНИЕ

В новых условиях ведения производствен-
но-хозяйственной деятельности повышается 
значимость и актуальность повышения ресур-
соэффективности и экологичности производ-
ственных процессов, что в рамках концепции 
устойчивого развития [1] имеет критически важ-

ное значение для нефтехимических предпри-
ятий. Рынки нефтегазохимической продукции 
отличает большое число промышленных пере-
делов, повышающих добавленную стоимость 
нефтехимической продукции. Это обусловли-
вает то, что на рынок поставляются полуфабри-
каты разной ступени переделов, являющиеся 
входным потоком для предприятий, осущест-
вляющих их дальнейшую переработку в зависи-
мости от имеющихся у них производственных 

УДК 658.5

К ВОПРОСУ О ПЕРЕХОДЕ ПРЕДПРИЯТИЙ ПРОМЫШЛЕННОСТИ 
К ЗАМКНУТОМУ ПРОИЗВОДСТВЕННОМУ ЦИКЛУ 
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В новых условиях ведения производственно-хозяйственной деятельности повышается значи-
мость и актуальность повышения ресурсоэффективности и экологичности производственных 
процессов, что в рамках концепции устойчивого развития и ESG-повестки имеет критически 
важное значение для нефтехимических предприятий. На современных промышленных предпри-
ятиях стоит острая необходимость проектирования и внедрения в процессы управления замкну-
тых производственных циклов, повышающих ресурсоэффективность производства и промыш-
ленности в целом. Цель статьи заключается в разработке концептуальной модели управления 
процессом перехода предприятий нефтехимии на замкнутый цикл. Объектом исследования вы-
ступают нефтехимические предприятия, предметом – производственные циклы. Задачи статьи 
сводятся к следующим: описать методику разработки модели управления процессом перехода 
предприятий нефтехимии на замкнутый цикл; представить характеристику безотходного зам-
кнутого производственного процесса; выстроить схему проектирования абсолютно замкнутого 
или безотходного технологического цикла. Результаты проведенного исследования позволили 
систематизировать следующие выводы: 1) под замкнутым производственным циклом предло-
жено понимать форму организации производства нефтехимической продукции при котором ре-
сурсы производства (сырье, энергия) используются в производственном процессе многократно, 
предварительно пройдя очистку, оснастку, охлаждение и т.п., возвращающему ресурсу производ-
ства требуемое качество в рамках данной технологии производства с последующим поступлени-
ем его на первую, либо предыдущие стадии производственно-сбытовой цепочки; 2) специфика 
организации замкнутого цикла на предприятиях нефтехимической промышленности связана 
с образованием значительного количества побочных продуктов в ходе основного химического 
процесса, что позволяет получать побочные виды продуктов, которые также могут использовать-
ся в производственно-сбытовых цепочках (например, минеральные удобрения, серная кислота и 
т.п.); 3) преимущество химического рециклинга состоит в возможности переработки смешанных, 
многокомпонентных и загрязненных отходов, а также получения вторичного сырье, практически 
не отличимое по свойствам от исходного первичного сырья, следствием чего является не ограни-
ченное количество циклов переработки; 4) основу концептуальной модель управления процессом 
перехода предприятий нефтехимии на замкнутый цикл составляют такие элементы управления, 
как цель, критерии, субъект и объект управления, методы и инструменты системной инженерии; 
проблемы реорганизации производственных процессов, а также задачи и технологии перехода 
к замкнутым производственным процессам. Теоретическая значимость исследования состоит в 
систематизации концептуальных основ управления процессом перехода предприятий нефтехи-
мии на замкнутый цикл, что позволит в дальнейших научных изысканиях разработать практи-
ческие аспекты управления замыканием производственных циклов, переходом к безотходным 
производствам на микроуровне.
Ключевые слова: замкнутый производственный цикл, промышленное производство, нефтехими-
ческое предприятие, ресурсосбережение, производственно-сбытовые цепочки, модель управле-
ния.
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мощностей по использованию всех компонен-
тов переработки сырья нефтегазохимического 
производства. Также на рынке присутствует и 
готовая конечная продукция с разной величи-
ной добавленной стоимости в зависимости от 
уровня ее переработки.

В настоящее время для нефтехимической 
промышленности задача прироста создавае-
мой добавленной стоимости решается в рамках 
формирования и обеспечения синергии произ-
водственно-сбытовых цепочек, охватывающих 
сопряженные производства: отрасль создания 
технологий – газодобыча и нефтепереработка; 
отрасль производства оборудования – нефтепе-
реработка; строительная отрасль – газохимия и 
нефтехимия. Каждая из обозначенных отраслей 
при движении вдоль прямой создания добавлен-
ной стоимости повышает стоимость конечной 
продукции, которая используется как входной 
поток в виде полуфабрикатов для последующих 
отраслей в рамках единой цепочки, замыкаясь 
на рынке сбыта в виде инновационной продук-
ции с высокой добавленной стоимостью.

Вместе с тем, на современных промышлен-
ных предприятиях стоит острая необходимость 
проектирования и внедрения в процессы управ-
ления замкнутых производственных циклов, 
повышающих ресурсоэффективность произ-
водства и промышленности в целом. Указан-
ные аспекты предопределили выбор тематики 
исследования, постановку его целей и задач. 
Цель статьи заключается в разработке концеп-
туальной модели управления процессом пере-
хода предприятий нефтехимии на замкнутый 
цикл. Объектом исследования выступают не-
фтехимические предприятия, предметом – про-
изводственные циклы. Задачи статьи сводятся к 
следующим:

– описать методику разработки модели 
управления процессом перехода предприятий 
нефтехимии на замкнутый цикл;

– представить характеристику безотходного 
замкнутого производственного процесса;

– выстроить схему проектирования абсо-
лютно замкнутого или безотходного технологи-
ческого цикла.

МЕТОДИКА ИССЛЕДОВАНИЯ

Информационную базу исследования соста-
вили открытые источники информации по не-
фтехимическим предприятиям, в частности, за 
основу изучения замкнутых производственных 
процессов взят опыт группы компания «Сибур». 
При разработке концептуальной модель управ-
ления процессом перехода предприятий не-
фтехимии на замкнутый цикл использовались 
методы описания, сравнения и системного ана-
лиза для таких элементов процесса управления, 
как:

– цель, критерии управления, субъект и объ-
ект управления;

– методы и инструменты системной инже-
нерии;

– проблемы реорганизации производствен-
ных процессов;

– задачи и технологии перехода к замкну-
тым производственным процессам.

ХАРАКТЕРИСТИКА БЕЗОТХОДНОГО 
ЗАМКНУТОГО ПРОИЗВОДСТВЕННОГО ПРОЦЕССА 

Каждая стадия производственно-сбыто-
вой цепочки сопровождается образованием 
отходов, минимизация которых в рамках по-
литики ресурсосбережения предполагает вне-
дрение замкнутых производственных циклов, 
при которых отходы производства и потребле-
ния энергии и материалов на технологические 
нужды после переработки снова поступают в 
процесс производства, формируя производство 
замкнутого цикла (рис. 1).

Рис. 1. Схема безотходного замкнутого производственного процесса [обобщено автором]
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 Таким образом, применительно к нефтехи-
мической промышленности замкнутый произ-
водственный цикл представляет собой форму 
организации производства нефтехимической 
продукции при котором ресурсы производства 
(сырье, энергия) используются в производ-
ственном процессе многократно, предваритель-
но пройдя очистку, оснастку, охлаждение и т.п., 
возвращающему ресурсу производства требуе-
мое качество в рамках данной технологии про-
изводства с последующим поступлением его на 
первую, либо предыдущие стадии производ-
ственно-сбытовой цепочки.

СПЕЦИФИКА ЗАМКНУТОГО ИЛИ БЕЗОТХОД-
НОГО ТЕХНОЛОГИЧЕСКОГО ЦИКЛА

В вопросах организации производственных 
систем в нефтехимической промышленности с 
практической точки зрения важным является 
провести сравнительный анализ существующей 
технологии производства и технологической 
схемы производственного процесса с эталонной 
схемой безотходного замкнутого производствен-
ного процесса со стадиями: «ресурсы и энергия 
– производство – потребление – вторичное сырье 
– ресурсы и энергия», для которого характерно 
замкнутое движение поток ресурсов и энергии. 
Базовым принципом проектирования и внедре-
ния безотходного замкнутого производственно-
го процесса в нефтехимической промышленно-
сти считается обеспечение цикличности потоков 
ресурсов и энергии, примерами которых для 
нефтехимических предприятий могут быть зам-
кнутые водо- и газооборотные циклы, составля-
ющую наибольшую долю ресурсов и источников 
энергии в нефтехимическом производстве [2-4].

Замкнутый производственный цикл и мало-
отходные технологии активно внедряются на 
предприятиях нефтехимической промышлен-
ности. Замкнутая организация производствен-
ного процесса в пределах структурных единиц 
(цеха) или предприятия в целом способствует 
сокращению производственного цикла, сни-
жению отходности производства, уменьшению 
затрат на перемещение сырья и материалов, 
повышению технической и экономической эф-
фективности. 

Особенность организации замкнутого цикла 
в нефтехимии обусловлена образованием зна-
чительного количества побочных продуктов в 
ходе основного химического процесса. К приме-
ру, образующийся в технологическом процессе 
диоксид серы вступает в реакцию с жидкостями 
различного химического состава, что дает воз-
можность получать минеральные удобрения 
(сернокислый аммоний, суперфосфат и др.), при 
контакте с водой – серную кислоту как востре-
бованное сырье для многих производств [5]. В 
общем виде принцип проектирования абсолют-
но замкнутого или безотходного технологиче-
ского цикла показан на рисунке (рис. 2). 

В замкнутом технологическом цикле не об-
разуются отходы производства, поскольку вы-
ходные потоки одного производственного про-
цесса являются входными потоками (сырьем) 
для другого производства.  Однако, существу-
ющие химические и механические технологии 
рециклинга не позволяют создать абсолютно 
безотходное производство, т.к. не на все конеч-
ные продукты и отходы имеются разработанные 
способы и процессы переработки. В этой связи, 
не все отходы удается эффективно извлекать из 
отходящих материальных потоков.

ɗɧɟɪɝɨɪɟɫɭɪɫɵ

ɉɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɨ ɉɨɬɪɟɛɥɟɧɢɟȽɨɬɨɜɵɣ�ɩɪɨɞɭɤɬ

Ɉɬɯɨɞɵ

ɋɵɪɶɟ�ɢ�ɦɚɬɟɪɢɚɥɵ

ɈɬɯɨɞɵȾɪɭɝɨɣ�ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɟɧɧɵɣ�ɩɪɨɰɟɫɫ

Рис. 2. Общая схема проектирования абсолютно замкнутого 
или безотходного технологического цикла [составлено автором по материалам [6]]
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Ресурсами для производственного процес-
са являются не только первичное сырье, но и 
вторичные ресурсы, образованные в резуль-
тате рециклинга отходов. В качестве примера 
возврата отходов производства в тот же про-
изводственный цикл в нефтехимии отметим 
производство продукции из полиэтилена и 
полипропилена. Продукция, утратившая свои 
потребительские свойства, может быть по-
вторно переработана в основном технологи-
ческом процессе. Кроме того, отходы произ-
водства могут являться сырьем для смежных 
производств, или производств иной товарной 
группы.   

ОСОБЕННОСТИ ЗАМКНУТОГО 
ТЕХНОЛОГИЧЕСКОГО ЦИКЛА 

НА НЕФТЕХИМИЧЕСКИХ ПРЕДПРИЯТИЯХ

Нефтехимическое производство облада-
ет наибольшим потенциалом в организации 
замкнутого технологического цикла и произ-
водства продукции с содержанием вторичного 
сырья. Это обусловлено уникальностью свойств 
полимеров к многократной переработке и су-
ществующим технологиям, которые позволяют 
вовлечь полимерные отходы в производствен-
ный цикл. Термоэластопластичные эластомеры 
при воздействии высокой температуры перехо-
дят в вязкотекучее состояние и изменяют свою 
форму. Данное свойство позволяет чаще всего 
использовать термоэластопласты для вторич-
ной переработки. К примеру, в группе компаний 
«Сибур» разработана новая продукция вторич-
ных полимеров Vivilen с содержанием вторич-
ных материальных ресурсов до 25-50% [7]. 

Обобщая опыт крупнейших производите-
лей продукции нефтехимии, можно выделить 
следующие проблемы перехода предприятий 
на замкнутый технологический цикл:

1) низкий уровень развития технологий и, 
соответственно, низкий охват нефтехимических 
производств технологиями, которые позволяют 
возвращать вторичные материалы в производ-
ственный цикл в качестве исходного сырья;

2) при некотором наличии технологий 
механического рециклинга (уменьшение и 
укрупнение размеров частиц, обезвоживание, 
обогащение и пр.) наблюдается практически 
отсутствие эффективных технологий химиче-
ского рециклинга;

3) отсутствие взаимосвязанных стабильных 
и управляемых технологических цепочек ре-
сурсных потоков как внутри производства, так 
и в сети со смежными производителями (для 
обеспечение стабильных объемов поставок 
вторичного сырья);

4) необходимость адаптации организаци-
онных и экономических механизмов управле-
ния производств под новый формат работы со 
вторичным сырьем (регулятор, налоговые при-
оритеты);

5) повышение качества или улучшение фи-
зико-химических свойств вторичных матери-
альных ресурсов путем их дополнительной об-
работки производителями. 

Наиболее сложной из перечисленных про-
блем является задача развития термохимиче-
ских методов рецклинга, который позволит 
существенно нарастить объемы перерабатыва-
емой полимерной продукции. ЕС декларирует 
увеличение доли перерабатываемого пластика 
до 50% к 2030 году. Данный показатель может 
быть достигнут только в случае дальнейшего 
развития технологий химического рециклинга 
и масштабирования новых решений. 

Преимущество химического рециклинга 
заключается, во-первых, в возможности пере-
работки смешанных, многокомпонентных и 
загрязненных отходов. Таким образом, появ-
ляется возможность перерабатывать отходы, 
которые считаются на большинстве предпри-
ятий «не перерабатываемыми» отходами. На-
пример, имеется положительный зарубежный 
опыт технологий переработки пластика хими-
ческим методом – Европа, Америка и азиат-
ские страны (Япония, Корея). В российской на-
уке и промышленности есть соответствующие 
наработки, но нет эффективного трансфера ла-
бораторных исследований к пилотным и про-
мышленным решениям.

Во-вторых, в отличие от механической 
переработки отходов, химический рециклинг 
позволяет получать вторичное сырье, практи-
чески не отличимое по свойствам от исходного 
первичного сырья. В результате подобных тех-
нологий не ограничивается количество циклов 
переработки.

На нефтехимических предприятиях суще-
ствуют следующие универсальные для нефте-
химии технологии зацикливания производства 
с вовлечением побочных продуктов: 

– переработка попутного нефтяного газа 
путем производства широкой фракции летучих 
углеводородов (ШФЛУ), производство электро-
энергии, химическая переработка в смесь аро-
матических углеводородов и пр.;

– улавливание CO2 от сжигания топлива 
или технологических процессов в формате тех-
нологии CCUS, т.е. включая транспортировку 
углекислого газа, подземное хранение и ис-
пользование в качестве ресурса в производстве 
продукции;

– очистка воды и ее рециркуляция. 



81

Машиностроение и машиноведение

КОНЦЕПТУАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ УПРАВЛЕНИЯ 
ПРОЦЕССОМ ПЕРЕХОДА ПРЕДПРИЯТИЙ
 НЕФТЕХИМИИ НА ЗАМКНУТЫЙ ЦИКЛ

Концептуальная (содержательная) модель 
управления процессом перехода предприятий 
нефтехимии на замкнутый цикл представлена 
нами на рисунке (рис. 3).  Это абстрактная мо-
дель, определяющая элементы моделируемой 
производственной системы и причинно-след-
ственные связи, существенные для достижения 
цели. Модель состоит из двух ключевых блоков: 

блок «Система управления реорганизацией про-
цессов производства в замкнутый цикл» и блок 
«Система принятия решений по реорганизации 
процессов производства в замкнутый цикл». 

Блок «Система управления реорганизацией 
процессов производства в замкнутый цикл» вклю-
чает цель управления, субъект и объект управле-
ния, а также критерии управления – показатели 
удельного веса переработанных отходов произ-
водств, ресурсоемкость производства (первичное 
сырье), энергоемкость производства (первичная 
приобретаемая тепловая и электрическая энергия).  
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Рис. 3. Концептуальная модель управления процессом перехода предприятий
нефтехимии на замкнутый цикл [составлено автором]
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Блок «Система принятия решений по реор-
ганизации процессов производства в замкну-
тый цикл» основан на методах и инструментах 
системной инженерии, а именно итерацион-
ного цикла «декомпозиция – анализ – синтез» 
и методах математического и функциональ-
ного моделирования. В результате декомпо-
зиции и анализа производственной системы 
определяются ключевые проблемы в управ-
лении реорганизацией производственных 
процессов. В результате анализа химических 
технологий, выделены возможности, способ-
ствующие ускорению процесса зацикливания 
производства. Данные технологии универ-
сальны для нефтехимических производств, 
вырабатывающих попутный нефтяной газ, 
выделяющих углекислый газ.  

Исходя их обозначенных проблем и имею-
щихся универсальных технологий полагаем, что 
ключевыми задачами в управлении переходом 
производства на замкнутый цикл должно стать: 
поиск технологий и использование в произ-
водстве термохимических методов рецклинга, 
масштабирование новых решений; адаптация 
организационной структуры управления пред-
приятием под новый формат работы со вто-
ричным сырьем (взаимодействие с регулято-
ром, использование налоговых приоритетов); 
обеспечение стабильных объемов вторичных 
ресурсов на входе в производство и выходе из 
производства (встраивание предприятия в сеть 
вторичных материальных потоков).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, результаты проведенного 
исследования позволяют систематизировать 
следующие выводы.

1) Под замкнутым производственным ци-
клом предложено понимать форму организации 
производства нефтехимической продукции при 
котором ресурсы производства (сырье, энергия) 
используются в производственном процессе 
многократно, предварительно пройдя очист-
ку, оснастку, охлаждение и т.п., возвращающе-
му ресурсу производства требуемое качество в 
рамках данной технологии производства с по-
следующим поступлением его на первую, либо 
предыдущие стадии производственно-сбыто-
вой цепочки.

2) Специфика организации замкнутого 
цикла на предприятиях нефтехимической про-
мышленности связана с образованием значи-
тельного количества побочных продуктов в ходе 
основного химического процесса, что позволяет 
получать побочные виды продуктов, которые 
также могут использоваться в производствен-
но-сбытовых цепочках (например, минераль-
ные удобрения, серная кислота и т.п.).

3) Преимущество химического рециклинга 
состоит в возможности переработки смешанных, 
многокомпонентных и загрязненных отходов, а 
также получения вторичного сырье, практически 
не отличимое по свойствам от исходного первич-
ного сырья, следствием чего является не ограни-
ченное количество циклов переработки.

4) Основу концептуальной модель управле-
ния процессом перехода предприятий нефтехи-
мии на замкнутый цикл составляют такие эле-
менты управления, как цель, критерии, субъект 
и объект управления, методы и инструменты 
системной инженерии; проблемы реорганиза-
ции производственных процессов, а также зада-
чи и технологии перехода к замкнутым произ-
водственным процессам.

Полагаем, что теоретическая значимость 
исследования состоит в систематизации кон-
цептуальных основ управления процессом 
перехода предприятий нефтехимии на замкну-
тый цикл, что позволит в дальнейших научных 
изысканиях разработать практические аспекты 
управления замыканием производственных ци-
клов, переходом к безотходным производствам 
на микроуровне.
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In the new conditions of conducting production and economic activities, the importance and relevance of 
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as follows: to describe the methodology for developing a management model for the process of transition 
of petrochemical enterprises to a closed cycle; present a description of a waste-free closed production 
process; build a design scheme for an absolutely closed or waste-free technological cycle. The results of the 
study made it possible to systematize the following conclusions: 1) a closed production cycle is proposed 
to be understood as a form of organizing the production of petrochemical products, in which production 
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undergone cleaning, tooling, cooling, etc., returning the required quality of the production resource within 
the framework of this production technology with its subsequent entry to the fi rst or previous stages of 
the value chain; 2) the specifi city of the organization of a closed cycle in the petrochemical industry is 
associated with the formation of a signifi cant amount of by-products during the main chemical process, 
which makes it possible to obtain by-products that can also be used in value chains (for example, mineral 
fertilizers, sulfuric acid, etc.). P.); 3) the advantage of chemical recycling is the possibility of processing 
mixed, multi-component and contaminated waste, as well as obtaining secondary raw materials that 
are practically indistinguishable in properties from the original primary raw materials, resulting in an 
unlimited number of processing cycles; 4) the basis of the conceptual model for managing the process of 
transition of petrochemical enterprises to a closed cycle is such management elements as the goal, criteria, 
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of production processes, as well as tasks and technologies for the transition to closed production processes. 
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managing the process of transition of petrochemical enterprises to a closed cycle, which will allow in 
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Автомобильный генератор (АГ) продукт, 
выпускающийся массово, на который во вре-
мя осуществления технологического про-
цесса оказывает влияние группа случайных 
факторов, под действием которых возникают 
технологические погрешности геометрических 
размерных параметров, определяющих фор-
мирование несоосности статора и ротора. [1, 2]. 
Важным является то, что ни один из влияющих 
на технологический процесс факторов не вно-
сит решающего вклада в формирование несо-
осности статора и ротора [3].

На возникновение технологических погреш-
ностей геометрических размерных параметров, 
определяющих формирование несоосности 
статора и ротора, оказывает влияние стабиль-
ность технологического процесса [4, 5]. Из этого 
следует, что с учетом массовости производства 
для прогнозирования стабильности основных 
электротехнических и электромеханических 
характеристик АГ в зависимости от стабильно-
сти технологического процесса, необходимо ис-
пользовать методы математической статисти-
ки [6, 7]. Одним из наиболее удобных методов 
оценки случайных процессов выступает метод 
Монте-Карло в силу его простоты и универ-
сальности. Метод Монте-Карло сводится к оце-
ниванию плотности распределения некоторой 
случайной величины, определенной на вероят-
ностном пространстве с использованием инте-
грала типа Лебега-Стилтьеса:

 ,                           (1)

где  – плотность распределения оценивае-
мого параметра;  – сигма-конечная мера.

В рамках исследования следует прибегнуть к 
использованию метода Монте-Карло в его упро-
щенном виде, когда вышеописанный интеграл 
оценивается средним арифметическим плотно-
стей распределения:

 
,                        (2)

,                         (3)

где  – размер выборки;  – плотность рас-
пределения входной случайной величины с i-ой 
относительной частотой;  – входная случай-
ная оцениваемая величина;  – плотность 
распределения выходной случайной величины 
с i-ой относительной частотой;  – выходная 
случайная оцениваемая величина.

Для того, чтобы выполнять оценку распре-
деления случайных величин, необходимо знать, 
какому закону распределения подчиняется раз-
брос этих случайных величин [8, 9]. В рамках 
исследования предполагается отталкиваться от 
нормального закона распределения, в силу ряда 
причин: во-первых, на процесс изготовления 
АГ воздействует группа случайных факторов, 
во-вторых, ни один из них не вносит решаю-
щего вклада, значит, плотности распределения 
параметров несоосности статора и ротора и ос-
новных электротехнических и электромехани-
ческих характеристик оцениваются формулами:

,                 (4)

,        (5)
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,(6)

где  – среднеквадратичное отклонение ве-
личины смещения геометрической оси ротора, 
м;  – среднее значение величины смещения 
геометрической оси ротора по выборке АГ, м; 

 – среднеквадратичное отклонение вели-
чины амплитудного значения фазного статор-
ного напряжения, В;

  
– среднее значе-

ние величины амплитудного значения фазного 
статорного напряжения, В;  – среднеква-

дратичное отклонение величины амплитудного 
значения результирующей силы, воздейству-

ющей на подшипниковые узлы АГ, Н;  – 

среднее значение величины амплитудного зна-
чения результирующей силы, воздействующей 
на подшипниковые узлы АГ.

Для установления взаимосвязи стабильно-
сти технологического процесса и стабильности 
основных электротехнических и электромеха-
нических характеристик АГ следует оценивать 
плотности распределения величин смещения 
геометрической оси ротора и основных элек-
тротехнических и электромеханических харак-
теристик:

,                          (7)

,                       (8)

,                        (9)

где  – плотность распределения вели-
чин амплитудного значения фазного статорного 

напряжения выборки АГ;  – плотность 
распределения величин значений результирую-
щей силы, воздействующей на подшипниковые 
узлы АГ.

Автомобильный генератор – продукт, вы-
пускающийся массово, воздействие группы 
факторов, влияющих на возникновение техно-
логических погрешностей во время процесса 
производства индивидуально для каждого от-
дельно взятого АГ. Повышение стабильности 
технологического процесса, путем перехода от 8 
квалитета к 7 квалитету (сужение поля допуска 
на посадку подшипников автомобильного гене-
ратора (АГ) до 50 % относительно существующе-
го значения) позволит повысить стабильность 
основных электротехнических и электромеха-
нических характеристик АГ, а значит и повысить 
вероятность безотказной работы подшипнико-
вых узлов.

Проведем вероятностного расчетно-стати-
стический эксперимент по методу Монте-Кар-
ло. Для этого разработана программа расчета 
основных электротехнических характеристик 
автомобильного генератора, в которую инте-
грирована подпрограмма генератора случайных 

Рисунок 1 – Гистограмма диапазона значений смещений геометрической оси 
вращения ротора относительно статора первой выборки АГ
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чисел, реализующая нормальный закон распре-
деления.

Подпрограмма генератора случайных чисел 
создает две выборки АГ с различными значе-
ниями смещения геометрической оси ротора, 
значения первой выборки лежат в диапазоне 
установленного в ТУ поля допуска на посадку 
подшипников в щиты, значения второй – в диа-
пазоне суженого на 50 % поля допуска на посад-
ку подшипников в щиты. Число АГ в каждой вы-
борке – 100 штук.

Теперь следует выполнить оценку резуль-
татов, полученных в ходе вероятностного рас-
четно-статистического эксперимента по методу 
Монте-Карло (рисунки 1, 2).

В результате анализа рисунков 1 и 2, уста-
новлено, что первая выборка АГ имеет меньшую 
суммарную плотность распределения величин 
смещения геометрической оси ротора срав-
нительно со второй выборкой АГ. Суммарная 
плотность распределения величин смещения 
геометрической оси ротора первой выборки АГ 
равна 0,7513, второй – 0,80. Большая суммарная 
плотность распределения величин смещения 
геометрической оси ротора АГ свидетельствует 
о том, что при суженом на 50 % поле допуска на 
посадку подшипников в щиты технологический 
процесс становится более стабильным.

При повышении стабильности технологи-
ческого процесса должна повышаться стабиль-
ность основных электротехнических и электро-
механических характеристик.

Управлять стабильностью процесса изготов-
ления АГ возможно путем изменения ширины 
поля допуска на посадку подшипников в щиты. 
Для оценки влияния стабильности технологи-
ческого процесса на стабильность основных 
электротехнических и электромеханических 
характеристик АГ следует ввести количествен-
ный критерий, показывающий степень влияния 
входного параметра на выходные параметры 
[10]. В качестве инструмента оценки следует ис-
пользовать коэффициент влияния, который в 
общем виде выражается формулой:

 
,         (10)

где  – приращение выходного пара-
метра;  – приращение входного параметра; 

 – номинальное значение входного параме-
тра;  – номинальное значение выход-
ного параметра.

В контексте исследования входным параме-
тром выступает смещение геометрической оси 
ротора, а выходными параметрами – основные 
электротехнические и электромеханические ха-
рактеристики АГ:

,                (11)

,                 (12)

где  – приращение амплитудного зна-
чения фазного статорного напряжения, В;  – 

Рисунок 2 – Гистограмма диапазона значений смещений геометрической оси 
вращения ротора относительно статора второй выборки АГ
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смещение геометрической оси ротора, м;  
– приращение результирующей силы, воздей-
ствующей на подшипниковые узлы АГ, Н.

Коэффициент влияния выступает в каче-
стве универсального инструмента оценки ве-
сомости влияния входного параметра на фор-
мирование выходных параметров. Анализируя 
формулу коэффициента влияния для общего 
случая видно, что малое приращение выходно-
го параметра к малому приращению входного 
параметра даст малое значение коэффициента. 
Таким же образом, большое приращение вы-
ходного параметра к большому приращению 
входного параметра даст большое значение ко-
эффициента, а значит, оценка весомости влия-
ния параметров несоосности статора и ротора 
на основные электротехнические и электроме-
ханические характеристики будет иметь одно-
значный характер.

Для прогнозирования стабильности техно-
логического процесса производства генератора 
в зависимости от установленной ширины поля 
допуска на посадку подшипников в щиты сле-
дует использовать подпрограмму генератора 
случайных чисел. Генератор случайных чисел 
создает выборку величин смещения геометри-
ческой оси ротора в пределах установленного 
поля допуска на посадку подшипников в щиты, 
затем программа выполняет расчет основных 
электротехнических и электромеханических 
характеристик генератора, а также вероятность 
безотказной работы подшипниковых узлов в 

течение заданного промежутка времени при 
каждом значении смещения геометрической 
оси ротора. Используя полученные результаты 
расчетов определяются значения коэффициен-
тов влияния величин смещения геометриче-
ской оси ротора на основные электротехниче-
ские и электромеханические характеристики. 
По полученным результатам строятся графи-
ки зависимостей коэффициентов влияния от 
амплитудных значений фазного статорного 
напряжения и результирующей силы, воз-
действующей на подшипниковые узлы. Затем 
определяется разница между крайними зна-
чениями коэффициента влияния для той или 
иной характеристики генератора, чем меньше 
разница – тем стабильнее технологический 
процесс и соответственно стабильнее основ-
ные электротехнические и электромеханиче-
ские характеристики генератора.

В графическом формате концепция методи-
ки прогнозирования и управления качеством 
генератора по ключевым параметрам, охваты-
вающая предлагаемые вероятностные и рас-
четно-статистические инструменты может быть 
представлена в виде схемы (рисунок 3).

Применение разработанного инструмента-
рия в практике проектирования и производ-
ства автомобильных генераторов обеспечивает 
возможности для своевременной корректиров-
ки разрабатываемой конструкции, с точки зре-
ния обеспечения стабильности требуемых ха-
рактеристик.

 
Рисунок 3 – Концепция методики обеспечения качества АГ 

по параметрам несоосности статора и ротора
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Ключевым трендом Российской и мировой 
промышленности является цифровая транс-
формация и создание киберфизических систем, 
интегрирующих цифровые (виртуальные) и фи-
зические компоненты, для повышения скорости 
проектирования, разработки и производства 
высокотехнологичной продукции. Создаванмын 
на предприятии киберфизические системы для 
решения задач повышения эффективности де-
ятельности называются цифровыми заводами. 
Концепция цифрового завода предусматривает 
создание комплексных технологических реше-
ний, позволяющих разрабатывать и использо-
вать в виде единого объекта все организацион-
ные, технологические, логистические процессы 
и процессы управления производственной сре-
дой за счет интеграции виртуальных моделей и 
киберфизических систем.

Отличительными особенностями цифрового 
завода являются:

- Единая система управления информацией 
о производстве, единое информационное про-
странство;
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- Цифровое моделирование бизнес-процес-
сов и технологических процессов;

- Конвергенция цифрового и физического 
описаний изделий. (комплексный цифровой 
двойник);

- Цифровой реверс инжиниринг, формиро-
вание базы данных электронных составов про-
дукции, прототипов с использованием средств 
неразрушающего и разрушающего контроля, 
оборудования анализа физико-химических со-
ставов материалов;

- Внедрение передовых производственных 
технологии, включая аддитивное производство, 
новые виды сварки, сборки, механической обра-
ботки деталей и др.;

- Автоматизированные рабочие места (АРМ) 
производства, сбор данных от средств производ-
ства (MDC) и дополненная реальность (Computer 
Aided Workshops, CAW) с целью создания единой 
среды управления производственными участка-
ми, технического перевооружения и автомати-
зации производственных участков.

Аэрокосмическая промышленность России 
сегодня представлена более чем сотней круп-
ных предприятий только в структурах Госкорпо-
раций. Это, как правило, предприятия, которые 
выпускают конечную продукцию и являются 
звеньями сложных коопераций. Российские 
авиастроение и космическое машиностроение 
являются конкурентоспособными на миро-
вом рынке и приводят к мультипликативным 
эффектам в других высокотехнологичных от-
раслях, однако, существует определенный ком-
плекс проблем, затрудняющих модернизацию 
и технологическое развитие, среди которых: 
особые условия для развития научно-техноло-
гического потенциала вследствие проводимой 
государством политики импортозамещения; 
нарастающий кризис информационно-комму-
никационной и энергетической инфраструкту-
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ры и производственных мощностей, требующий 
применения технологий цифрового завода 

На сегодняшний день отсутствует единая 
методология и стандарты создания модели циф-
рового завода. Каждая организация, по – своему 
понимают и создают элементы цифрового заво-
да. Также существуют отраслевые особенности, 
влияющие на цифровую трансформацию пред-
приятий и цели поставок. В аэрокосмической 
отрасли фронтирной задачей является интенси-
фикации процессов создания и модернизации 
глобально конкурентоспособной, кастомизиро-
ванной продукции нового поколения на основе 
интеграции интеллектуальных производствен-
ных и информационных технологий. Решение 
данной задачи экстенсивным путем, т.е. увели-
чение объёмов производства за счёт наращи-
вания одинаковых в качественном отношении 
факторов производства, невозможно ввиду от-
сутствия отдельных видов ресурсов, главными 
из которых является время и кадры. Совершен-
ствование технологий, развитие инженерной 
науки и техники и применение их достижений 
в производстве, развитие инженерного образо-
вания и подготовка высококвалифицированных 
кадров, характерные для интенсивного пути, – 
единственный рациональный способ решения 
вышеуказанной задачи.

Поэтому создание концептуальной модели 
цифрового завода для предприятий аэрокосми-
ческой отрасли является актуальной задачей. 
При создании концептуальной модели цифро-
вого завода необходимо установить роль, место 
и причинно-следственные связи между широко 
применяемыми понятиями, такими как кибер-
физическая фабрика, цифровая фабрика, умная 
фабрика, виртуальная фабрика, цифровой завод 
и киберфизический полигон.

Для обобщения и систематизации научных 
подходов по созданию цифрового завода нами 
разработана концептуальная модель цифрового 
завода. Данная концептуальная модель цифро-
вого завода может быть применима на любом 
производственном предприятии аэрокосмиче-
ской отрасли. Для построения концептуальной 
модели цифрового завода необходимо опреде-
лить цель создания цифрового завода. Целью 
цифрового завода является интенсификации 
процессов создания и модернизации глобаль-
но конкурентоспособной и кастомизированной 
продукции нового поколения на основе инте-
грации интеллектуальных производственных и 
информационных технологи. Достижение цели 
цифрового завода реализуется за счет органи-
зации мониторинга состояния производимого 
объекта путем отображения на цифровой модели 
параметров его функционирования и индикации 
узлов и деталей оборудования, рабочие значе-
ния параметров которых отклоняются от  нор-

мальных; организация системы предиктивного 
обслуживания через анализ больших объемов 
статистических данных по работе оборудования 
за  период времени, а также управление объ-
ектами производства через цифровую модель 
(передача управляющих сигналов от  цифровой 
модели на  реальный объект). В зависимости от 
сформулированной цели модель цифрового за-
вода может менять свою структуру и состав.

Разработанная концептуальная модель ос-
новывается на ряде принципов построения и 
функционирования:

1. Иерархическая многоуровневая структура.
2. Киберфизическая система как основа 

цифрового завода.
3. Самообучающаяся модель.
4. Использование сквозных технологии: тех-

нологии искусственного интеллекта; техноло-
гии больших данных; облачные сервисы; новые 
производственные технологии; промышленный 
интернет вещей и др.

5. Роботизация и автоматизация производ-
ственных ячеек для создания «безлюдного» про-
изводства.

В основе концептуальной модели цифро-
вого завода лежит киберфизическая система. 
Киберфизическая система — комплексная рас-
пределенная информационно-технологическая 
система, интегрирующая цифровые ресурсы 
и физические сущности любого вида для оп-
тимизации процессов управления производ-
ственными элементами с возможностью ин-
теллектуальной обработки и реконфигурации 
потоков на базе теории кибернетики, мехатро-
ники, проектирования и науки о процессах. В 
киберфизических системах цифровая компо-
нента распределена по всей физической систе-
ме, которая является её носителем, и синергети-
чески увязана с её составляющими элементами. 
Киберфизическая система создается как сеть 
взаимодействующих физических и  инфор-
мационных компонентов производства (про-
мышленного оборудования, производственной 
цепочки поставок), проектируемая как еди-
ная информационно-аналитическая система 
(ЕИАС), организованная в рамках единой моде-
ли и  адаптирующаяся к  изменениям требова-
ний к изделиям и ограничений производства на 
базе технологии взаимосвязанного комплекса 
математических, физических и имитационных 
моделей объектов с соответствующими набора-
ми параметров, входами/выходами, управляю-
щими воздействиями, критериями, ограниче-
ниями и переменными оптимизации.

Структурная модель киберфизической си-
стемы созданной для производственной орга-
низации приведена на рисунке 1.

Киберфизическая система производствен-
ной организации включает в себя физическое 
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пространство с инженерно-техническим и ад-
министративно-управленческим персоналом, 
совокупностью физических элементов (техно-
логическое складское и транспортное обору-
дования, автоматизированные рабочие места, 
SCADA системы, устройства защиты от ошибок, 
предметы труда и др.) и интегрированное с ним 
цифровое (виртуальное) пространство. Цифро-
вое пространство включает в себя информацион-
ные системы обеспечивают выполнения процес-
сов создания высокотехнологичной продукции в 
цифровом пространстве. Сквозные технологии 
(промышленный интернет вещей, искусствен-
ный интеллект, новые производственные техно-
логии и др.) обеспечивают взаимодействия эле-
ментов физического пространства с цифровым. 
Все элементы цифрового и физического про-
странства киберфизической системы могут рас-
пространятся на взаимодействующие организа-
ционно-управленческие структуры: поставщики 
компонентов  инжиниринг  производство  
эксплуатация и сервис. 

Концептуальная модель цифрового завода 
представлена в виде структурной модели на ри-
сунке 2. Структурная модель состоит из совокуп-
ности трех типов компонентов:

- Процессы, протекающие в концептуальной 
модели цифрового завода. Процессы включают 
этапы жизненного цикла изделия, а также цепи 
поставок комплектующих и предприятия, осу-
ществляющие эксплуатацию и сервис аэрокос-
мической техники.

- Цифровые сервисы, к которым относятся 
цифровые платформы, программное обеспече-
ние, имитационные модели и цифровые двой-
ники и др.

- Физические компоненты, к которым от-
носятся персонал, автоматизированное техно-
логическое, контрольно-измерительное, ис-
пытательное и вспомогательное оборудование, 
датчики и сенсоры, системы транспортировки и 
хранение, системы защиты от ошибок и др.

Концептуальная модель цифрового завода 
является иерархической трехуровневой струк-
турой (Таблица 1).

Каждый последующий (верхний) уровень 
включает в себя предыдущий (нижний). Сово-
купность трех уровней является цифровым за-
водом. Цифровой завод – системы комплексных 
технологических решений, обеспечивающая в 
кратчайшие сроки производство глобально кон-
курентоспособной продукции нового поколения 
от заготовки до готового изделия, являющейся 
киберфизической системой и объединяющей в 
себе «Цифровую фабрику», «Умную фабрику» и 
«Виртуальную фабрику».

Для эффективного использования цифровых 
технологий необходимо преобразовать процес-
сы, происходящие в физическом пространстве, в 

информационные процессы, а также иметь воз-
можность обратного преобразования. В рамках 
концептуальной модели цифрового завода ре-
шается проблема адекватного моделирования 
алгоритма жизненного цикла изделия, т.е. уста-
новления взаимно однозначного соответствия 
между физическим и цифровым пространством. 
Комплексы предметно-ориентированного при-
кладного программного обеспечения предна-
значены для структурирования массива данных 
и автоматизации управления физическими и 
информационными процессами на протяжении 
всего жизненного цикла изделия.

Первым уровнем цифрового завода является 
цифровая фабрика, в основе которой заложены 
цифровые модели изделий, рабочих процессов, 
материалов и технологий производства, связан-
ные с техническими (а также экономическими) 
условиями и требованиями, которые находятся 
в единой для всех участников производствен-
ной цепочки информационно-аналитической 
среде – PLM-системе. Посредством передачи 
данных об изделии в контуре цифровой фабри-
ки формируется цифровой двойник и цифровом 
паспорте изделия, которые связывает данные об 
изделии со всеми внутренними и внешними от-
делами по ходу протекания бизнес-процессов 
(проектирования, снабжения, производства, ис-
пытаний), и формализует актуальные данные 
об изделии. Так, например, на этапе испытаний 
или эксплуатации изделия в цифровом двойни-
ке отображаются реальные эксплуатационные 
параметры, которые определяют качество изде-
лия, его производительность и др. показатели. 
На основе этих данных принимается решение 
об улучшении изделия, оптимизации его кон-
струкции или технологии производства. 

Цифровая фабрика в концептуальной мо-
дели цифрового завода представлена совокуп-
ностью процессов, цифровых и физических 
компонентов. В таблице 2 приведены процессы 
цифровой фабрики.

Цифровая фабрика использует цифровые 
двойники изделий для создания комплексной 
цифровой модели проектируемого изделия 
или узла, включая учет допусков, шероховато-
сти, свойств материала, сложности геометрии 
и технологического процесса формообразо-
вания, доступности и параметров эффектив-
ности производственного оборудования для 
автоматического анализа проектируемой кон-
струкции изделия или узла с точки зрения тех-
нологичности и стоимости. Так, конструкторы 
анализируют 3D модель изделия (CAD-модель) 
на соответствие требованиям Заказчика, в том 
числе по стоимости, исходя из серийности про-
изводства, технологи используют эти данные 
для подбора оптимальных режимов техноло-
гических процесса, формируя САМ-модели и 
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Таблица 1 – Уровни концептуальной модели цифрового завода

ŜŹŷūŮŶƅ ŖũűŵŮŶŷūũŶűŮ ŗŸűźũŶűŮ

1 şűŽŹŷūũƈ ŽũŪŹűųũ şűŽŹŷūũƈ ŽũŪŹűųũ – ųűŪŮŹŽűŰűƀŮźųũƈ źűźŻŮŵũ, ŷŪŮźŸŮƀűūũ-
ƇƂűŮ ū ųŹũŻƀũŲƁűŮ źŹŷųű ŸŹŷŮųŻűŹŷūũŶűŮ ű ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŷ 
ŬŴŷŪũŴƅŶŷ ųŷŶųżŹŮŶŻŷźŸŷźŷŪŶŷŲ ŸŹŷŭżųſűű ŶŷūŷŬŷ ŸŷųŷŴŮ-
Ŷűƈ ŷŻ źŻũŭűű űźźŴŮŭŷūũŶűƈ ű ŸŴũŶűŹŷūũŶűƈ, ųŷŬŭũ ŰũųŴũŭƄ-
ūũƇŻźƈ ŪũŰŷūƄŮ ŸŹűŶſűŸƄ űŰŭŮŴűƈ, ű ŰũųũŶƀűūũƈ źŷŰŭũŶűŮŵ 
ſűŽŹŷūŷŬŷ ŵũųŮŻũ, «ſűŽŹŷūŷŬŷ ŭūŷŲŶűųũ», ŷŸƄŻŶŷŬŷ ŷŪŹũŰſũ 
űŴű ŵŮŴųŷŲ źŮŹűű.  

şŮŴƅ ſűŽŹŷūŷŲ ŽũŪŹűųű – ŷŪŮźŸŮƀűŻƅ ųŹŷŻƀũŲƁűŮ źŹŷųű 
ŸŹŷŮųŻűŹŷūũŶűƈ ű ŹũŰŹũŪŷŻųű ŬŴŷŪũŴƅŶŷ ųŷŶųżŹŮŶŻŷźŸŷźŷŪ-
ŶŷŲ ŸŹŷŭżųſűű Űũ źƀŮŻ ſűŽŹŷūűŰũſűű ŸŹŷſŮźźŷū. 

2 ŜŵŶũƈ ŽũŪŹűųũ ŜŵŶũƈ ŽũŪŹűųũ – ųűŪŮŹŽűŰűƀŮźųũƈ źűźŻŮŵũ, ŷŪŮźŸŮƀűūũƇƂűŮ 
ū ųŹũŻƀũŲƁűŮ źŹŷųű ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŷ ŬŴŷŪũŴƅŶŷ ųŷŶųżŹŮŶŻŷźŸŷ-
źŷŪŶŷŲ ŸŹŷŭżųſűű ŶŷūŷŬŷ ŸŷųŷŴŮŶűƈ ŷŻ ŰũŬŷŻŷūųű ŭŷ ŬŷŻŷūŷ-
Ŭŷ űŰŭŮŴűƈ, ŷŻŴűƀűŻŮŴƅŶƄŵű ƀŮŹŻũŵű ųŷŻŷŹŷŬŷ ƈūŴƈŮŻźƈ ūƄ-
źŷųűŲ żŹŷūŮŶƅ ũūŻŷŵũŻűŰũſűű ű ŹŷŪŷŻűŰũſűű, űźųŴƇƀũƇƂűŲ 
ƀŮŴŷūŮƀŮźųűŲ ŽũųŻŷŹ ű źūƈŰũŶŶƄŮ ź ƆŻűŵ ŷƁűŪųű, ūŮŭżƂűŮ ų 
ŸŷŻŮŹŮ ųũƀŮźŻūũ («ŪŮŰŴƇŭŶŷŮ ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŷ»). ŋ ųũƀŮźŻūŮ 
ūžŷŭŶŷŬŷ ŸŹŷŭżųŻũ żŵŶƄž ŽũŪŹűų, ųũų ŸŹũūűŴŷ, űźŸŷŴƅŰżƇŻźƈ 
ŹŮŰżŴƅŻũŻƄ ŹũŪŷŻƄ ſűŽŹŷūƄž ŽũŪŹűų.  

şŮŴƅ żŵŶŷŲ ŽũŪŹűųű – ŷŪŮźŸŮƀűŻƅ ŬűŪųŷźŻƅ, źųŷŹŷźŻƅ, ųũƀŮ-
źŻūŷ ű ƆŽŽŮųŻűūŶŷźŻƅ źŮŹűŲŶŷŬŷ űŰŬŷŻŷūŴŮŶűƈ ŬŴŷŪũŴƅŶŷ 
ųŷŶųżŹŮŶŻŷźŸŷźŷŪŶŷŲ ŸŹŷŭżųſűű Űũ źƀŮŻ źŷŰŭũŶűƈ ŹŷŪŷŻűŰű-
ŹŷūũŶŶŷŬŷ ű ũūŻŷŵũŻűŰűŹŷūũŶŶŷŬŷ («ŪŮŰŴƇŭŶŷŬŷ») ŸŹŷűŰūŷŭ-
źŻūũ. 

3 ŋűŹŻżũŴƅŶũƈ               

ŽũŪŹűųũ 

ŋűŹŻżũŴƅŶũƈ ŽũŪŹűųũ – ųűŪŮŹŽűŰűƀŮźųũƈ źűźŻŮŵũ, ŷŪŮźŸŮƀű-
ūũƇƂűŮ ū ųŹũŻƀũŲƁűŮ źŹŷųű ŸŹŷŮųŻűŹŷūũŶűŮ ű ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŷ 
ŬŴŷŪũŴƅŶŷ ųŷŶųżŹŮŶŻŷźŸŷźŷŪŶŷŲ ŸŹŷŭżųſűű ŶŷūŷŬŷ ŸŷųŷŴŮ-
Ŷűƈ Űũ źƀŮŻ ŷŪƃŮŭűŶŮŶűƈ şűŽŹŷūƄž ű (űŴű) «ŜŵŶƄž» ŽũŪŹűų 
ū ŹũźŸŹŮŭŮŴŮŶŶżƇ źŮŻƅ. ŋűŹŻżũŴƅŶũƈ ŽũŪŹűųũ ŸŷŭŹũŰżŵŮūũŮŻ 
ŶũŴűƀűŮ űŶŽŷŹŵũſűŷŶŶƄž źűźŻŮŵ żŸŹũūŴŮŶűƈ ŸŹŮŭŸŹűƈŻűŮŵ 
(Enterprise Application Systems, EAS), ŸŷŰūŷŴƈƇƂűž ŹũŰŹũŪũ-
ŻƄūũŻƅ ű űźŸŷŴƅŰŷūũŻƅ ū ūűŭŮ ŮŭűŶŷŬŷ ŷŪƃŮųŻũ ūűŹŻżũŴƅŶżƇ 
ŵŷŭŮŴƅ ūźŮž ŷŹŬũŶűŰũſűŷŶŶƄž, ŻŮžŶŷŴŷŬűƀŮźųűž, ŴŷŬűźŻűƀŮ-
źųűž ű ŸŹŷƀűž ŸŹŷſŮźźŷū Ŷũ żŹŷūŶŮ ŬŴŷŪũŴƅŶƄž ſŮŸŷƀŮų Ÿŷ-
źŻũūŷų (ŸŷźŻũūųű ĺ ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŷ ĺ ŭűźŻŹűŪƅƇſűƈ ű ŴŷŬű-
źŻűųũ ĺ źŪƄŻ ĺ ŸŷźŴŮŸŹŷŭũůŶŷŮ ŷŪźŴżůűūũŶűŮ) ű (űŴű) Ŷũ 
żŹŷūŶŮ ŹũźŸŹŮŭŮŴŮŶŶƄž ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŮŶŶƄž ũųŻűūŷū. 

şŮŴƅ ūűŹŻżũŴƅŶŷŲ ŽũŪŹűųű – ŷŪŮźŸŮƀűŻƅ źųŷŹŷźŻƅ, ųũƀŮźŻūŷ ű 
ƆŽŽŮųŻűūŶŷźŻƅ ŸŹŷŮųŻűŹŷūũŶűƈ ű ŸŹŷűŰūŷŭźŻūũ ŬŴŷŪũŴƅŶŷ 
ųŷŶųżŹŮŶŻŷźŸŷźŷŪŶŷŲ ŸŹŷŭżųſűű Űũ źƀŮŻ źŷŰŭũŶűƈ ŮŭűŶŷŲ, 
ŹũźŸŹŮŭŮŴŮŶŶŷŲ źŮŻű ſűŽŹŷūƄž ű żŵŶƄž ŽũŪŹűų.   
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ИПЯ, снабженцы занимаются приобретением 
материалов и инструментов, планово-диспет-
черский отдел (ПДО) планирует загрузку про-
изводственных мощностей, что в конечном 
итоге приводит к выявлению потенциальных 
проблем в цепочке поставок на ранних стади-

ях проектирования, анализу себестоимости и 
принятий решений о выборе тех или иных тех-
нологических процессов. 

В таблице 3 приведены цифровые компо-
ненты «Цифровой фабрики».

Задачи, решаемые цифровой фабрикой:

Таблица 2 – Процессов цифровой фабрики

ɏ ŘŹŷſŮźź şűŽŹŷūƄŮ ųŷŵŸŷŶŮŶŻƄ 
1.� řŮūŮŹź űŶůűŶűŹűŶŬ  ŸŹŷſŮźźƄ źŷŰŭũŶűƈ ſűŽŹŷūŷŲ ųŷŸűű ŷŪƃŮųŻũ Ÿŷ żůŮ 

źżƂŮźŻūżƇƂŮŵż ŷŪŹũŰſż, ŷŪŴũŭũƇƂŮŲ Żũųűŵű ůŮ Žű-
ŰűƀŮźųűŵű žũŹũųŻŮŹűźŻűųũŵű, ź ŸŷźŴŮŭżƇƂŮŲ ŹũŰŹũ-
ŪŷŻųŷŲ ŻŮžŶŷŴŷŬűű ŮŬŷ ŸŹŷűŰūŷŭźŻūũ ű ŮŮ ŹŮũŴűŰũſűŮŲ. 

2.� ŉūŻŷŵũŻűŰűŹŷūũŶŶŷŮ                          
ŸŹŷŮųŻűŹŷūũŶűŮ, ŹũŰŹũŪŷŻųũ           
ű ŵŷŭŮŴűŹŷūũŶűŮ űŰŭŮŴűƈ 

ŘŹŷſŮźźƄ ŸŹŷŮųŻűŹŷūũŶűƈ ŹũŰŹũŪŷŻųű ű ŵŷŭŮŴűŹŷūũ-
Ŷűƈ űŰŭŮŴűŲ Ŷũ ŪũŰŮ ŷŹŬũŶűŰũſűŷŶŶŷ-ŻŮžŶűƀŮźųŷŲ 
źűźŻŮŵƄ ũūŻŷŵũŻűŰũſűű ŸŹŷſŮźźŷū ŸŹŷŮųŻűŹŷūũŶűƈ, 
źŷźŻŷƈƂŮŲ űŰ ŹũźŸŹŮŭŮŴŮŶŶŷŬŷ ųŷŵŸŴŮųźũ ŻŮžŶűƀŮ-
źųűž, ŸŹŷŬŹũŵŵŶƄž ű ŭŹżŬűž źŹŮŭźŻū ũūŻŷŵũŻűŰũſűű, 
ūųŴƇƀũƇƂŮŲ: űŶůŮŶŮŹŶƄŮ ŹũźƀŮŻƄ; źŷŰŭũŶűŮ ųŷŶ-
źŻŹżųŻŷŹźųŷŲ ű ŻŮžŶŷŴŷŬűƀŮźųŷŲ ŭŷųżŵŮŶŻũſűű; 3D-
ŵŷŭŮŴűŹŷūũŶűŮ. 

3.� ŉūŻŷŵũŻűŰűŹŷūũŶŶũƈ ŹũŰŹũŪŷŻųũ 
ű ŵŷŭŮŴűŹŷūũŶűŮ ŵũŻŮŹűũŴŷū. 

ŘŹŷſŮźźƄ ŸŹŷŮųŻűŹŷūũŶűƈ ű űŵűŻũſűŷŶŶŷ-
ƀűźŴŮŶŶŷŬŷ ŵŷŭŮŴűŹŷūũŶűƈ ŻŮžŶŷŴŷŬűƀŮźųűž ŸŹŷſŮź-
źŷū ź ūŷŰŵŷůŶŷźŻƅƇ ŸŹŷŬŶŷŰűŹŷūũŶűƈ ŶŷūƄž ūŷŰŵŷů-
ŶƄž ŵũŻŮŹűũŴŷū ű űž źūŷŲźŻū ŵũŻŮŵũŻűƀŮźųűŵű ŵŮŻŷ-
ŭũŵű, ŷŸŹŮŭŮŴƈƇƂűŮ ūŰũűŵŷźūƈŰƅ «ųŷŶźŻŹżųſűƈ -
źŷźŻũū–ŻŮžŶŷŴŷŬűƈ–źūŷŲźŻūũ». 

4.� řũŰŹũŪŷŻųũ ű ŵŷŭŮŴűŹŷūũŶűŮ 
ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŮŶŶƄž ŸŹŷſŮźźŷū. 

ŘŹŷſŮźźƄ ŹũŰŹũŪŷŻųű ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŮŶŶƄž ŸŹŷſŮźźŷū ű 
ŻŮžŶŷŴŷŬűƀŮźųűž ŷŸŮŹũſűŲ, ŹũźƀŮŻũ ŰũŬŹżŰųű ŸŹŷűŰ-
ūŷŭźŻūŮŶŶƄž żƀũźŻųŷū, źŷŰŭũŶűƈ ſűŽŹŷūƄž ŵŷŭŮŴŮŲ 
ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŮŶŶƄž źűźŻŮŵ, ũŶũŴűŰũ ŰũŬŹżůŮŶŶŷźŻű 
ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŮŶŶƄž źűźŻŮŵ ű űž ŪũŴũŶźűŹŷūųũ. 

5.� ŖŷŹŵűŹŷūũŶűŮ (ŻŹżŭŷūŷŮ                   
ű ŵũŻŮŹűũŴƅŶŷŮ). 

ŘŹŷſŮźźƄ ŹũźƀŮŻũ ŶŮŷŪžŷŭűŵƄž ŰũŻŹũŻ ŻŹżŭũ (ūŹŮŵŮŶű) 
Ŷũ ūƄŸŷŴŶŮŶűŮ ŹũŪŷŻ (űŰŬŷŻŷūŴŮŶűŮ ŮŭűŶűſƄ ŸŹŷŭżų-
ſűű, ŷųũŰũŶűŮ żźŴżŬ) ŷŻŭŮŴƅŶƄŵű ŹũŪŷŻŶűųũŵű (ŬŹżŸ-
Ÿũŵű ŹũŪŷŻŶűųŷū) ű żźŻũŶŷūŴŮŶűŮ Ŷũ ƆŻŷŲ ŷźŶŷūŮ ŶŷŹŵ 
ŻŹżŭũ ŸŹű ŸŹŷŮųŻűŹŷūũŶűű ű ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŮ ŸŹŷŭżųſűű. 
őŶźŻŹżŵŮŶŻƄ ŷſŮŶųű ŸŷųũŰũŻŮŴŮŲ ŰũŻŹũŻ ŻŹżŭũ, ŶŮŷŪžŷ-
ŭűŵƄž ŭŴƈ ūƄŸŷŴŶŮŶűƈ ųŷŶųŹŮŻŶƄž ŷŪƃŮŵŷū ŹũŪŷŻ ū 
ŷŸŹŮŭŮŴŮŶŶƄž ŷŹŬũŶűŰũſűŷŶŶŷ-ŻŮžŶűƀŮźųűž żźŴŷūűƈž. 

6.� ŘŹŷŮųŻűŹŷūũŶűŮ                                    
ű ŵŷŭŮŴűŹŷūũŶűŮ                                  
ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŮŶŶƄž żƀũźŻųŷū. 

ŘŹŷſŮźźƄ ŸŹŷŮųŻűŹŷūũŶűƈ ű ŵŷŭŮŴűŹŷūũŶűƈ ŸŹŷűŰ-
ūŷŭźŻūŮŶŶƄž źűźŻŮŵ, ũŶũŴűŰũ, żŴżƀƁŮŶűƈ, Ÿŷűźųũ ű 
źŹũūŶŮŶűƈ ũŴƅŻŮŹŶũŻűūŶƄž ūũŹűũŶŻŷū ŸŹŷűŰūŷŭ-
źŻūŮŶŶƄž ŵũŹƁŹżŻŷū, ŪũŴũŶźűŹŷūųű ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŮŶ-
ŶƄž ű źųŴũŭźųűž źűźŻŮŵ, ŹũźŸŹŮŭŮŴŮŶűƈ ŸŹŷűŰūŷŭ-
źŻūŮŶŶƄž ŸŷŻŷųŷū ŵŮůŭż ſŮžŷūƄŵű źűźŻŮŵũŵű. 

7.� ŜŸŹũūŴŮŶűŮ űŶůŮŶŮŹŶƄŵű                
ŭũŶŶƄŵű. 

ŘŹŷſŮźźƄ żŸŹũūŴŮŶűŮ űŶŽŷŹŵũſűŮŲ ŷŪ űŰŭŮŴűű (ū 
ųŴũźźŮ PDM/PLM źűźŻŮŵ), ūųŴƇƀũƇƂűŮ: żŸŹũūŴŮŶűŮ 
űŶůŮŶŮŹŶƄŵű ŭũŶŶƄŵű; żŸŹũūŴŮŶűŮ źŷźŻũūŷŵ űŰŭŮ-
Ŵűƈ ű ŭŷųżŵŮŶŻũŵű; żŸŹũūŴŮŶűŮ űŰŵŮŶŮŶűƈŵű; żŸŹũū-
ŴŮŶűŮ ŻŮžŶűƀŮźųűŵű ŭũŶŶƄŵű; żŸŹũūŴŮŶűŮ ųŷŶŽűŬż-
Źũſűƈŵű űŰŭŮŴűŲ; żŸŹũūŴŮŶűŮ ŸŹŷſŮźźũŵű ű ŸŷŻŷųũ-
ŵű ŹũŪŷŻ; żŸŹũūŴŮŶűŮ žŹũŶŮŶűŮŵ ŭũŶŶƄž ű ƆŴŮųŻŹŷŶ-
ŶƄŵ ũŹžűūŷŵ. 



97

Машиностроение и машиноведение

Таблица 3 – Цифровые компоненты «Цифровой фабрики»

ɏ şűŽŹŷūƄŮ ųŷŵŸŷŶŮŶŻƄ ŗŸűźũŶűŮ 
1.� őŶŻŮŴŴŮųŻżũŴƅŶũƈ źűźŻŮŵũ ųŷŶ-

źŻŹżųŻŷŹźųŷ-ŻŮžŶŷŴŷŬűƀŮźųŷŬŷ 
źŷŸŹŷūŷůŭŮŶűƈ ŸŹŷűŰūŷŭźŻūũ 
(őŚ œśŚŘ)  

ŚűźŻŮŵũ ŭŴƈ űŶŻŮŬŹũſűű ū ŮŭűŶƄŲ ſűŽŹŷūŷŲ ųŷŶŻżŹ 
(ŸŴũŻŽŷŹŵż) Ŷũ ŪũŰŮ PDM-źűźŻŮŵƄ ŸŹŷŬŹũŵŵŶƄž źű-
źŻŮŵ ūźŮž ƆŻũŸŷū źŷŰŭũŶűƈ ŭŮŻũŴŮŲ źŪŷŹŷƀŶƄž ŮŭűŶűſ 
(ōŚŎ), źŷŸŹƈůŮŶŶƄž ſűŽŹŷūƄž ŵŷŭŮŴŮŲ ű ŭũŶŶƄž, 
ũŴŬŷŹűŻŵŷū ŭŷźŻűůŮŶűƈ źŷŬŴũźŷūũŶŶƄž ŸũŹũŵŮŻŹŷū 
ŶũŭŮůŶŷźŻű, ųũƀŮźŻūũ ű ŻŷƀŶŷźŻű Ŷũ ŷźŶŷūŮ ūŮŹűŽű-
ųũſűű ūűŹŻżũŴƅŶƄž ű ŶũŻżŹŶƄž ƆųźŸŮŹűŵŮŶŻŷū. 
őŚ œśŚŘ źŷŭŮŹůűŻ:  
- ŪũŰż ŭũŶŶƄž ŹŮŰżŴƅŻũŻŷū ƀűźŴŮŶŶŷŬŷ ŵŷŭŮŴűŹŷūũ-
Ŷűƈ, ūűŹŻżũŴƅŶƄž ű ŶũŻżŹŶƄž űźŸƄŻũŶűŲ, ƆųźŸŮŹű-
ŵŮŶŻũŴƅŶƄž űźźŴŮŭŷūũŶűŲ; 
- ūŮŹűŽűſűŹŷūũŶŶƄŮ ſűŽŹŷūƄŮ ŵŷŭŮŴű ųŷŶźŻŹżųſűű 
ōŚŎ ű ŻŮžŶŷŴŷŬűƀŮźųűž ŸŹŷſŮźźŷū, ŷŪŮźŸŮƀűūũƇƂűŮ 
ŻŹŮŪżŮŵƄŮ ŽżŶųſűŷŶũŴƅŶƄŮ žũŹũųŻŮŹűźŻűųű ōŚŎ ű 
ŸŷūƄƁŮŶűŮ ƆŽŽŮųŻűūŶŷźŻű ŸŹŷűŰūŷŭźŻūũ;  
- ųŷŶŮƀŶŷ-ƆŴŮŵŮŶŻŶƄŮ ű űŶƄŮ, ū Żŷŵ ƀűźŴŮ ŸũŹũŵŮŻ-
ŹűƀŮźųűŮ, ŵŷŭŮŴű ŽűŰűƀŮźųűž, ŻŮŸŴŷūƄž, ŸŹŷƀŶŷźŻ-
ŶƄž ű ŬũŰŷŭűŶũŵűƀŮźųűž ŸŹŷſŮźźŷū, ŵŷŭŮŴű źūŷŲźŻū 
ŵũŻŮŹűũŴŷū, ŻŮžŶŷŴŷŬűƀŮźųűŮ ŵŷŭŮŴű ŷŪƃŮųŻŷū ſűŽ-
ŹŷūŷŬŷ ŸŹŷűŰūŷŭźŻūũ, ŸŹŮŭŶũŰŶũƀŮŶŶƄŮ ŭŴƈ ŷŸŻűŵű-
Űũſűű ųŴƇƀŮūƄž ŸŷųũŰũŻŮŴŮŲ ƆŽŽŮųŻűūŶŷźŻű ŸŹŷűŰ-
ūŷŭźŻūũ; 
- ŭũŶŶƄŮ ŷŪ ũŸŹŷŪűŹŷūũŶŶƄž ŻŮžŶŷŴŷŬűƀŮźųűž ŹŮůű-
ŵũž; 
- żŸŹũūŴƈƇƂűŮ ŸŹŷŬŹũŵŵƄ (ŭũŴŮŮ – ŜŘ) ŭŴƈ ŷŪŷŹżŭŷ-
ūũŶűƈ ź ŠŘŜ.  

2.� PDM - źűźŻŮŵũ ŚűźŻŮŵũ żŸŹũūŴŮŶűƈ ŭũŶŶƄŵű ŷŪ űŰŭŮŴűű ź ŶũƀũŴũ 
ŽŷŹŵűŹŷūũŶűƈ ŻŹŮŪŷūũŶűŲ ų űŰŭŮŴűƇ ű ŰũųũŶƀűūũƈ 
ŸŮŹŮŭũƀŮŲ ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŮŶŶŷŬŷ źŷźŻũūũ ū żƀŮŻŶƄŮ źű-
źŻŮŵƄ ERP ű MES. 

3.� PLM-źűźŻŮŵũ ŚűźŻŮŵƄ, ŸŷŰūŷŴƈƇƂűŮ ŷŻźŴŮůűūũŻƅ ű żŸŹũūŴƈŻƅ 
űŶŽŷŹŵũſűŮŲ ŷ ŸŹŷŭżųŻŮ c ŵŷŵŮŶŻũ źŷŰŭũŶűƈ űŭŮű 
ű ŸŹŷŮųŻűŹŷūũŶűƈ ŭŷ ŭŷźŻũūųű ųŴűŮŶŻż ūųŴƇƀũƇ-
Ƃũƈ ū źŮŪƈ: žŹũŶŮŶűŮ ű żŸŹũūŴŮŶűŮ ŭŷųżŵŮŶŻũſű-
ŮŲ; żŸŹũūŴŮŶűŮ ŹũŪŷƀűŵ ŸŹŷſŮźźŷŵ; ųŷŶŻŹŷŴƅ ŭŷ-
źŻżŸũ; źŷŰŭũŶűŮ ŷŻƀŮŻŶŷźŻű; ŸŴũŶűŹŷūũŶűŮ; żŸŹũū-
ŴŮŶűŮ ſŮŸŷƀųũŵű ŸŷźŻũūŷų; ųŷŶŻŹŷŴƅ ųũƀŮźŻūũ; 
żŸŹũūŴŮŶűŮ źŻŷűŵŷźŻƅƇ ŸŹŷŭżųŻũ; ŷŻźŴŮůűūũŶűŮ 
źŻũŻżźũ ŸŹŷŭżųŻũ. 

4.� EITM - źűźŻŮŵũ ŚŮŹūűźŶũƈ ŵŷŭŮŴƅ ŭŴƈ űŶŻŮŬŹũſűű őś ū ŪűŰŶŮź-
ŷŸŮŹũſűű: ŷŪŮźŸŮƀŮŶűŮ, ŷŻźŴŮůűūũŶűŮ ű ŸŹŷŮųŻűŹŷ-
ūũŶűŮ ŪűŰŶŮź-żźŴżŬ ū źŽŮŹŮ őś, EITM ŻũųůŮ ŷŪŮźŸŮƀű-
ūũŮŻ żŸŹũūŴŮŶűŮ ű żŸŹũūŴŮŶűŮ ŪŮŰŷŸũźŶŷźŻƅƇ. 

5.� RE - źűźŻŮŵũ ŚűźŻŮŵũ ŭŴƈ ŹŮũŴűŰũſűű ŸŹŷſŮźźŷū ŹŮūŮŹź űŶůűŶű-
ŹűŶŬũ, ūųŴƇƀũƇƂűŮ ū źŮŪƈ ŸŹŷŬŹũŵŵŶƄŮ ű ũŸŸũŹũŻ-
ŶƄŮ źŹŮŭźŻūũ.  

6.�
 

CAD-źűźŻŮŵũ ŚűźŻŮŵũ ŭŴƈ ũūŻŷŵũŻűŰũſűű ŸŹŷſŮźźŷū ŸŹŷŮųŻűŹŷūũ-
Ŷűƈ ű ŸŹŷűŰūŷŭźŻūũ űŰŭŮŴűŲ, ū Żŷŵ ƀűźŴŮ, ŭūżŵŮŹŶŷ-
Ŭŷ, ŻŹŮžŵŮŹŶŷŬŷ ŸŹŷŮųŻűŹŷūũŶűƈ, źŷŰŭũŶűƈ ųŷŶźŻŹżų-
ŻŷŹźųŷŲ, ŻŮžŶŷŴŷŬűƀŮźųŷŲ ŭŷųżŵŮŶŻũſűű.  
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1. Конструкторская подготовка (модель 
включает процесс проектирования изделия/ДСЕ 
с проведением инженерных расчетов, виртуаль-
ных сборок и испытаний).

2. Разработка технологических операций 
(модель включает процесс изменения формы 
или свойств материала заготовки: механиче-
ская обработка, обработка давлением, терми-
ческая обработка, литье, сварка, аддитивные 
технологии)

3. Разработка технологических процессов 

(модель включает все операции: основные и 
вспомогательные) 

4. Разработка производственных процессов 
(модель включает основные процессы, вспомо-
гательные процессы: ИПЯ, поставка, управле-
ние складами, человеческими ресурсами)

5. Разработка программ и методик натурных 
испытаний.

Основными «цифровыми» результаты функ-
ционирования цифровой фабрики являются:

-  Цифровой паспорт изделия – цифровая 

7.� CAE-źűźŻŮŵũ ŚűźŻŮŵũ ŭŴƈ ŷźżƂŮźŻūŴŮŶűƈ űŶůŮŶŮŹŶƄž 
ŹũźƀŮŻŷū ű ŵŷŭŮŴűŹŷūũŶűƈ ŻŮžŶŷŴŷŬűƀŮźųűž ŸŹŷſŮź-
źŷū, ūųŴƇƀũƇƂũƈ ū źŮŪƈ: 
- ŵŷŭŮŴűŹŷūũŶűŮ żźŴŷūűŲ ŹũŪŷƀŮŬŷ ŸŹŷſŮźźũ; 
- ũŶũŴűŰ ūŶŮƁŶűž ūŷŰŭŮŲźŻūűŲ; 
- ũŶũŴűŰ źűźŻŮŵ żŸŹũūŴŮŶűƈ; 
- ũŶũŴűŰ ŶũŸŹƈůŮŶűŲ, ŭűŶũŵűųű ųŷŵŸŷŶŮŶŻŷū ű żŰŴŷū 
(ũŶũŴűŰ ųŷŶŮƀŶƄž ƆŴŮŵŮŶŻŷū); 
- ŻŮŸŴŷūŷŲ ű ůűŭųŷźŻŶŷŲ ũŶũŴűŰ ź űźŸŷŴƅŰŷūũŶűŮŵ 
ŸŹűŶſűŸŷū ūƄƀűźŴűŻŮŴƅŶŷŲ ŬűŭŹŷŭűŶũŵűųű; 
- ųűŶŮŵũŻűųũ ű ŭűŶũŵűƀŮźųűŲ ũŶũŴűŰ ŵŮžũŶűŰŵŷū; 
- ũųżźŻűƀŮźųűŲ ũŶũŴűŰ ź űźŸŷŴƅŰŷūũŶűŮŵ FEA űŴű ŵŮ-
Żŷŭũ ŬŹũŶűƀŶƄž ƆŴŮŵŮŶŻŷū. 

8.� CAO - źűźŻŮŵũ ŚűźŻŮŵũ ŵŶŷŬŷŸũŹũŵŮŻŹűƀŮźųŷŲ ŻŷŸŷŴŷŬűƀŮźųŷŲ ŷŸ-
ŻűŵűŰũſűű ųŷŶźŻŹżųſűű, ŷŸŻűŵűŰũſűƈ ŽŷŹŵƄ ű ŹũŰ-
ŵŮŹũ ŸŹŷŭżųŻũ ŸŹű źŻũŻűƀŮźųűž ű ŭűŶũŵűƀŮźųűž 
ŶũŬŹżŰųũž. 

9.� CAM-źűźŻŮŵũ ŚűźŻŮŵũ ŭŴƈ ũūŻŷŵũŻűŰũſűű ŹũźƀŮŻŷū ŻŹũŮųŻŷŹűŲ ŸŮ-
ŹŮŵŮƂŮŶűƈ ŹŮůżƂŮŬŷ űŶźŻŹżŵŮŶŻũ ŭŴƈ ŷŪŹũŪŷŻųű Ŷũ 
źŻũŶųũž ź ƀűźŴŷūƄŵ ŸŹŷŬŹũŵŵŶƄŵ żŸŹũūŴŮŶűŮŵ (ŭũ-
ŴŮŮ – ŠŘŜ) ű ŷŪŮźŸŮƀŮŶűŮ ūƄŭũƀű żŸŹũūŴƈƇƂűž ŸŹŷ-
ŬŹũŵŵ ź ŸŷŵŷƂƅƇ ųŷŵŸƅƇŻŮŹũ. 

10.� CAAM - źűźŻŮŵũ Śŉŕ-źűźŻŮŵũ ŭŴƈ ũŭŭűŻűūŶŷŬŷ ŸŹŷűŰūŷŭźŻūũ, źŷŭŮŹ-
ůũƂũƈ ŹũŰŹũŪŷŻųż ŻŮžŶŷŴŷŬűƀŮźųűž ŸŹŷſŮźźŷū, źűŶŻŮŰ 
żŸŹũūŴƈƇƂűž ŸŹŷŬŹũŵŵ ŭŴƈ ŷŪŷŹżŭŷūũŶűƈ ű ŵŷŭŮŴű-
ŹŷūũŶűŮ ŸŹŷſŮźźŷū ŷŪŹũŪŷŻųű. 

11.� MM-źűźŻŮŵũ ŚűźŻŮŵƄ, ŷŪŮźŸŮƀűūũƇƂűŮ ŸŹŷſŮźź ŸŷźŻŹŷŮŶűƈ ŵũŻŮ-
ŵũŻűƀŮźųűž ŵŷŭŮŴŮŲ ű űŰżƀŮŶűƈ ź űž ŸŷŵŷƂƅƇ 
źūŷŲźŻū ŵŷŭŮŴűŹżŮŵŷŬŷ ŷŪƃŮųŻũ űŴű ƈūŴŮŶűƈ. ŝżŶų-
ſűŷŶũŴ MM-źűźŻŮŵ ūųŴƇƀũŮŻ ū źŮŪƈ ŸŷźŻŹŷŮŶűŮ ŵũŻŮ-
ŵũŻűƀŮźųŷŲ ŵŷŭŮŴű ź żƀŮŻŷŵ ŶŮŷŪžŷŭűŵƄž ŭŴƈ ũŶũŴű-
Űũ ŽũųŻŷŹŷū, ŸŹŷūŮŹųż ŬűŸŷŻŮŰ, ŸŹŷŬŶŷŰűŹŷūũŶűŮ ű 
ŷŸŻűŵűŰũſűƇ ŷŪƃŮųŻũ űźźŴŮŭŷūũŶűƈ. 

12.� AR/VR – źűźŻŮŵƄ (ŻŮžŶŷŴŷŬűű 
ūűŹŻżũŴƅŶŷŲ ű ŭŷŸŷŴŶŮŶŶŷŲ ŹŮ-
ũŴƅŶŷźŻű) 

śŮžŶŷŴŷŬűű, ŸŷŰūŷŴƈƇƂűŮ ź űźŸŷŴƅŰŷūũŶűŮŵ 
żźŻŹŷŲźŻū ūűŰżũŴűŰũſűű (ŷƀųű AR/VR, ŵŷŪűŴƅŶƄŮ 
ŸŴũŶƁŮŻƄ ű źŵũŹŻŽŷŶƄ) ŭŷŸŷŴŶƈŻƅ ŹŮũŴƅŶƄŮ ŸŹŷűŰ-
ūŷŭźŻūŮŶŶƄŮ ŷŪƃŮųŻƄ űŶŽŷŹŵũſűŮŲ, ŷŹŬũŶűŰŷūƄūũŻƅ 
ŭŷźŻżŸ ų ŭŷųżŵŮŶŻũſűű, ŶŮ ŷŻūŴŮųũƈźƅ ŷŻ ŹũŪŷƀŮŬŷ 
ŸŹŷſŮźźũ, ũ ŻũųůŮ ūűŰżũŴűŰűŹŷūũŻƅ ŹũŪŷƀűŮ űŶźŻŹżų-
ſűű Ÿŷ ūƄŸŷŴŶŮŶűƇ ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŮŶŶƄž ŸŹŷſŮźźŷū 
ŶŮŸŷźŹŮŭźŻūŮŶŶŷ Ŷũ ŷŪƃŮųŻũž ŸŹŷűŰūŷŭźŻūũ. 

Таблица 3 – Цифровые компоненты «Цифровой фабрики» (окончание)
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модель изделия, который ассоциируется с фи-
зическим изделием с помощью идентификации 
(QR-кода, штрих-кода NFC). Цифровой паспорт 
представляет собой кортеж (набор данных), кото-
рый состоит из множества классов, атрибутов, ма-
трицы сопоставлений атрибутов классов и смеж-
ности классов. Электронные данные изделия/ДСЕ 
в цифровом паспорте содержат всю необходимую 
актуальную (in situ) информацию, характеризую-
щую этапы КТПП, производства, испытания, экс-
плуатации и представляют собой передаваемые 
через IoT электронные документы различных 
форматов, графические (2D и 3D) объекты, файлы 
с результатами измерений и т.п. Таким образом, 
цифровой паспорт является «живой» электронной 
структурой изделия/ДСЕ, обобщающим докумен-
том, консолидирующим все технические данные 
об изделии, полученные по ходу реализации биз-
нес-процессов производства.

- Цифровой двойник материала - цифровой 
двойник, состоящий из цифровой модели мате-
риала и двусторонних информационных связей 
с материалом (при наличии материала) и (или) 
его составными частями. Цифровой двойник 
разрабатывается и применяется на всех стади-
ях жизненного цикла материала. При создании 
и применении цифрового двойника материала 
участникам процессов жизненного цикла реко-
мендуется применять программно-технологи-
ческую платформу цифровых двойников.

- Цифровой двойник изделия - цифровой 
двойник, состоящая из цифровой модели из-
делия и двусторонних информационных свя-
зей с изделием (при наличии изделия) и (или) 
его составными частями. Цифровой двойник 
разрабатывается и применяется на всех стади-
ях жизненного цикла изделия. При создании 
и применении цифрового двойника изделия 
участникам процессов жизненного цикла реко-
мендуется применять программно-технологи-
ческую платформу цифровых двойников.

Цифровая модель изделия - система мате-
матических и компьютерных моделей, а также 
электронных документов изделия, описываю-
щая структуру, функциональность и поведение 
вновь разрабатываемого или эксплуатируемого 
изделия на различных стадиях жизненного цик-
ла, для которой на основании результатов циф-
ровых и (или) иных испытаний по ГОСТ 16504 
выполнена оценка соответствия предъявляе-
мым к изделию требованиям.

Вторым уровнем цифрового завода являет-
ся умная фабрика, в основе которой заложены 
реальные физические производственные про-
странства с соответствующими им цифровыми 
моделями (имитационными моделями) про-
изводственных систем, настраиваемыми с ис-
пользованием конкретного оборудования и тех-
нологических процессов (решений), маршрутов, 

объемов производства. Данные модели являют-
ся адаптируемыми к реальному ходу производ-
ства (посредством MDC-систем и датчиков) и 
позволяют анализировать различные сценарии 
производственных процессов с оценкой време-
ни цикла для каждого технологического процес-
са и его текущей стоимости (оплату труда, рас-
ходы на материалы, амортизацию, инструмент 
и оснастку, накладные расходы). 

В таблице 4 приведены процессы «Умной 
фабрики».

Моделирования и управление производ-
ством направлено на создание аналитических 
сервисов оперативного календарного плани-
рования, учитывающих отклонения от плана и 
потребностей в дополнительных ресурсах для 
управления. Компьютерная реализация адап-
тивных автоматизированных систем управле-
ния производством, характеризующихся из-
менениями состава вектора цели и решающие 
следующие задачи:

- фактографическое прогнозирование по ди-
намическим рядам и матрицам; 

- сценарный анализ для прогнозной, эксперт-
ной оценки наборов возможных состояний про-
изводственной системы и цепочки поставок;

- выбор оптимальной альтернативы – для 
экспертного выбора наилучшего варианта аль-
тернативного решения любой слабо структури-
рованной проблемы;

- факторный анализ – для отбора и форми-
рования набора показателей (факторов) суще-
ственных для управления производственной 
системой и цепочкой поставок; 

- дискриминантный и кластерный анализ 
для определения во внешних и внутренних сре-
дах производства естественных групп той или 
иной специализации и направленности, влияю-
щих и определяющих KPI;

- построение функциональной модели из-
делия, отражающей взаимосвязи между отдель-
ными функциями и характеристиками; анализ 
качества изделия по всем этапам ЖЦИ, в т.ч. 
потребителей в процессе эксплуатации для ото-
бражения действительных функциональных 
возможностей;

- поддержание оптимальных режимов ра-
боты производства с помощью компьютерной 
техники.

В таблице 5 приведены цифровые компо-
ненты Умной фабрики.

При создании цифрового двойника произ-
водственного процесса определяются виртуаль-
ные единицы основного оборудования, соглас-
но спроектированного ТП. Затем организуется 
связь между ними на уровне входных и выход-
ных сигналов, посылаемых между устройства-
ми. Далее моделируются основные и  вспомо-
гательные операции (задачи) для отдельных 
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ɏ ŘŹŷſŮźź ŗŸűźũŶűŮ
1.� ŕŷŭŮŴűŹŷūũŶűŮ                      

ű żŸŹũūŴŮŶűŮ                          
ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŷŵ.  

ŘŹŷſŮźźƄ źŷŰŭũŶűƈ źűźŻŮŵƄ ũŭũŸŻűūŶŷŬŷ ũūŻŷŵũŻűŰűŹŷūũŶ-
ŶŷŬŷ żŸŹũūŴŮŶűƈ ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŷŵ ū żźŴŷūűƈž ŷŬŹũŶűƀŮŶŶŷźŻű 
ŹŮźżŹźŷū, űŰŵŮŶƈƇƂűžźƈ ūŶŮƁŶűž ű ūŶżŻŹŮŶŶűž ŽũųŻŷŹŷū 
ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŮŶŶŷŲ źŹŮŭƄ. Řŷŭ ũŭũŸŻũſűŮŲ ŸŷŶűŵũŮŻźƈ ŸŹŷ-
ſŮźź űŰŵŮŶŮŶűƈ źŻŹżųŻżŹƄ, ŸũŹũŵŮŻŹŷū ű ũŴŬŷŹűŻŵŷū ŸŹŷűŰ-
ūŷŭźŻūŮŶŶŷŲ źűźŻŮŵƄ Ŷũ ŷźŶŷūŮ ũųŻżũŴƅŶŷŲ «in situ» űŶŽŷŹ-
ŵũſűű, ŸŷŴżƀũŮŵŷŲ ū ŸŹŷſŮźźŮ żŸŹũūŴŮŶűƈ, ź ſŮŴƅƇ ŭŷźŻűůŮ-
Ŷűƈ ŷŸŻűŵũŴƅŶŷŬŷ źŷźŻŷƈŶűƈ űŴű ŸŷūŮŭŮŶűƈ źűźŻŮŵƄ ŸŹű 
ŶũƀũŴƅŶŷŲ ŶŮŷŸŹŮŭŮŴŮŶŶŷźŻű ű űŰŵŮŶƈƇƂűžźƈ żźŴŷūűƈž Źũ-
ŪŷŻƄ, ŷŸŹŮŭŮŴƈŮŵƄž ūŷ ūŰũűŵŷŭŮŲźŻūűű ź ūŶŮƁŶŮŲ źŹŮŭŷŲ. 

2.� şűŽŹŷūũƈ ŴŷŬűźŻűųũ ű 
űŭŮŶŻűŽűųũſűƈ.  

ŘŹŷſŮźźƄ ŸŹűŵŮŶŮŶűƈ ŵżŴƅŻűũŬŮŶŻŶƄž ŻŮžŶŷŴŷŬűŲ ŭŴƈ ſűŽ-
ŹŷūűŰũſűű ŴŷŬűźŻűųű ű ſŮŸŮŲ ŸŷźŻũūŷų, ūŶŮŭŹŮŶűŮ ŶũŪŷŹũ 
űŶŶŷūũſűŷŶŶƄž ŻŮžŶŷŴŷŬűŲ, űźŸŷŴƅŰżŮŵƄž ū e-SCM, ūųŴƇƀũ-
ƇƂŮŬŷ RFID, Mobileapp, Big Data, Cloud Services, IoT, 
Blockchain, 3D Printing ű ŭŹżŬűŮ ſűŽŹŷūƄŮ ŻŮžŶŷŴŷŬűű. 

3.� ŉūŻŷŵũŻűŰűŹŷūũŶŶŷŮ           
ű ŹŷŪŷŻűŰűŹŷūũŶŷŮ               
ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŷ źŮŹűŲŶŷŲ 
ŸŹŷŭżųſűű. 

ŘŹŷſŮźźƄ ŷŹŬũŶűŰũſűű űŶŻŮŴŴŮųŻżũŴƅŶƄž ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŮŶŶƄž 
ƈƀŮŮų (őŘŨ) - ŽżŶųſűŷŶũŴƅŶƄž ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŮŶŶƄž ŮŭűŶűſ, ū 
źŷźŻũū ųŷŻŷŹƄž ūžŷŭűŻ ŷŪŷŹżŭŷūũŶűŮ, ŷźŶũźŻųũ, ŻŹũŶźŸŷŹŻŶƄŮ 
ŴűŶűű, źŹŮŭźŻūũ ũūŻŷŵũŻűŰũſűű ű űŰŵŮŹŮŶűƈ ųũƀŮźŻūũ, ŭŴƈ 
ŹŮũŴűŰũſűű ſŮŸŷƀųű ųŷŵŸŴŮųźŶƄž ŻŮžŶŷŴŷŬűƀŮźųűž ŹŮƁŮŶűŲ 
ŸŹű ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŮ ŸŹŷŭżųſűű.  

4.� ŘŹŷūŮŭŮŶűŮ űźŸƄŻũŶűŲ: 
űźźŴŮŭŷūũŻŮŴƅźųűŮ,        
ŸŹŮŭūũŹűŻŮŴƅŶƄŮ,               
ŸŹűŮŵŷƀŶƄŮ,                   
ųūũŴűŽűųũſűŷŶŶƄŮ. 

ŘŹŷſŮźźƄ űźźŴŮŭŷūũŻŮŴƅźųűž űźŸƄŻũŶűƈ – űźŸƄŻũŶűƈ, ŸŹŷūŷ-
ŭűŵƄŮ ŭŴƈ űŰżƀŮŶűƈ (űźźŴŮŭŷūũŶűƈ) žũŹũųŻŮŹűźŻűų źūŷŲźŻū 
ŷŪƃŮųŻũ űźŸƄŻũŶűŲ. 
şŮŴƅ űźźŴŮŭŷūũŻŮŴƅźųűž űźŸƄŻũŶűŲ: 
1. ŗŸŹŮŭŮŴŮŶűŮ űŴű ŷſŮŶųũ ŸŷųũŰũŻŮŴŮŲ ųũƀŮźŻūũ ŷŪƃŮųŻũ; 
2. ŋƄŪŷŹ ŷŸŻűŵũŴƅŶƄž žũŹũųŻŮŹűźŻűų ŷŪƃŮųŻũ ű ŹŮůűŵŷū ŮŬŷ 
ŽżŶųſűŷŶűŹŷūũŶűƈ; 
3. ŚŹũūŶŮŶűŮ ŵŶŷůŮźŻūũ ūũŹűũŶŻŷū ŹŮũŴűŰũſűű ŷŪƃŮųŻũ ŸŹű 
ŸŹŷŮųŻűŹŷūũŶűű; 
4. ŋƄŪŷŹ źżƂŮźŻūŮŶŶƄž ŽũųŻŷŹŷū, ūŴűƈƇƂűž Ŷũ ŸŷųũŰũŻŮŴű 
ųũƀŮźŻūũ ŷŪƃŮųŻũ. 
ŘŹŷſŮźźƄ ŸŹŮŭūũŹűŻŮŴƅŶƄŮ – ųŷŶŻŹŷŴƅŶƄŮ űźŸƄŻũŶűƈ ŷŸƄŻ-
ŶƄž ŷŪŹũŰſŷū ű (űŴű) ŷŸƄŻŶƄž ŸũŹŻűŲ ŸŹŷŭżųſűű ź ſŮŴƅƇ 
ŷŸŹŮŭŮŴŮŶűƈ ūŷŰŵŷůŶŷźŻű űž ŸŹŮŭƃƈūŴŮŶűƈ Ŷũ ŸŹűŮŵŷƀŶƄŮ 
űźŸƄŻũŶűƈ. 
ŘŹŷſŮźźƄ ŸŹűŮŵŷƀŶƄŮ – ųŷŶŻŹŷŴƅŶƄŮ űźŸƄŻũŶűƈ ŷŸƄŻŶƄž 
ŷŪŹũŰſŷū ŸŹŷŭżųſűű űŴű űŰŭŮŴűŲ ŮŭűŶűƀŶŷŬŷ ŸŹŷűŰūŷŭźŻūũ, 
ŸŹŷūŷŭűŵƄŮ ź ſŮŴƅƇ ŹŮƁŮŶűƈ ūŷŸŹŷźũ ŷ ſŮŴŮźŷŷŪŹũŰŶŷźŻű 
ŸŷźŻũŶŷūųű ƆŻŷŲ ŸŹŷŭżųſűű Ŷũ ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŷ ű (űŴű) űźŸŷŴƅ-
ŰŷūũŶűƇ Ÿŷ ŶũŰŶũƀŮŶűƇ. 
ŘŹŷſŮźźƄ ųūũŴűŽűųũſűŷŶŶƄž űźŸƄŻũŶűŲ – ųŷŶŻŹŷŴƅŶƄŮ űź-
ŸƄŻũŶűƈ żźŻũŶŷūŷƀŶŷŲ źŮŹűű űŴű ŸŮŹūŷŲ ŸŹŷŵƄƁŴŮŶŶŷŲ 
ŸũŹŻűű, ŸŹŷūŷŭűŵƄŮ ź ſŮŴƅƇ ŷſŮŶųű ŬŷŻŷūŶŷźŻű ŸŹŮŭŸŹűƈŻűƈ 
ų ūƄŸżźųż ŭũŶŶŷŬŷ ŻűŸũ ū ŰũŭũŶŶŷŵ ŷŪƃŮŵŮ. 

5.� ŋũŴűŭũſűƈ ŻŮžŶŷŴŷŬűŲ, 
ſűŽŹŷūƄž ŵŷŭŮŴŮŲ               
ű ŷŪƃŮųŻŷū ŸŹŷűŰūŷŭźŻūũ. 

ŘŹŷſŮźźƄ ūũŴűŭũſűű — ŸŹŷūŮŹųũ ŸŹũūűŴƅŶŷźŻű ŹũŪŷŻƄ (ŸŹŮŭ-
źųũŰũŻŮŴƅŶŷŲ źŸŷźŷŪŶŷźŻű) ũŶũŴűŻűƀŮźųŷŲ ŵŷŭŮŴű ũ ŻũųůŮ 
żŭŷźŻŷūŮŹŮŶűŮ, ƀŻŷ ŷŶũ źŷŷŻūŮŻźŻūżŮŻ ŻŹŮŪŷūũŶűƈŵ ŹŮƁũŮŵŷŲ 
Űũŭũƀű. ŋũŴűŭũſűƈ ŷźżƂŮźŻūŴƈŮŻźƈ ŸżŻŮŵ ŸŴũŶűŹŷūũŶűƈ ű 
ŸŹŷūŮŭŮŶűƈ ƆųźŸŮŹűŵŮŶŻŷū ŹũŰŶŷŬŷ ūűŭũ, ū Żŷŵ ƀűźŴŮ ŶũŻżŹ-
ŶƄŮ űźŸƄŻũŶűƈ ŸŹŷŮųŻűŹżŮŵƄž űŰŭŮŴűŲ. 

Таблица 4 – Процессы «Умной фабрики»
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устройств, например, извлечение из  формы 
и перемещение роботами полученной заготов-
ки, удаление материала поддержек, перемеще-
ние по конвейеру и т. д. 

В результате моделирования получаются 
следующие данные: 

- четырехмерная (3D + время) модель авто-
матизированного участка;

- управляющие программы для промышлен-
ных роботов;

- алгоритм взаимодействия оборудования;
- модели технологической оснастки;

ɏ şűŽŹŷūƄŮ ųŷŵŸŷŶŮŶŻƄ ŗŸűźũŶűŮ 
1.� ŎŭűŶũƈ ſűŽŹŷūũƈ ŸŴũŻŽŷŹŵũ  

żŵŶŷŲ ŽũŪŹűųű 
řũźŸŹŮŭŮŴŮŶŶũƈ źűźŻŮŵũ – źŷūŷųżŸŶŷźŻƅ ŴŷŬűƀŮźųű 
űŶŻŮŬŹűŹŷūũŶŶƄž ű ŻŮŹŹűŻŷŹűũŴƅŶŷ ŹũźŸŹŮŭŮŴŮŶŶƄž 
ƆŴŮŵŮŶŻŷū, ƈŰƄųŷūƄž, ŸŹŷŬŹũŵŵŶƄž ű ŻŮžŶűƀŮźųűž ű 
ŷŹŬũŶűŰũſűŷŶŶƄž źŹŮŭźŻū, ŸŹŮŭŶũŰŶũƀŮŶŶƄž ŭŴƈ 
ŽŷŹŵűŹŷūũŶűƈ ű žŹũŶŮŶűƈ ŭũŶŶƄž, ŷŪŹũŪŷŻųű űŶ-
ŽŷŹŵũſűű, ūƄŹũŪŷŻųű ű ŹŮũŴűŰũſűű ŹŮƁŮŶűŲ. 
řũźŸŹŮŭŮŴŮŶŶũƈ źűźŻŮŵũ ūųŴƇƀũŮŻ ū źŮŪƈ źŷūŷųżŸ-
ŶŷźŻƅ ŻŮžŶűƀŮźųűž źŹŮŭźŻū ű ŸŹŷŬŹũŵŵŶŷŬŷ ŷŪŮźŸŮƀŮ-
Ŷűƈ, ũ ŻũųůŮ ŵŮŻŷŭŷū ŷŪŹũŪŷŻųű űŶŽŷŹŵũſűű ű ŭŮŲ-
źŻūűŲ ŸŮŹźŷŶũŴũ, ŷŪŮźŸŮƀűūũƇƂũƈ ūƄŸŷŴŶŮŶűŮ ũūŻŷ-
ŵũŻűŰűŹŷūũŶŶŷŲ ŷŪŹũŪŷŻųű űŶŽŷŹŵũſűű. 
őźŸŷŴƅŰżŮŻźƈ ŭŴƈ ŹũŰŴűƀŶƄž ūűŭŷū ŭŮƈŻŮŴƅŶŷźŻű ŸŹű 
ŸŹűŶƈŻűű ŹŮƁŮŶűŲ (ū Żŷŵ ƀűźŴŮ ű ŵŶŷŬŷųŹűŻŮŹűũŴƅ-
ŶƄž) ū źűŻżũſűƈž, ųŷŬŭũ ŶŮūŷŰŵŷůŶŷ űŴű ŰũŻŹżŭŶű-
ŻŮŴƅŶŷ űŵŮŻƅ ũūŻŷŵũŻűƀŮźųżƇ źűźŻŮŵż űŰ-Űũ źŴũŪŷŲ 
źŻŹżųŻżŹűŹŷūũŶŶŷźŻű űŴű ŶŮ źŻŹżųŻżŹűŹŷūũŶŶŷźŻű 
ŹŮƁũŮŵƄž Űũŭũƀ. 

2.� ERP-źűźŻŮŵƄ ŚűźŻŮŵƄ ŭŴƈ ũūŻŷŵũŻűŰũſűű żŸŹũūŴŮŶűƈ ſŮŸŷƀųũŵű 
ŸŷźŻũūŷų ű żƀŮŻũ ŽűŶũŶźŷūƄž ű ŶŮŽűŶũŶźŷūƄž ũųŻű-
ūŷū ŸŹŮŭŸŹűƈŻűƈ, ūųŴƇƀũƇƂŮŮ ū źŮŪƈ ŵŷŭżŴű żŸŹũū-
ŴŮŶűƈ: źűźŻŮŵũŵű ŪżžŬũŴŻŮŹźųŷŬŷ żƀŮŻũ; ŸŮŹźŷŶũŴŷŵ; 
ŴŷŬűźŻűųŷŲ; ŸŴũŶűŹŷūũŶűŮŵ ű żŸŹũūŴŮŶűŮŵ ŸŹŷűŰ-
ūŷŭźŻūŷŵ. 

3.� BI-źűźŻŮŵƄ   ŚűźŻŮŵƄ ŭŴƈ ũŶũŴűŰũ ŪŷŴƅƁűž ŷŪƃŮŵŷū ŭũŶŶƄž, ŷŪŮź-
ŸŮƀűūũƇƂŮŮ ŰũŬŹżŰųż ŭũŶŶƄž űŰ ūźŮž ŭŷźŻżŸŶƄž űź-
ŻŷƀŶűųŷū, űž ŷŪŹũŪŷŻųż ű ŸŹŮŷŪŹũŰŷūũŶűŮ, ŸŹŷŬŶŷŰű-
ŹŷūũŶűŮ Ŷũ ŷźŶŷūŮ űŰŵŮŶƈƇƂűžźƈ ŰŶũƀŮŶűŲ ű ūűŰżũ-
ŴűŰũſűƇ. 

4.� MES-źűźŻŮŵƄ ŚűźŻŮŵƄ, ŷŪŮźŸŮƀűūũƇƂŮŮ źűŶžŹŷŶűŰũſűƇ, ųŷŷŹŭű-
ŶũſűƇ, ũŶũŴűŰ ű ŷŸŻűŵűŰũſűƇ ŸŹŷſŮźźŷū ūƄŸżźųũ 
ŸŹŷŭżųſűű Ŷũ ŸŹŮŭŸŹűƈŻűű, ŷŻźŴŮůűūũŶűŮ źŷŷŻūŮŻ-
źŻūűƈ ŶŷŹŵũŻűūŶƄŵ ŻŹŮŪŷūũŶűƈŵ, źŪŷŹ űŶŽŷŹŵũſűű ŷ 
ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŮŶŶŷŵ ŸŹŷſŮźźŮ Ŷũ ŷźŶŷūŮ űŰŵŮŹŮŶűŲ 
ŭũŻƀűųŷū, ŸŷųũŰũŶűŲ ŷŪŷŹżŭŷūũŶűƈ, ŭŮŲźŻūűŲ ŸŮŹźŷ-
ŶũŴũ ű Ż.ŭ. ū ŹŮůűŵŮ ŹŮũŴƅŶŷŬŷ ūŹŮŵŮŶű.  
ŚűźŻŮŵũ ūųŴƇƀũŮŻ ŸŴũŶűŹŷūũŶűŮ ŸŹŷűŰūŷŭźŻūũ Ŷũ ŷź-
ŶŷūŮ ŹũŪŷŻƄ źűźŻŮŵ ű źŷŻŹżŭŶűųŷū, ųŷŶŻŹŷŴƅ ŸũŹũ-
ŵŮŻŹŷū ųũƀŮźŻūũ ű ųŷŴűƀŮźŻūũ ŷŻŪŹũųŷūũŶŶƄž űŰŭŮ-
ŴűŲ; ŷŸŮŹũŻűūŶŷŮ ŸŹŮŭŷźŻũūŴŮŶűŮ űŶŽŷŹŵũſűű ŷ žŷŭŮ 
ŸŹŷűŰūŷŭźŻūũ. 

5.� APS-źűźŻŮŵƄ ŚűźŻŮŵƄ ŭŴƈ żŸŹũūŴŮŶűƈ ŶũŪŷŹŷŵ ŸũŹũŵŮŻŹŷū ŻŮžŶŷ-
ŴŷŬűƀŮźųŷŬŷ ŸŹŷſŮźźũ ū ŹŮůűŵŮ ŹŮũŴƅŶŷŬŷ ūŹŮŵŮŶű ź 
ſŮŴƅƇ źŷųŹũƂŮŶűƈ ŸŷŻŮŹƅ ű żūŮŴűƀŮŶűƈ ƆŽŽŮųŻűūŶŷ-
źŻű ŸŹŷűŰūŷŭźŻūũ Űũ źƀŮŻ ŷŸŻűŵűŰũſűű ŻŮžŶŷŴŷŬűƀŮ-
źųűž ŸŹŷſŮźźŷū. 

Таблица 5 – Цифровые компоненты Умной фабрики
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- определение и оптимизация времени про-
изводственного цикла;

- расчет производительности автоматизиро-
ванного литьевого участка.

Ключевым физическим компонентом умной 
фабрики является – интеллектуальная произ-

водственная ячейка, объектная схема которой 
приведена на рисунке 3. 

В состав интеллектуальной производствен-
ной ячейки входит оборудование, оснастка, 
транспортные линии, средства автоматизации 
и измерения качества, для реализации цепоч-

Таблица 5 – Цифровые компоненты Умной фабрики (окончание)

6.� MDC - źűźŻŮŵƄ ŚűźŻŮŵũ ŵŷŶűŻŷŹűŶŬũ ŹũŪŷŻƄ ŸŹŷŵƄƁŴŮŶŶŷŬŷ ŷŪŷŹż-
ŭŷūũŶűƈ ű ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŮŶŶŷŬŷ ŸŮŹźŷŶũŴũ, ūųŴƇƀũŮŻ 
ŵŷŭżŴű: 
- żŸŹũūŴŮŶűŮ ŸŹŷźŻŷƈŵű; 
- żŸŹũūŴŮŶűŮ ŸŹŷŬŹũŵŵũŵű ŭŴƈ źŻũŶųŷū ź ŠŘŜ; 
- żŸŹũūŴŮŶűŮ ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŮŶŶƄŵű ŰũŭũŶűƈŵű. 
œŷŶŻŹŷŴƅ ƆŽŽŮųŻűūŶŷźŻű ŹũŪŷŻƄ ŷŪŷŹżŭŷūũŶűƈ, ŷŸŮ-
ŹũŻŷŹŷū, ŻŮžŶűƀŮźųűž źŴżůŪ ŷźżƂŮźŻūŴƈŮŻźƈ ź ŸŹűŵŮ-
ŶŮŶűŮŵ ųŴƇƀŮūƄž ŸŷųũŰũŻŮŴŮŲ ƆŽŽŮųŻűūŶŷźŻű (œŘŦ), 
ųŷŻŷŹƄŮ ŹũźźƀűŻƄūũƇŻźƈ Űũ ŷŸŹŮŭŮŴŮŶŶƄŲ ŸŮŹűŷŭ ű 
źŹũūŶűūũƇŻźƈ ź ŸŴũŶŷūƄŵű. 

7.� QMS - źűźŻŮŵƄ ŚűźŻŮŵƄ żŸŹũūŴŮŶűƈ ųũƀŮźŻūŷŵ Ÿŷ ſűųŴż PDCA (ũŪ-
ŪŹŮūűũŻżŹũ ŷŻ PLAN-DO-CHECK-ACT), ŶũŸŹũūŴŮŶŶũƈ 
Ŷũ ŸŹŮŭżŸŹŮůŭŮŶűƈ ŸŷƈūŴŮŶűƈ ŶŮźŷŷŻūŮŻźŻūűŲ ű ŷŪ-
ŶũŹżůŮŶűƈ ŶŮźŷŷŻūŮŻźŻūűŲ Ŷũ ƆŻũŸũž ůűŰŶŮŶŶŷŬŷ 
ſűųŴũ űŰŭŮŴűŲ. 
ŋ źűźŻŮŵŮ ŷŸűźƄūũƇŻźƈ ųŹűŻŮŹűű ųŷŶŻŹŷŴƈ ųũƀŮźŻūũ 
ūźŮž ŪűŰŶŮź-ŸŹŷſŮźźŷū ű ŸŹŷŭżųſűű, Ŷũ ŪũŰŮ ųŷŻŷŹƄž 
źŷŰŭũŮŻźƈ ŸŴũŶ żŸŹũūŴŮŶűƈ ųũƀŮźŻūũ (Control Plan) 
ŸŹŷűŰūŷŭźŻūũ. ŋ ŹŮŰżŴƅŻũŻŮ ŭũŶŶƄŮ ŪżŭżŻ žŹũŶűŻƅźƈ 
ŶŮ ū ŪżŵũůŶŷŵ, ũ ū ƆŴŮųŻŹŷŶŶŷŵ ūűŭŮ, ű ŸŹűŬŷŭŶƄ ŭŴƈ 
ŭũŴƅŶŮŲƁŮŲ ŷŪŹũŪŷŻųű. ŘŴũŶ żŸŹũūŴŮŶűƈ ųũƀŮźŻūŷŵ 
źūƈŰƄūũŮŻ ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŮŶŶƄŲ ŰũųũŰ ź źŷŷŻūŮŻźŻūżƇ-
ƂŮŲ ŻŮžŶŷŴŷŬűŮŲ ųŷŶŻŹŷŴƈ.  

8.� EAM-źűźŻŮŵƄ ŚűźŻŮŵũ ŭŴƈ żŸŹũūŴŮŶűƈ ŷźŶŷūŶƄŵű ŽŷŶŭũŵű, ū Żŷŵ 
ƀűźŴŮ ŭŴƈ ſŮŴŮŲ ŷŸŻűŵűŰũſűű ŸŹŷſŮźźŷū żŸŹũūŴŮŶűƈ 
ŷŪŷŹżŭŷūũŶűŮŵ ű źŷųŹũƂŮŶűƈ ŰũŻŹũŻ Ŷũ ŻŮžŶűƀŮźųŷŮ 
ŷŪźŴżůűūũŶűŮ ű ŹŮŵŷŶŻ (śŗűř): ŷŻźŴŮůűūũŶűŮ źŷźŻŷ-
ƈŶűƈ ũųŻűūŷū (űž ųŴũźźűŽűųũſűƈ, ŵŷŶűŻŷŹűŶŬ  
ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŮŶŶƄž ŸŷųũŰũŻŮŴŮŲ); ŷŸŻűŵűŰũſűƈ ŸŹŷ-
ſŮźźŷū żŸŹũūŴŮŶűƈ ũųŻűūũŵű; ŸŴũŶűŹŷūũŶűŮ ű ŸŹŷ-
ŬŶŷŰűŹŷūũŶűŮ ŰũŻŹũŻ Ŷũ śŗűř; żŸŹũūŴŮŶűŮ ſŮŸŷƀųũŵű 
ŸŷźŻũūŷų; żŸŹũūŴŮŶűŮ ŭŷųżŵŮŶŻŷŷŪŷŹŷŻŷŵ (żŸŹũūŴŮ-
ŶűŮ ŰũŸŹŷźũŵű Ŷũ śŗűř ű Ż.Ÿ.); ŷſŮŶųũ Źűźųŷū. 

9.� MDM-źűźŻŮŵƄ ŚűźŻŮŵƄ, źŻŹżųŻżŹűŹżƇƂŮŮ ŹũŰŶŷŹŷŭŶżƇ űŶŽŷŹŵũ-
ſűƇ ųŷŵŸũŶűű, ŷŪƃŮŭűŶƈƈ ŮŮ űŰ ŹũŰŴűƀŶƄž űźŻŷƀŶű-
ųŷū ű źűźŻŮŵ ű ŷŻŷŪŹũůũƈ źŻũŶŭũŹŻűŰűŹŷūũŶŶƄŮ ŭũŶ-
ŶƄŮ ūŶżŻŹű űŶŽŷŹŵũſűŷŶŶƄž źűźŻŮŵ ųŷŵŸũŶűű. 

10.� WMS-źűźŻŮŵƄ ŚűźŻŮŵũ ŭŴƈ ſŮŶŻŹũŴűŰũſűű ű ŷŸŻűŵűŰũſűű żŸŹũūŴŮ-
Ŷűƈ źųŴũŭźųűŵű ŷŸŮŹũſűƈŵű Űũ źƀŮŻ ŵŷŶűŻŷŹűŶŬũ 
źųŴũŭźųűž ŷŪƃŮųŻŷū ū ŹŮůűŵŮ ŹŮũŴƅŶŷŵ ūŹŮŵŮŶű Ŷũ 
ūźŮž ƆŻũŸũž ůűŰŶŮŶŶŷŬŷ ſűųŴũ. 

11.� ŚűźŻŮŵũ ŸŹŮŭűųŻűūŶŷŲ ŭűũŬŶŷ-
źŻűųű źŷźŻŷƈŶűƈ ŷŪŷŹżŭŷūũŶűƈ       
ű ŷŪƃŮųŻŷū űŶŽŹũźŻŹżųŻżŹƄ 

œŷŵŸŴŮųź ŸŹŷŬŹũŵŵŶŷ-ũŸŸũŹũŻŶƄž źŹŮŭźŻū, ŹŮƁũƇ-
Ƃűž Űũŭũƀű ŸŷźŻŷƈŶŶŷŬŷ ųŷŶŻŹŷŴƈ ŻŮžŶűƀŮźųŷ-
Ŭŷ źŷźŻŷƈŶűƈ ŷŪŷŹżŭŷūũŶűƈ, ŸŹŷŬŶŷŰűŹŷūũŶűƈ ŶŮűź-
ŸŹũūŶŷźŻŮŲ, Ŷũ ŷźŶŷūŮ ŭŮŲźŻūżƇƂűž ŭũŶŶƄž, ŸŷŴżƀũ-
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ки комплексных технологических решений при 
производстве продукции. Особенность ячейки 
– адаптация к требованиям продукции, откло-
нениям в производстве, возможность преди-
ктивной диагностики технического состояния 
оборудования и планирования производствен-
ной мощности, контролируя использование 
оборудования и качество производственного 
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процесса. ИПЯ организованные согласно прин-
ципам модульности, оснащенные сетевой ин-
фраструктурой, мобильными роботами.

Основными «цифровыми» результатами 
функционирования «умной фабрики» являются:

Цифровой двойник производственного про-
цесса – это цифровая копия, производственного 
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процесса, включающего в себя людей, рабочих 
мест, систем и устройств, используемых в рам-
ках процесса. Цифровые двойники объединяют 
искусственный интеллект, машинное обучение 
и программный анализ с графами простран-
ственных сетей для создания живых цифровых 
имитационных моделей, которые обновляются 
и меняются по мере изменения их физических 
аналогов.

- Цифровой двойник производственной си-
стемы - это цифровая копия производственной 
системы, включающей в себя совокупность про-
изводственных процессов людей, рабочих мест, 

систем и устройств, которые могут использо-
ваться для различных целей, в рамках произ-
водственной системы.

Третьем уровнем цифрового завода явля-
ется виртуальная фабрика, распространенная 
на цепь поставок и цепь предприятий по сер-
вису и эксплуатации. Единая цифровая плат-
форма виртуальной фабрики предназначена 
для анализа информационной ситуации и вы-
работки управленческих решений путем ком-
муникации между физическими сущностями 
и их цифровыми моделями - высокотехноло-
гичный диспетчерский центр (мониторинг) 

ɏ şűŽŹŷūƄŮ ųŷŵŸŷŶŮŶŻƄ ŗŸűźũŶűŮ 

1.� BPM-źűźŻŮŵƄ ŚűźŻŮŵƄ ŭŴƈ źŷŰŭũŶűƈ źžŮŵ ű ũŴŬŷŹűŻŵŷū 
ūŰũűŵŷŭŮŲźŻūűƈ źŷŻŹżŭŶűųŷū, ŷźżƂŮźŻūŴŮŶűƈ 
ŭŷųżŵŮŶŻŷŷŪŷŹŷŻũ, ŷŻźŴŮůűūũŶűƈ ƆŻũŸŷū 
ūŰũűŵŷŭŮŲźŻūűŲ ū ŪűŰŶŮź-ŸŹŷſŮźźũž, ūƄƈūŴŮŶűƈ żŰųűž 
ŵŮźŻ ű ŶŮŭŷźŻũŻųŷū źűźŻŮŵƄ 

2.� ŚRM-źűźŻŮŵƄ ŚűźŻŮŵƄ, ŸŹŮŭźŻũūŴƈƇƂűŮ źŷŪŷŲ źŮŹūűź, 
ŷŪƃŮŭűŶƈƇƂűŲ Řŗ ŭŴƈ źŪŷŹũ ŭũŶŶƄž ŷ ųŴűŮŶŻũž, 
żŸŹũūŴŮŶűƈ źŭŮŴųũŵű, Űũŭũƀũŵű ű ŸŹŷŮųŻũŵű, ũŶũŴűŰũ 
ƆŽŽŮųŻűūŶŷźŻű ūŰũűŵŷŭŮŲźŻūűŲ ź ųŴűŮŶŻũŵű ű 
ŸŹŷŬŶŷŰűŹŷūũŶűƈ ŸŹŷŭũů 

3.� SCM-źűźŻŮŵƄ ŚűźŻŮŵƄ, ŷźŶŷūŶŷŲ ŰũŭũƀŮŲ ųŷŻŷŹƄž ƈūŴƈŮŻźƈ 
ŵŷŶűŻŷŹűŶŬ ſűųŴũ ŸŹŷűŰūŷŭźŻūũ ŻŷūũŹũ űŴű żźŴżŬű Ŷũ 
ūźŮž ƆŻũŸũž ůűŰŶŮŶŶŷŬŷ ſűųŴũ. œŴƇƀŮūƄŵ ƆŽŽŮųŻŷŵ 
űŵŸŴŮŵŮŶŻũſűű SCM-źűźŻŮŵ ū ŸŹŷűŰūŷŭźŻūŮŶŶƄŮ 
ŸŹŷſŮźźƄ ƈūŴƈŮŻźƈ ŷŸŻűŵűŰũſűƈ ŸŹŷſŮźźŷū 
ŸŴũŶűŹŷūũŶűƈ ŰũųżŸŷų, ŸŹŷűŰūŷŭźŻūũ. ŋ ŷźŶŷūŮ SCM-
źűźŻŮŵ ŴŮůũŻ ŭūŮ ŸŷŭźűźŻŮŵƄ, ūŰũűŵŷŭŮŲźŻūżƇƂűŮ 
ŵŮůŭż źŷŪŷŲ:  

SCE-ŸŷŭźűźŻŮŵũ – źűźŻŮŵũ ūƄŸŷŴŶŮŶűƈ ſŮŸŷƀŮų 
ŸŷźŻũūŷų: ŷŻźŴŮůűūũŶűŮ ŰũųũŰŷū (OMSźűźŻŮŵƄ), 
żŸŹũūŴŮŶűŮ ŸŮŹŮūŷŰųũŵű (TMS-źűźŻŮŵƄ) ű ųŷŶŻŹŷŴƅ 
źųŴũŭźųűž ŷŸŮŹũſűŲ (WMS-źűźŻŮŵƄ);  

SCP-ŸŷŭźűźŻŮŵũ – źűźŻŮŵũ ŸŴũŶűŹŷūũŶűƈ ſŮŸŷƀŮų 
ŸŷźŻũūŷų: ŸŴũŶűŹŷūũŶűŮ, ŷŸŻűŵűŰũſűƈ ű ũŶũŴűŰ 
ſŮŸŷƀŮų ŸŷźŻũūŷų ű űźŸŷŴƅŰŷūũŶűƈ źƄŹƅƈ ū 
źŷŷŻūŮŻźŻūűű ź ųũŴŮŶŭũŹŶƄŵ ŬŹũŽűųŷŵ; 
ŸŹŷŬŶŷŰűŹŷūũŶűŮ źŹŷųŷū ű ŷŪƃŮŵŷū ŸŷźŻũūŷų. 

4.� SLM-źűźŻŮŵƄ ŚűźŻŮŵƄ, ū ŷźŶŷūŮ ųŷŻŷŹƄž ŸŹŷŸűźƄūũƇŻźƈ 
ŹŮŬŴũŵŮŶŻƄ, ūŮŭƉŻźƈ ųŷŶŻŹŷŴƅ ųũƀŮźŻūũ ŷųũŰũŶŶƄž 
żźŴżŬ, ŷŸŹŮŭŮŴƈƇŻźƈ ŶũŹżƁŮŶűƈ źŹŷųŷū, ŭŴƈ 
ŹŮŬŴũŵŮŶŻűŹŷūũŶűƈ żŹŷūŶƈ źŮŹūűźũ ű ųŷŶŻŹŷŴƈ 
źŷŷŻūŮŻźŻūűƈ żźŴżŬ ŷůűŭũŶűƈŵ ŸŷŻŹŮŪűŻŮŴŮŲ. 

Таблица 6 – Цифровые компоненты «Виртуальной фабрики»
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Хаб для сбора и анализа данных, обеспечива-
ющий видимость цепи поставок для принятия 
решений – прозрачность и оптимизация це-
пей поставок.

Единая цифровая платформа виртуальной 
фабрики решает две основные задачи:

 - Анализ информационной ситуации, в ко-
торой находится объект управления.

- Выработка набора управленческих реше-
ний для последующего их принятия в главном 
центре управления. 

В таблице 6 приведены цифровые компо-
ненты «Виртуальной фабрики».

Виртуальная фабрика обеспечивает единое 
информационно-технологическое простран-
ство для генерации и отслеживания информа-
ции, параметров материальных потоков и/или 
стоимости в процессе мониторинга ключевых 
процессов в цепях поставок.

Таким образом, решена важная научная 
задача, направленная на обобщение, систе-
матизацию и структурирование накопленного 
опыта в области создания цифрового завода. 
В статье приведена описание разработанной 
концептуальной модели цифрового завода. 
Разработаны и описаны принципы создания и 
функционирования цифрового завода, разра-
ботаны структурные, процессные и объектные 
модели цифрового завода и его составляющих 
цифровой фабрики, умной фабрики и вирту-
альной фабрики. Разработанная концепту-
альная модель цифрового завода описывает 
взаимосвязь всех процессов цифровой фабри-
ки, умной фабрики и виртуальной фабрики, а 
также цифровых и физических компонентов. 
Необходимо отметить, что в «центре» любо-
го цифрового завода находится персонал ор-
ганизации, который, для решения функци-
ональных задач, направленных на создание 
высокотехнологичной продукции, использу-
ет всю созданную систему. Данный персонал 
должен владеть требуемыми компетенциями 
и быть готовым их применять в условиях циф-
ровизации и роботизации производственных 
процессов. 
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ВВЕДЕНИЕ

Возникновение ледовых воротников во-
круг цилиндрических опор гидротехнических 
сооружений при постоянном уровне воды об-
условлено изменением направления и интен-
сивности переноса тепловой энергии из воды 
в холодный воздух с отрицательной темпера-
турой ниже точки замерзания. При использо-
вании материалов с большой теплопроводно-
стью в составе указанных сооружений (сталь и 
бетон) через них происходит интенсивный ток 
тепловой энергии в атмосферу. Сооружение 
нагревается водой ниже поверхности ледового 
покрова и отдает тепловую энергию в атмос-
феру над поверхностью ледового покрова. При 
этом, за счет высокой теплопроводности и от-
сутствии теплоизоляции в виде ледового по-
крова интенсивность теплового потока выше, 
чем на окружающей акватории. В местах ин-
тенсивного теплового потока, при переходе че-

рез точку замерзания, происходит образование 
льда. В рассматриваемом случае лед образуется 
под поверхностью ледового покрова акватории 
и обволакивает опоры сооружения, образуя ха-
рактерные «ледовые воротники». 

Ледовые воротники опасны по ряду причин. 
Они могут затруднять проведение операций 
вблизи сооружений, на которых они образуют-
ся, а также являться причиной максимальных 
пиковых нагрузок на гидротехнические соору-
жения при подвижках льда. 

В общем случае рассматриваются стальные 
сооружения цилиндрической формы, верти-
кального профиля. Внешние условия считаются 
известными. Под внешними условиями пони-
маются предпосылки для формирования ледя-
ного покрова водоёма и ледяного воротника у 
сооружения и/или наличие уже образовавшихся 
ледовых полей и ледовых образований. Пред-
полагается отсутствие приливов и волнения. 
Считается, что лёд на акватории не движется в 
момент образования ледяного воротника. Из-
вестны: соленость воды, изменение температу-
ры воздуха за заданный период времени - ха-
рактеризуемое морозо-днями (суммой средних 
за день отрицательных температур ниже темпе-
ратуры замерзания воды за рассматриваемый 
период времени).

УДК 658.5

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЛЕДОВОГО ВОРОТНИКА
 В ГИДРОТЕХНИЧЕСКОМ СТРОИТЕЛЬСТВЕ
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Статья поступила в редакцию 08.04.2023

Одной из приоритетных задач развития страны является освоение Арктики. Для этого необхо-
димо как разрабатывать новую нормативную документацию по стандартизации, так и прово-
дить совершенствование имеющихся норм и стандартов. Арктический регион является сложным 
с точки зрения внешних условий. Для Гидротехнических конструкций внешние воздействия в 
Арктике, в первую очередь, включают воздействия со стороны льда. Ледовые воздействия могут 
носить самый разный характер и поэтому недостаточно полно отражены в нормативных доку-
ментах. Образование ледового воротника – это один из типов вмерзания, когда вокруг частично 
находящегося в воде гидротехнического сооружения, при отрицательных температурах воздуха, 
образуется утолщение льда, превышающее по своей толщине окружающий ровный лед. Данное 
утолщение образуется по причине теплового потока через тело сооружения и может быть рас-
считано. Аналитический расчет ледового воротника сложно выполним, поэтому предполагается 
использовать термодинамическую модель для численного моделирования. 
Ключевые слова: ледовый воротник, вмерзание в лед, математическая модель, численный расчет, 
уравнение баланса энергии, метод Стефана.
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА 

В системе вода-лёд-воздух можно выделить 
три принципиальных тепловых потока: первый 
со стороны «теплой воды» через лёд в сторону 
«холодного» воздуха, второй тепловой поток об-
разуется в процессе образования льда и направ-
лен в сторону «холодного» воздуха, третий по-
ток является суммой первых двух и направлен 
со стороны поверхности лёд-воздух в сторону 
«холодного» воздуха. 

В процессе образования льда выделяется те-
пловая энергия. Когда первый тепловой поток 
становится равным третьему, то тепловой энер-
гии в процессе образования льда не выделяется, 
т.е. нового льда не образуется. Решение задачи ба-
зируется на уравнении энергетического баланса.

Основные расчетные зависимости

Уравнение баланса энергии, описывающее 
температурное распределение внутри льда, 
воды и движение границы смены фаз (вода – 
лёд) (Meirmanov, 1992 [1-4]): 

,              
(1)

где t – время; x,y,z – горизонтальные и вер-
тикальная координаты; T – температура;
Tf – температура замерзания воды; l – тепло-
та образования вещества; (T – Tf )  - дельта 
функция; (дельта функция, и её параметры 

рассмотрены ниже);  – плотность материала;
с – теплоемкость материала; k – коэффициент 
теплопроводности материала; причем i,w – ин-
дексы показывающие принадлежность параме-
тра ко льду или воде.

Уравнение (1) описывает теплоперенос вну-
три льда при T < Tf и в воде при T > Tf . Следова-
тельно принимается, что (, с, k) = (i , сi , ki ) при 
T < Tf и (, с, k) = (w , сw , kw ) при T > Tf . При этом 
учитывается, что теплоёмкость морской воды и 
морского льда зависит от температуры и соле-
ности уравнения (2), (3), рис. 1, [5-8]: 

 ,                (2)

 
.        (3)

 Уравнение (3) для определения теплоемкости 
морского льда выведена для солености 2 ppt. Турбу-
лентное перемешивание морской воды учитыва-
лось дополнительным коэффициентом турбулент-
ной теплопроводности (kw,t). Уравнение баланса 
энергии, описывающее температурное распреде-
ление внутри опоры записывается аналогично.

Граничные и начальные условия

Температура на границах лед(вода)-воздух и 
опора-воздух:  

.
Температура на нижней границе выделен-

ной области: 

Рис. 1. Тепл оемкость морского рассола (соленая вода) (а) и морского льда (b) от температуры; 
соленость морского льда 2 – 4 ppt; (Доронин и Хесин, 1975 [9])
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.
Тепловой поток внутри выделенной области 

через границы материалов:
.

Условия отсутствия теплового потока на 
внешних боковых границах всей выделенной 
области: 

.

Начальное распределение температуры вну-
три выделенной области:

.
где:  – температура;  – температура воз-
духа;  – температура нижней границы 
выделенной области; n – вектор нормальный к 
границе; q – тепловой поток; k – коэффициент 
теплопроводности материала;  – начальный 
момент времени;  – температура в на-
чальный момент времени.

Численный метод

Для численного интегрирования уравнения 
(1) использовался персональный компьютер. 
Рассматривались как трехмерные, так и двух-
мерные аппроксимации. В случае цилиндри-
ческой опоры задача будет являться осесимме-
тричной и решение может быть рассмотрено в 
плоскости r – z, проходящей через центр опоры.

Для математического описания процесса 
смены фазового состояния используется Дирак-
дельта функция [10-14]. Она вводится в уравне-
ние теплового баланса и принимает ненулевые 
значения на границе смены фаз. Дельта функ-
ция позволяет учитывать теплоту образования 
льда в заданном интервале температуры смены 
фазового состояния. Дирак-дельта функция ап-
проксимируется следующим образом (4):

,
 
(4)

где  и  подбираются в соответствии с условиями: 

,                    (5)

            
(6)

График Дирак-дельта функции принимая 
,  ,   , пред-

ставлен на рис. 2 (A. Marchenko 2008 [3]).
Данная аппроксимация рассматривает ин-

тервал температур при фазовом переходе:

              (7)

Тэта функция (функция Хэвисайда), (x) – 
используется для математической записи из-
менения коэффициентов уравнения (1) при из-
менении фазового состояния. Она записывается 
в виде:

   (8)

Теплоёмкость связана с энергией через плот-
ность. При расчетах имеет смысл сразу рассма-
тривать произведение плотности на теплоем-
кость – с. Если учесть, что теплота образования 
может быть учтена путём увеличения теплоём-
кости в заданном интервале (используя Дельта 
функцию), то произведение – , может быть 
аппроксимировано следующим образом:

       (9)

Коэффициент теплопроводности – k, может 
быть записан для области вода-лёд в следующем 
виде:

      (10)

Таким образом, при температурах ниже точ-
ки замерзания тэта функция  от отрица-
тельного значения обращается в ноль и учиты-
вается только коэффициент для льда , в случае 
же температуры выше точки замерзания – учи-
тывается только коэффициент для воды .

Положение границы смены фаз определяется 
с точностью, зависящей от ширины (∆) простран-

Рис.  2. График функции  (а) и  (b)

 принимая ,  ,  
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ственной области, где  . 
Размер элементов сетки выбирался меньшим, 
чем ∆. Если ∆ меньше размера элемента конеч-
но-элементной сетки, то эффективная теплота 
образования уменьшается, вследствие числен-
ного распределения функции  по всему ко-
нечному элементу. При расчете использовались 
сетки, содержащие около 20000-500000 треу-
гольных элементов в зависимости от величины 
расчетной области. Площадь элемента варьиру-
ется от 0.04 м2 до 7×10-5 м2.

Решение задачи осуществлялось как в трёх-
мерном случае, так и в двумерном. Трехмерный 
случай дает наглядное представление проис-
ходящего вокруг опоры. Для цилиндрических 
опор целесообразно использовать двумерное 
(осесимметричное), так как решение будет со-
держать все необходимые характеристики при 
меньших затратах времени и ресурсов.

При компьютерном моделировании реша-
ется уравнение (11). Его решение в двумерном 
случае связанно с переходом к цилиндрическим 
координатам.

Уравнения теплопроводности в декартовых 
и цилиндрических координатах записываются в 
виде:

 
(11)

 
(12)

где уравнение (11) записано в декартовых 
координатах, а уравнение (12) записано в ци-
линдрических координатах;  – плотность ма-
териала; с – теплоемкость материала; k – ко-
эффициент теплопроводности материала;  
– внутреннее теплообразование; T – температу-
ра; t – время; x, y, z – горизонтальные и верти-
кальная декартовы координаты; r, , z – радиус, 
угол, вертикальная координата в цилиндриче-
ской системе координат.

Рассматриваемая постановка задачи облада-

ет осевой симметрией, следовательно:
  

.
 

Тогда уравнение (12) переписывается в виде:

   
(13)

где обозначения аналогичны приведенным ранее. 
Раскрывая производную первого члена пра-

вой части уравнения (12) можно получить уравне-
ние (13). Уравнение (13) отличается от двумерного

 

случая уравнения (11) членом
 

)(1
r
Tk

rr 





,
 
кото-

рый быстро затухает при увеличении r. Поэтому 
для не слишком маленьких опор можно пользо-
ваться двумерным решением уравнения (11):

, (14)

где обозначения аналогичны приведенным ранее. 

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Для оценки достоверности результатов чис-
ленного моделирования были проведены физи-
ческие эксперименты. Результаты эксперимен-
тов использовались для оценки правильности 
компьютерной модели. На рис. 3 представлены 
некоторые из результатов физических экспе-
риментов и математического моделирования: 
Опыт со стальным цилиндром длинной 30 см, 
диаметром 1 см, погруженным в воду на 20 см, 
вмораживаемым в течение 46 часов при темпе-
ратуре -10°С (рис. 3 слева). На рис. 3 также пред-
ставлен пример результата 3D моделирования и 
пример результата 2D моделирования.

Формы ледовых воротников, полученных 
численным моделированием, соответствуют 
физическим экспериментам, что видно на рис. 
3. Отмечены некоторые случаи, когда численное 
решение несколько завышает размеры воротни-
ков, однако, учитывая, что оно так же немного 
завышает толщину ровного окружающего льда 
(рис. 4) отношение этих величин в расчетах и 
на моделях близко. Опыты для более продол-
жительного периода показали такую же относи-
тельную ошибку результата – не более 5% в наи-
большем случае.

Рис. 3. Результаты физического эксперимен  та (слева) (стальная труба) 
и примеры результатов математического моделирования (3D – центр, 2D - справа)
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Рассмотренные случаи с положительной 
температурой внутри оборы показали возмож-
ность удаления ледовых воротников обогревом 
опоры [15, 16]. 

Для оценки достоверности абсолютных зна-
чений получаемых результатов и настройке 
расчетной схемы были проведены серии экс-
периментов по определению толщин термооб-
разованного льда при известных параметрах; 
результаты сравнивались с известными значе-
ниями (рис. 4) [17]. Приведенные эксперимен-
тальные точки нанесены по результаты анализа 
данных из Главной Геофизической Обсервато-
рии [18] и Государственного Гидрологического 
Института [19].

Как видно из приведённого графика – ре-
зультаты, полученные по методу конечных 
элементов (Ряды: «Полученное решение (1D)» 
и «Полученное решение (2D)»), укладываются 
в рамки результатов, полученных расчётом по 
эмпирическим формулам и аналитическим ре-
шениям, а также экспериментальных данных.

Во избежание возможных погрешностей, 
связанных с различиями в масштабе времени 
между моделью и реальными процессами, раз-
меры ледовых воротников находились в отно-
шении к толщинам окружающего льда.

ВЫВОДЫ

Вмерзание сооружения в лед при постоян-
ном уровне может сопровождаться образовани-
ем ледовых воротников. Ледовые воротники об-

разуются ниже уровня воды вокруг сооружений 
и опор, имеющих большую теплопроводность. 

Для получения размеров и формы ледовых 
воротников была разработана термодинами-
ческая модель и программа для ЭВМ[20]. Тер-
модинамическая модель позволяет провести 
численную оценку размеров и формы ледового 
воротника для большого массива исходных дан-
ных. 

Основными данными, влияющими на рост 
льда, являются продолжительность вмерзания 
и градиент температуры. Международным стан-
дартом введено понятие морозоградусодней 
(freezing degree days), являющееся мерой энер-
гии, затраченной(выделенной) при образова-
нии льда и, тем самым, позволяющей упростить 
вид представления исходных данных для расче-
та обмерзания. 

Для верификации термодинамической мо-
дели использованы физические эксперименты. 
Физические эксперименты проводились как в 
полевых условиях, так и в условиях холодной 
лаборатории. Экспериментальные и численные 
формы ледовых воротников удовлетворительно 
совпадают. 
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ВВЕДЕНИЕ

Задачи оптимального управления динами-
ческими процессами имеют очень широкий 
спектр приложений. Хотя приближенные мето-
ды их решения насчитывают более 50 лет и на-
коплен большой потенциал алгоритмов, нельзя 
с уверенностью утверждать, что один из раз-
работанных ранее методов обеспечит успех в 
решении той или иной задачи. Новые подходы 
построения приближенных методов позволяют 
дополнить серию уже имеющихся алгоритмов, 
что расширяет возможности нахождения при-
ближенно-оптимального управления в кон-
кретной прикладной задаче. Всякий численный 
метод решения дифференциальных уравнений 
представляет собой рекуррентную цепочку, яв-
ляющуюся дискретной системой, поэтому од-
ним из подходов состоит в том, чтобы исходную 
непрерывную задачу заменить ее дискретной 
аппроксимацией — и для последней разрабаты-
вать приближенные методы решения.

Качественная теория дискретных систем 
изложена в монографиях [1-4]. Известно мно-
го методов исследования динамики дискрет-
ных систем [5-11], в частности, в работах [10,11] 
развиваются алгоритмы улучшения второго 

порядка для дискретной и непрерывной зада-
чи оптимального управления на случай, когда 
управляемая система имеет сетевую структуру. 
Использование разложения конструкций ме-
тода улучшения второго порядка по параметру 
для дискретных задач оптимального управле-
ния было проведено в работе [12,13].

Методики построения множеств достижи-
мости разработаны в работах [20-23]. В ос-нове 
рассматриваемого метода лежит теорема [17] о 
том, что множество достижимости системы есть 
множество нулей функции, являющейся реше-
нием уравнения Гамильтона-Якоби-Беллмана 
со специальным начальным условием. Аппрок-
симация такого уравнения рассматривается для 
некоторой вспомогательной задачи, получаю-
щейся из исходной путем расширения фазового 
пространства. В трудах [6,18] впервые была вы-
сказана идея об использовании приближенно-
го описания множества достижимости для по-
строения алгоритма улучшения в непрерывных 
системах, а более глубокое исследование такого 
метода было проведено в работе [14,15]. Идея 
применения этого подхода и общая итератив-
ная схема улучшения для дискретных систем 
изложена в статье [19].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается дискретная по времени 
управляемая система

^ �̀������������������� ��� tttTttutxtftx � � � (1.1)

��������� �� TttUtuxtx ��             (1.2)

где )(tx  принимает значения в евклидовом 
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ŸŹŷźŻŹũŶźŻūŮ�Թn��U(t)�⊆�Թr��ŝżŶųſűƈ x(t) ŶũŰƄūũŮŻźƈ ŻŹũŮųŻŷŹűŮŲ, ũ ŽżŶųſűƈ u(t) — żŸŹũūŴŮŶűŮŵ. 
őŰūŮźŻŶŷ, ƀŻŷ ŭűŶũŵűƀŮźųũƈ źűźŻŮŵũ (1.1)-(1.2) ŵŷůŮŻ ŪƄŻƅ ŹũūŶŷźűŴƅŶŷ ŰũŸűźũŶũ ųũų:�

���������������� �� xtxTttUtxtftx =∈∈+ �(1.3) 

ŬŭŮ f(t,x(t),U(t)) — ŵŶŷůŮźŻūŷ ŭŷŸżźŻűŵƄž ŸŮŹŮžŷŭŷū źűźŻŮŵƄ Ŷũ ƁũŬŮ t. 
ŗŸ Ź Ů ŭ Ů Ŵ Ů Ŷ ű Ů  1. ŚŷūŷųżŸŶŷźŻƅ ŸũŹ ŽżŶųſűŲ (x(t),u(t)), żŭŷūŴŮŻūŷŹƈƇƂűž żźŴŷūűƈŵ (1.1)-

(1.2) ŶũŰŷūŮŵ ŵŶŷůŮźŻūŷŵ D ŭŷŸżźŻűŵƄž żŸŹũūŴƈŮŵƄž ŸŹŷſŮźźŷū.  
śŹŮŪżŮŻźƈ ŵűŶűŵűŰűŹŷūũŻƅ ŻŮŹŵűŶũŴƅŶƄŲ ŽżŶųſűŷŶũŴ 

                                  I(ž,ű) = F(x(t1)).       (1.4)  
Ŷũ ŵŶŷůŮźŻūŮ D. 
ŘżźŻƅ ŰũŭũŶ ŶŮųŷŻŷŹƄŲ ƆŴŮŵŮŶŻ (x I (t) ,  u I (t))∈D.  Řŷŭ ŰũŭũƀŮŲ  żŴżƀƁŮŶűƈ  ŪżŭŮŵ ŸŷŶűŵũŻƅ 

Űũŭũƀż ŶũžŷůŭŮŶűƈ ŻũųŷŬŷ ŸŹŷſŮźźũ (ž I I (t) ,  ű I I (t))∈D,  ƀŻŷ I(xII, uII)  <  I(žI, uI). 
ŗŸ Ź Ů ŭ Ů Ŵ Ů Ŷ ű Ů  2.  ŕŶŷůŮźŻūŷŵ ŭŷźŻűůűŵŷźŻű�Յ࣬(t0,x0;τ) źűźŻŮŵƄ (1.1)-(1.2) Ŷũ ƁũŬŮ τ, Ÿŷ-

ŹŷůŭŮŶŶŷŮ ŻŷƀųŷŲ x0 ū ŵŷŵŮŶŻ t0 ŪżŭŮŵ ŶũŰƄūũŻƅ ŵŶŷůŮźŻūŷ ŻŮž ű ŻŷŴƅųŷ ŻŮž ƆŴŮŵŮŶŻŷū z∈�ԹQ��ŭŴƈ 
ųũůŭŷŬŷ űŰ ųŷŻŷŹƄž ŶũŲŭŮŻźƈ ŹŮƁŮŶűŮ x(t) źűźŻŮŵƄ (1.1)-(1.2) (ūųŴƇƀŮŶűƈ (1.3)) ŻũųŷŮ, ƀŻŷ ž(τ)=z. 

ŗŸűźũŶűŮ ŵŶŷůŮźŻūũ ŭŷźŻűůűŵŷźŻű żŸŹũūŴƈŮŵŷŲ źűźŻŮŵƄ ƈūŴƈŮŻźƈ ŷźŶŷūŶŷŲ žũ-
ŹũųŻŮŹűźŻűųŷŲ, űźŸŷŴƅŰżƈ ųŷŻŷŹżƇ ŵŷůŶŷ űźźŴŮŭŷūũŻƅ źūŷŲźŻūũ źűźŻŮŵƄ. ŎźŴű űŰūŮźŻŶŷ ŵŶŷůŮ-
źŻūŷ ŭŷźŻűůűŵŷźŻű, Żŷ ŹŮƁŮŶűŮ Űũŭũƀű źūŷŭűŻźƈ ų ŵűŶűŵűŰũſűű ŽżŶųſűű ųŷŶŮƀŶŷŬŷ źŷźŻŷƈŶűƈ 
F(x)  Ŷũ ƆŻŷŵ ŵŶŷůŮźŻūŮ ū ŵŷŵŮŶŻ ūŹŮŵŮŶű t 1 .  

ŋ ŵŷŶŷŬŹũŽűű [17] ŭŷųũŰũŶũ źŴŮŭżƇƂũƈ ŻŮŷŹŮŵũ ŷ ŵŶŷůŮźŻūŮ ŭŷźŻűůűŵŷźŻű ŭŴƈ ŭűźųŹŮŻŶƄž 
źűźŻŮŵ: 

ś Ů ŷ Ź Ů ŵ ũ  1 .  ŘżźŻƅ  f (t ,x(t) ,  U(t))≠∅  ŸŹű ūźŮž (t,x)∈T× Թn, ű źżƂŮźŻūżƇŻ ŽżŶųſűű ϕ: Թn→ Թ 
ű ŶŮŷŻŹűſũŻŮŴƅŶũƈ ψ: Թn→ Թ ŻũųűŮ, ƀŻŷ  

1)� ψ(ž)=0 ŻŷŬŭũ ű ŻŷŴƅųŷ ŻŷŬŭũ, ųŷŬŭũ ��xx =  

2)�
( ) ( )( ) ( )

( )
( ) ⊗≠

¿
¾
½

¯
®
­ +=+∈=

∈
υϕωϕω

υ
ϕ ��VXS�����

������
tttxtfxtW

tUtxtf  
ŸŹű ūźŮž (t, x)∈T× Թn; 

3)� ŸŹű ūźŮž (t, x)∈T× Թn 

     
( ) ����������������VXS �

��
xxtxtuxtft

tUu
ψϕϕϕ ==+

∈   
 (1.5) 

śŷŬŭũ Յ࣬ ( )τ�� �� xt ={x∈ Թn:ϕ(τ,x)=0} ŸŹű  ūźŮž  τ∈T . 

Řŷ źżŻű ŭŮŴũ ū ŻŮŷŹŮŵŮ 1 ŹũźźŵŷŻŹŮŶũ źŴŮŭżƇƂũƈ Űũŭũƀũ ŷŸŻűŵũŴƅŶŷŬŷ żŸŹũūŴŮŶűƈ: 
x (t+1)=f (t ,x (t) ,u (t)) ,  x (t1 )  =  x 1 , u(t)∈U(t) ,  t∈T ,  

J=ψ(x (t 0 ))→min. 
ŎźŴű Żŷƀųũ x 1  ŸŹűŶũŭŴŮůűŻ ŵŶŷůŮźŻūż ŭŷźŻűůűŵŷźŻű Յ࣬(t 0 ,x 0 ;  t 1 ) ,  Żŷ ψ(x (t 0 ))=0, ũ ŮźŴű ŶŮ 

ŸŹűŶũŭŴŮůűŻ, Żŷ ψ(x(t 0 ))>0 Ŷũ ŷŸŻűŵũŴƅŶŷŵ ŹŮƁŮŶűű, źŷŷŻūŮŻźŻūŮŶŶŷ ű ŽżŶųſűƈ ŊŮŴŴŵũŶũ űŵŮŮŻ 
ŻŮ ůŮ źūŷŲźŻūũ. őŵŮŮŵ 

( ) ∉> 
��
� xxτϕ Յ࣬ ( )τ�� �� xt , 

( ) ∈= 
��
� xxτϕ Յ࣬ ( )τ�� �� xt ,      T∈τ . 

ŎźŴű ž I (τ )  ŴŮůűŻ ūŷ ŵŶŷůŮźŻūŮ ŭŷźŻűůűŵŷźŻű źűźŻŮŵƄ Յ࣬(t 0 ,ž 0 ;  τ) Ŷũ ųũůŭŷŵ ƁũŬŮ τ∈T, Żŷ 
ŽżŶųſűƈ ŊŮŴŴŵũŶũ ŹũūŶũ ŶżŴƇ, ű ŮŮ ŴűŶŮŲŶŷ-ųūũŭŹũŻűƀŶũƈ ŶżŴŮūũƈ ũŸŸŹŷųźűŵũſűƈ ŶŮ ŭũŮŻ ūŷŰ-
ŵŷůŶŷźŻű ŶũžŷůŭŮŶűƈ ŸŹűŪŴűůŮŶŶŷŬŷ ŸŹŮŭźŻũūŴŮŶűƈ ŵŶŷůŮźŻūũ Յ࣬. 

ŘŹŮŭŸŷŴũŬũƈ, ƀŻŷ ŹŮƁŮŶűŮ żŹũūŶŮŶűƈ (1.5) źżƂŮźŻūżŮŻ, ŸŷŴżƀũŮŵ, ƀŻŷ ūźƈųŷŮ ŹŮƁŮŶűŮ ūųŴƇƀŮŶűƈ 
x(t+1)∈Wϕ(t,x),   t∈T,   x(t1)=x*, 

ŬŭŮ x* - Żŷƀųũ ŵűŶűŵżŵũ ŽżŶųſűű F(x)  ŸŹű żźŴŷūűű ž∈Յ࣬ ( )τ�� �� xt , ƈūŴƈŮŻźƈ ŹŮƁŮŶűŮŵ Űũŭũƀű 

ŷŸŻűŵũŴƅŶŷŬŷ żŸŹũūŴŮŶűƈ (1.1)-(1.2), (1.4). řŮƁŮŶűŮ żŹũūŶŮŶűƈ ŊŮŴŴŵũŶũ (1.5) ŭŷźŻũŻŷƀŶŷ ŰũŻŹżŭ-
ŶűŻŮŴƅŶŷ ű ŵƄ ŪżŭŮŵ űźžŷŭűŻƅ űŰ ũŸŸŹŷųźűŵũſűű źũŵŷŬŷ żŹũūŶŮŶűƈ ű ŽżŶųſűű ŊŮŴŴŵũŶũ ŭŷ ūŻŷ-
ŹŷŬŷ ŸŷŹƈŭųũ. 

ŘŹű ūƄūŷŭŮ ųŷŶźŻŹżųſűŲ ũŴŬŷŹűŻŵũ ŸŹŮŭŸŷŴũŬũŮŻźƈ, ƀŻŷ F: Թn → Թ - ŭūũůŭƄ ŶŮŸŹŮŹƄūŶŷ ŭűŽ-
ŽŮŹŮŶſűŹżŮŵũ, f: T× Թn× Թr→ Թ - ŭūũůŭƄ ŶŮŸŹŮŹƄūŶŷ ŭűŽŽŮŹŮŶſűŹżŮŵũ Ÿŷ (ž,u),U(t)= Թr, t∈T. 
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ŊżŭŮŵ űźųũŻƅ ŴŷųũŴƅŶŷ żŴżƀƁŮŶŶƄŲ ƆŴŮŵŮŶŻ (xI I (t) ,u I I (t))∈D  ūŪŴűŰű ŶŮųŷŻŷŹŷŬŷ ŰũŭũŶŶŷŬŷ 

ŶũƀũŴƅŶŷŬŷ ƆŴŮŵŮŶŻũ (x I(t) ,  u I (t))∈D . ŦŻŷ ŭũŮŻ ūŷŰŵŷůŶŷźŻƅ ŰũŵŮŶűŻƅ ŬŹũŶűſż ŵŶŷůŮźŻūũ ŭŷźŻű-
ůűŵŷźŻű ŮŮ ųūũŭŹũŻűƀŮźųŷŲ ũŸŸŹŷųźűŵũſűŮŲ ű ŸŷźŻŹŷűŻƅ Ŷũ ƆŻŷŲ ŷźŶŷūŮ ũŴŬŷŹűŻŵ żŴżƀƁŮŶűƈ. 

ŋūŮŭŮŵ ŭŷŸŷŴŶűŻŮŴƅŶżƇ źųũŴƈŹŶżƇ ŽżŶųſűƇ x 0 (t) ŭŴƈ źűźŻŮŵƄ (1.1): 

 
( ) ( ) ( )�
���


�
�� �� xxguugtxtx ∆∆−+∆∆+=+

 
( ) ( )�� txxxtuuu II −=∆−=∆  

( ) �������
� Ttgtx ∈≤≤=   

ŬŭŮ «’» ŷŰŶũƀũŮŻ ŷŸŮŹũſűƇ ŻŹũŶźŸŷŶűŹŷūũŶűƈ. ŗŸŹŮŭŮŴűŵ ŽżŶųſűű 
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§ ∆∆−+∆∆+= xxguugtxuytf 
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ű ŸŷŴżƀűŵ źűźŻŮŵż ūűŭũ 

                        (2.2) 

ŜŹũūŶŮŶűŮ ŊŮŴŴŵũŶũ (1.5) ŭŴƈ źűźŻŮŵƄ (2.2) ŪżŭŮŻ ūƄŬŴƈŭŮŻƅ źŴŮŭżƇƂűŵ ŷŪŹũŰŷŵ  

                                                   (2.3) 

ū ŸŹŮŭŸŷŴŷůŮŶűű, ƀŻŷ ŵũųźűŵżŵ  ( )( )uytft ��a��+ϕ  ŭŷźŻűŬũŮŻźƈ ū ŶŮųŷŻŷŹŷŲ ŻŷƀųŮ ( )�� ytu   
ŖũŲŭŮŵ ŸŹűŪŴűůŮŶŶŷŮ ŹŮƁŮŶűŮ ź ŸŷŵŷƂƅƇ ŻŮŲŴŷŹŷūźųŷŲ ũŸŸŹŷųźűŵũſűű (2.3) ū ŷųŹŮźŻŶŷźŻű 

ŻŹũŮųŻŷŹűű  ����� >¸̧¹

·
¨̈©

§
−

= ε
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tx
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I

I  ųŷŻŷŹũƈ ŴŮůűŻ ūŶŮ ŵŶŷůŮźŻūũ ŭŷźŻűůűŵŷźŻű (2.2), ũ ŰŶũƀűŻ 

ŽżŶųſűƈ ŊŮŴŴŵũŶũ ŶŮ ŹũūŶũ ŶżŴƇ. ōŴƈ ƆŻŷŬŷ ūūŮŭŮŵ ūźŸŷŵŷŬũŻŮŴƅŶżƇ ŽżŶųſűƇ 

( ) ( )( ) ( )ytuytftuytR ���a���� ϕϕ −+=      (2.5)    

ű ŹũźźŵŷŻŹűŵ ŮŮ ŹũŰŴŷůŮŶűŮ ū Źƈŭ śŮŲŴŷŹũ ŭŷ źŴũŬũŮŵƄž ūŻŷŹŷŬŷ ŸŷŹƈŭųũ ūųŴƇƀűŻŮŴƅŶŷ ū 
ŷųŹŮźŻŶŷźŻű Żŷƀųű  ( )( )��� tuty II

ε : 
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II
yu

II
yy

II
uu

II
u

II
u

II

∆∆+∆∆+

+∆∆+∆∆+∆∆+

+∆+∆+=

ε

εεε

εεε

(2.6) 

ŚŷŬŴũźŶŷ źŷŷŻŶŷƁŮŶűƈŵ (2.3) ű (2.5) ( ) ���PD[ =uytR
u

. ŊżŭŮŵ űźźŴŮŭŷūũŻƅ Ŷũ ŵũųźűŵżŵ Ÿŷ ű 

ŴűŶŮŲŶŷ-ųūũŭŹũŻűƀŮźųŷŮ ŸŹűŪŴűůŮŶűŮ ŽżŶųſűű R(t,ż,ű). śŷŬŭũ űŰ żźŴŷūűƈ źŻũſűŷŶũŹŶŷźŻű űŵŮŮŵ 
( ) ( ) ( ) �������������������� =∆+∆+ ytutytRututytRtutytR II

uy
II

uu
II

u εεε  
ŷŻųżŭũ 

( ) ( ) ( )( )�������������������������a � tyytutytRtutytRtutytRtuytu III
uy

II
u

II
uu

I
εεεε −+−= −        (2.7)    

ū ŸŹŮŭŸŷŴŷůŮŶűű ŷŻŹűſũŻŮŴƅŶŷŲ ŷŸŹŮŭŮŴŮŶŶŷźŻű ( )������� tutytR II
uu ε   

ŘŷŭźŻũūŴƈƈ ūƄŹũůŮŶűŮ (2.7) ū (2.6), ű ŸŹűŹũūŶűūũƈ ų ŶżŴƇ ųŷƆŽŽűſűŮŶŻƄ ŸŹű ∆ż  ű (∆ż)2, ũ Żũų-
ůŮ źūŷŪŷŭŶƄŲ ƀŴŮŶ, ŸŷŴżƀűŵ 

( ) ( )( ) ( ) { }������������a��� ����� tttTtytytutytfty +=∈==+

( )( ) �������a��PD[ =−+ ytuytft
u

ϕϕ

2. КОНСТРУКЦИЯ БАЗОВОГО АЛГОРИТМА
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ��������������������������

��������������������������

��������������������
�
�������

�

�

�


=−

=−

=−

−

−

−

tutytRtutytRtutytRtutytR

tutytRtutytRtutytRtutytR

tutytRtutytRtutytRtutytR

II
uy

II
uu

II
uy

II
yy

II
u

II
uu

II
yu

II
y

II
u

II
uu

II
u

II

εεεε

εεεε

εεεε

  

(2.8) 

ŊżŭŮŵ űźųũŻƅ ŸŹűŪŴűůŮŶűŮ ŽżŶųſűű ŊŮŴŴŵũŶũ ū ŴűŶŮŲŶŷ-ųūũŭŹũŻűƀŮźųŷŵ ūűŭŮ 

( ) ( ) ( ) ( )�����
��
�
�����
��� tyyttyytyyttyt III

εεε χκυϕ −−+−+=    (2.9) 

ŬŭŮ v(t) — źųũŴƈŹŶũƈ, n(t) — ūŮųŻŷŹŶũƈ ŹũŰŵŮŹŶŷźŻű (n+1), a x(t) - ŵũŻŹűƀŶũƈ ŹũŰŵŮŹŶŷźŻű (n+1) × 
(n+1) ŽżŶųſűű. 

őźŸŷŴƅŰżƈ ŷŸŹŮŭŮŴŮŶűƈ ŽżŶųſűű R (2.5) ű ŽżŶųſűű ϕ (2.9), ŰũŸűƁŮŵ 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )�����
��

�
���


������
���
�
�

����
���

tyyttyytyytt

tyyttyy

tyyttuytR

III

II

I

εεε

εε

ε

χκυ

χ

κυ

−−−−−−

−+−++−+

++−+++=

   

(2.10) 

Ŗũžŷŭƈ ŸŹŷűŰūŷŭŶƄŮ ŽżŶųſűű R  űŰ ūƄŹũůŮŶűƈ (2.10) ű ŸŷŭźŻũūŴƈƈ űž ū ŹũūŮŶźŻūũ (2.8), űŵŮŮŵ 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )�a�a

a�aa�a�a
��aa�aa�a�a

��aa�aa�

�
��




�





�





�


tHftf

HftfHftfHftf

ttfHftfHftftf

ttfHftfftt

uyuu

uuuuyuuyyyyy

uuuuuuuuyy

uuuuuu

χχ

χχχ

κκχχκ

υκχκυ

=++×

×++++−++

=+++++−+

=++++−+

−

−

−

  (2.11) 

ŬŭŮ ŸŹŷűŰūŷŭŶƄŮ ŽżŶųſűű ( )uytf ��a
,  ŷŸŹŮŭŮŴŮŶŶŷŲ ŹũūŮŶźŻūŷŵ (2.1), ūƄƀűźŴƈƇŻźƈ ū ŻŷƀųŮ 

( ) ( )( )tutyt II �� ε , ũ ŸŹŷűŰūŷŭŶƄŮ ŽżŶųſűű H(t ,ż,κ, ű )= ( )uytft ��a���
 +κ  -  ū  ŻŷƀųŮ 

( ) ( )( ) ������� tuttyt II +κε  

őźźŴŮŭżŮŵ ŶũƀũŴƅŶŷŮ żźŴŷūűŮ (2.4). ŘŹŮŭźŻũūűŵ ŮŬŷ ŸŹũūżƇ ƀũźŻƅ ū ŸŹűŪŴűůŮŶŶŷŵ ūűŭŮ 

( ) ( )
( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )( )

( ) �

�
�

�
�

��
��



����
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��


�

�




��

��
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¹̧
·

©̈
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−

−−−−
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+−¸
¸

¹

·
¨
¨

©

§

−
−+−=−

+

tyyo

tyy
yty

ytyytyEyty
tyy

tyy
yty
yty

ytyyy

I

I

I

IInI
I

I
I

I
I

ε

ε

ε

εεε
ε

ε
ε

ε
ε

 

ŬŭŮ ( ) ( )( ) ��
�

�
�

� →−
¹̧
·

©̈
§ − tyytyyo II

εε  ŸŹű ( )�tyy I
ε→ ,  E(n+1) — ŮŭűŶűƀŶũƈ ŵũŻŹűſũ ŹũŰŵŮŹŶŷ-

źŻű ( ) ( )�� +×+ nn . ŚŷŬŴũźŶŷ ūƄŹũůŮŶűƇ (2.9)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )⋅−+−+= �



����� �
���
� ttyytyytɤtyt II χνϕ εε ( )( )�tyy I

ε−⋅ . 

Řŷ ŷŸŹŮŭŮŴŮŶűƇ ( ) ( ) �
�

�
��

�� ¸̧¹

·
¨̈©

§
−

=¸̧¹
·

¨̈©

§−¸̧¹

·
¨̈©

§
−

=−
εεε

xtx
yty

I
I  ű ( ) εε =− �� yty I . śŷŬŭũ  

( ) ( ) ( )
( )

¸̧¹

·
¨̈©

§
=¸̧¹

·
¨̈©

§
−

==
−

�
�

�
� 


�

��� θ
θεχ

θ
εν

nE
ttɤt ,   (2.12)   
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ŬŭŮ θ  —  ŶżŴŮūŷŲ ūŮųŻŷŹ ŹũŰŵŮŹŶŷźŻű Ÿ ,  Ŏ ( n )   — ŮŭűŶűƀŶũƈ ŵũŻŹűſũ ŹũŰŵŮŹŶŷźŻű nn× . 

ŖŮŸŷźŹŮŭźŻūŮŶŶŷŲ ŸŷŭźŻũŶŷūųŷŲ żŪŮůŭũŮŵźƈ, ƀŻŷ ŽżŶųſűű ( ) ( ) �
�

� ¸̧¹

·
¨̈©

§
−

==
θ

εν tɤt  

( ) ( )
¸̧¹

·
¨̈©

§=
�
θ
θσ

χ
t

t , żŭŷūŴŮŻūŷŹƈƇŻ źűźŻŮŵŮ (2.11),(2.12), ŮźŴű ŵũŻŹűƀŶũƈ  ŽżŶųſűƈ ( )tσ  ŹũŰŵŮŹŶŷ-

źŻű nn×  ŷŸŹŮŭŮŴƈŮŻźƈ ųũų ŹŮƁŮŶűŮ ŭűźųŹŮŻŶŷŬŷ żŹũūŶŮŶűƈ řűųųũŻű ūűŭũ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )������ 
�


 tftfgEftfftfEgftf xu
r

uuux
n

xx σσσσσ =+−++−−−+ −
 

ŬŭŮ ŸŹŷűŰūŷŭŶƄŮ ŽżŶųſűű f ŸŷŭźƀűŻƄūũƇŻźƈ ū ŻŷƀųŮ ( ) ( )( )tutxt II �� . 
ŘŹűŪŴűůŮŶŶŷŮ ŹŮƁŮŶűŮ żŹũūŶŮŶűƈ ŊŮŴŴŵũŶũ (2.3)-(2.4) ŪżŭŮŻ űŵŮŻƅ ūűŭ 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )txxttxxxut II −−+−= σϕ 
�

�
�� .     (2.13)  

ŗŸ Ź Ů ŭ Ů Ŵ Ů Ŷ ű Ů  3.  ŊżŭŮŵ ŶũŰƄūũŻƅ ŴŷųũŴƅŶŷŲ ũŸŸŹŷųźűŵũſűŮŲ ŵŶŷůŮźŻūũ ŭŷźŻűůűŵŷźŻű 
źűźŻŮŵƄ (1.1)-(1.2) ū ŷųŹŮźŻŶŷźŻű Żŷƀųű  ( )�tx I  ŵŶŷůŮźŻūŷ 

( ) ( ){ ∈= ���� xxtxS I Թn+1: ( )( ) ( ) ( )( ) }�
�
�

��



�
� txxttxxx II −−= σ  

ŗŸŹŮŭŮŴűŵ ūźŸŷŵŷŬũŻŮŴƅŶżƇ ŽżŶųſűƇ ( ){ } ( ) ( ) ( )������ � ∈−+= αααα xxFxF  ŕűŶűŵżŵ 

ŽżŶųſűű Fa (x)  Ÿŷ ž  ŸŹű żźŴŷūűű ( )( ) ( ) ( )( )��



�
�

�
� txxttxxx II −−= σ  ŷŪŷŰŶũƀűŵ ( )α
x . ŗƀŮūűŭŶŷ, 

ƀŻŷ Żŷƀųũ ( )α
x  ŮźŻƅ ŶŮųŷŻŷŹŷŮ ŸŹűŪŴűůŮŶűŮ ų ŹŮƁŮŶűƇ Űũŭũƀű ŵűŶűŵűŰũſűű űźžŷŭŶŷŬŷ ŽżŶų-
ſűŷŶũŴũ Ŷũ ŵŶŷůŮźŻūŮ ŭŷźŻűůűŵŷźŻű, ű, ŰŶũƈ ŮŮ, ŵŷůŶŷ ŸŷźŻŹŷűŻƅ ŭŷŸżźŻűŵƄŲ żŸŹũūŴƈŮŵƄŲ 
ŸŹŷſŮźź. řũźźŵŷŻŹűŵ ŽżŶųſűƇ ( )ytu �a ,  ŰũŭũŶŶżƇ ŹũūŮŶźŻūŷŵ (2.7). ŋƄƀűźŴƈƈ ŸŹŷűŰūŷŭŶƄŮ R  ź 

żƀŮŻŷŵ (2.13), ŸŷŴżƀűŵ, ƀŻŷ ( )ytu �a ŰũūűźűŻ ŻŷŴƅųŷ ŷŻ ŸŮŹŮŵŮŶŶƄž t ,  x, ųŷŻŷŹżƇ ŷŪŷŰŶũƀűŵ ƀŮŹŮŰ 

( )ytu �Ö : 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )( )txxftfgEftftuytu I
xu

r
uu

I −+−+−= − ���Ö 
�
 σσ ,   (2.14) 

ŬŭŮ E( r )  —  ŮŭűŶűƀŶũƈ ŵũŻŹűſũ ŹũŰŵŮŹŶŷźŻű rr × . 
őźźŴŮŭżŮŵ źűźŻŮŵż, ŬŭŮ ŻŹũŮųŻŷŹűƈ ū ųŷŶŮƀŶƄŲ ŵŷŵŮŶŻ źŷūŸũŭũŮŻ ź ŻŷƀųŷŲ ( )α
x  

( ) ( ) ( )( )( )txtutxtftx �Ö��� =+ ,                                                 (2.15) 

( ) ( )α

� xtx = .                                                       (2.16) 

ōŴƈ Ÿŷűźųũ ŻŹũŮųŻŷŹűű ŴűŶŮũŹűŰżŮŵ żŹũūŶŮŶűŮ (2.15) 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )txtututxtftxtutxtftx II

u
II

x �Ö����� ∆+∆=+∆ .                     (2.17) 

őŰ (2.14) ƈźŶŷ, ƀŻŷ 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )����Ö 
�
 txftfgEftfxtu xu
r

uu ∆+−+=∆ − σσ .  

ŘŷŭźŻũūűŵ ŶũŲŭŮŶŶŷŮ ŸŹűŹũƂŮŶűŮ ( )xtu �Ö  ū (2.17) 

( ) ( ) ( )[ ] ( ){ } ( )txftfgEftffftx xu
r

uuux ∆+−+−=+∆ − ��� 
�
 σσ  

űŴű 

              
( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ){ }

( ) ( )( )���
��

�
�


+−+×
×+−+−+=

−−

txtx
ftfgEftffftxtx

I
xu

r
uuux

I σσ
                              (2.18) 

ŗŪŷŰŶũƀűŵ ( ) Tttx ∈�Öα  — ŹŮƁŮŶűŮ źűźŻŮŵƄ (2.18), (2.16). ŘŷźŻŹŷűŵ ŸŹŷŬŹũŵŵż żŸŹũūŴŮŶűƈ 

Żũųűŵ ŷŪŹũŰŷŵ, ƀŻŷ ( ) ( )( )txtutu II αα Ö�Ö= , ű űŵŮŮŵ ( )tx IIα  ųũų ŹŮƁŮŶűŮ űźžŷŭŶŷŲ źűźŻŮŵƄ (1.1)-(1.2) 

ŸŹű ŰũŭũŶŶŷŵ żŸŹũūŴŮŶűű ( )tu IIα . Ś ŸŷŵŷƂƅƇ ūƄŪŷŹũ ŸũŹũŵŮŻŹũ α  ŸŹűŵŮŵ ŸũŹż ( )IIII ux αα �  Űũ Ŷŷ-

ūŷŮ ŸŹűŪŴűůŮŶűŮ ū ŰũŭũƀŮ żŴżƀƁŮŶűƈ (1.1)-(1.2), (1.4). 
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ŉŴŬŷŹűŻŵ  1  (ŊũŰŷūƄŲ ũŴŬŷŹűŻŵ żŴżƀƁŮŶűƈ). 
��� ŝűųźűŹżƈ �>ε ű ( ]���∈g ,  ŹŮƁũŮŵ ŵũŻŹűƀŶŷŮ żŹũūŶŮŶűŮ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ){ } ( )
( ) ( ) ( ) ( )�����_

�
�
��

�

�

�

nn

r

EtEgt
tAttBgEtBttBtBtttA

−

−

=−+=
=+−++−+

εσσ
σσσσ

                     (2.19) 

ŐŭŮźƅ ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) TttutxtftBtutxtftA II
u

II
x ∈== ������ .  

��� ŘżźŻƅ ( )���∈α ű ŶũŲŭŮŵ ( )α
x  ųũų Żŷƀųż ŵűŶűŵżŵũ ŽżŶųſűű 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )�
�

�
��



� txxttxxxFxF II −−−+= σααα .  

��� ŗŸŹŮŭŮŴűŵ ( )txαÖ ,  ŹŮƁũƈ źűźŻŮŵż 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )����

�
�




�

��

α
σσ

xtxtxtx
tAttBgEtBttBtBtAtxtx

I

rI

=+−+×
×+−+−+=

−−

 

��� ŖũŲŭŮŵ ŹŮƁŮŶűŮ ( )tx IIα  źűźŻŮŵƄ 

( ) ( ) ( )( )���� tutxtftx II
α=+        ( ) ��� xtx =  

ŬŭŮ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ��Ö�
�
 � TttxtxtAttBgEtBttBtutu IrIII ∈−+−+−= −
αα σσ  

��� řŮƁũŮŵ Űũŭũƀż ŷŭŶŷŵŮŹŶŷŲ ŵűŶűŵűŰũſűű: 
( )( )

αα PLQ� →txF II  ŸŹű żźŴŷūűű [ ]����∈α  

ŘŹűŶűŵũŮŵ żŸŹũūŴƈŮŵƄŲ ŸŹŷſŮźź ( )IIII ux �  Űũ ŶŷūŷŮ ŸŹűŪŴűůŮŶűŮ ū ŰũŭũƀŮ żŴżƀƁŮŶűƈ.  
 

� ŚŋŨŐť ŕŉśřőŠŖŗŌŗ ŜřŉŋŖŎŖőŨ řőœœŉśő                                             
Ś ŐŉōŉŠŎŒ ŔőŖŎŒŖŗ-œŋŉōřŉśőŠŖŗŌŗ ŜŘřŉŋŔŎŖőŨ 

 
ŘżźŻƅ ŰũŭũŶũ ŴűŶŮŲŶũƈ ŭűźųŹŮŻŶũƈ ſŮŸŷƀųũ źŷ źūŷŪŷŭŶƄŵ ŴŮūƄŵ ųŷŶſŷŵ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )�_� tutBtxtAtx +=+       ( ) ��� xtx = ( )∈tu Թ r , �Tt∈                   (3.1)   
ű ųūũŭŹũŻűƀŶƄŵ ŽżŶųſűŷŶũŴŷŵ ųũƀŮźŻūũ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] �

�
�
�
�

�

� �
��

� ¦
+=

− +−+=
t

tt
tutgutxtxgtxtxuxJ ε                          (3.2)   

şŮŴƅ źŷźŻŷűŻ ū ŷŸŹŮŭŮŴŮŶűű ŷŸŻűŵũŴƅŶŷŬŷ źűŶŻŮŰũ ( )xtu �a ,  ŵűŶűŵűŰűŹżƇƂŮŬŷ J(x,ű) .  śũųŷŲ 
źűŶŻŮŰ ŹŮũŴűŰżŮŻźƈ ŹŮŬżŴƈŻŷŹŷŵ ź ŷŪŹũŻŶŷŲ źūƈŰƅƇ [24]. ōŴƈ Űũŭũƀű (3.1)-(3.2) źŷŬŴũźŶŷ ([3], ź. 155): 
D�� ŽżŶųſűƈ ŊŮŴŴŵũŶũ ƈūŴƈŮŻźƈ ŸŷŴŷůűŻŮŴƅŶŷ ŷŸŹŮŭŮŴŮŶŶŷŲ ųūũŭŹũŻűƀŶŷŲ ŽŷŹŵŷŲ ūűŭũ 

( ) ( ) �

�
�� � xtxxt σϕ =                                             (3.3)   

( ) nnt ×−�σ  źűŵŵŮŻŹűƀŮźųũƈ ŵũŻŹűſũ; 

E�� żŹũūŶŮŶűƈ Ŷũ ŶŮűŰūŮźŻŶżƇ ŽżŶųſűƇ ( )t�σ  ūƄŬŴƈŭƈŻ źŴŮŭżƇƂűŵ ŷŪŹũŰŷŵ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )�������


�
�
�

�

����

�
���

nn

r

EtEgttAttB
gEtBttBtBttAtAttA

−

−

==−+−+×
×−++−+

εσσσ
σσσ

                 (3.4)     

F�� ŷŸŻűŵũŴƅŶƄŲ źűŶŻŮŰ űŵŮŮŻ ūűŭ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ��
�
�Ö �
�

� xtAttBgEtBttBytu r +−+−= − σσ                   (3.5)   

ŖŮŻŹżŭŶŷ ūűŭŮŻƅ, ƀŻŷ żŹũūŶŮŶűƈ (3.4) ű (2.19) źŷūŸũŭũƇŻ Tt∈∀ ,  źŴŮŭŷūũŻŮŴƅŶŷ ( )tσ  —  Ÿŷ-
ŴŷůűŻŮŴƅŶŷ ŷŸŹŮŭŮŴŮŶũ, ű źŴŮŭŷūũŻŮŴƅŶŷ ŶŮūƄŹŷůŭŮŶŶũƈ. ŦŻŷŻ ŽũųŻ ŸŷŶũŭŷŪűŻźƈ ŭŴƈ ŭŷųũŰũŻŮŴƅ-
źŻūũ źŴŮŭżƇƂŮŲ ŻŮŷŹŮŵƄ. 

3.
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� śŎŗřŎŕŉ ŗ řŎŔŉœŚŉşőő 
 
ŚŷŬŴũźŶŷ ŭŷųũŰũŶŶŷŲ ŴŮŵŵŮ ū [14,15] źżƂŮźŻūżŮŻ ( )���� ∈α , ŸŹű ųŷŻŷŹŷŵ Żŷƀųż ŵűŶűŵżŵũ 

( )α
x  ū ŰũŭũƀŮ ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) PLQ
�

�
��



� →−−−+= txxttxxxFxF II σααα ŭŴƈ �� αα ≤≤ ŵŷůŶŷ 

űźųũŻƅ, ŹŮƁũƈ żŹũūŶŮŶűŮ (5.1).  
ŘŹűŵŮŶƈƈ ŽŷŹŵżŴż ŔũŬŹũŶůũ, ŸŷŴżƀűŵ  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )�

�

�����
� �
�

� ασαξ
α

αα xFtFtxFxF xxx
I

xx
−

−
−=  

ŬŭŮ  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ����
 �� <<−+= αα θαθαξ txxtx II  őŰ ƆŻŷŬŷ\ 

( ) ( )( ) ( ) ( )���
�

���
� �

�

�
� txFtFExF I

xxx
n

x

−
−

»¼
º

«¬
ª

−
+= σαξ

α
αα  

ŜƀűŻƄūũƈ  (4.1), ŸŷŴżƀűŵ 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ] ( )( )��
 �
�

�� txFtFtxx I
xxx

I −−+−=− σααξααα                           (4.2)   

Řŷ ŽŷŹŵżŴŮ ŔũŬŹũŶůũ, ŵŷůŶŷ ŰũŸűźũŻƅ 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )�Ö�Ö�Ö���Ö��

Ö�Ö��

��Ö�Ö�Ö�

txtxttuttuttfttuttf

txtxttuttf
dt
d

tutxtftxtutxtf

I
xux

I

II

−+=

=−=

=−

αααααα

ααα

αα

ηηηηη

ηη  

ŬŭŮ ( ) ( ) ( ) ( )( ) ����Ö <<−+= αααα θθη txtxtxt II  ŗŪŷŰŶũƀűŵ 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )��Ö�Ö���Ö�� ttuttuttfttuttftC xux αααααα ηηηηη +=  

śŷŬŭũ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )�Ö�Ö��Ö 

� ααααα xtxtxtxtCtxtx II =−=+−+  Řŷ ŽŷŹŵżŴŮ (źŵ. [16, ź. 516]), 

űŵŮŮŵ 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )�Ö �


 txxttxtx II −Ψ+= ααα                                                 (4.3)   

ŬŭŮ ŵũŻŹűſũ ( )tαΨ  żŭŷūŴŮŻūŷŹƈŮŻ żŹũūŶŮŶűƇ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { }���������� ��� −∈=ΨΨ=+Ψ tttEtttCt n
αααα  

ŘŷźŻŹŷűŵ ŸŹŷŬŹũŵŵż żŸŹũūŴŮŶűƈ ( ) ( )( )txtutu II αα Ö�Ö=  ű ŹũźźŵŷŻŹűŵ ŹŮƁŮŶűŮ ( )tx IIα  źűźŻŮŵƄ űŰ 
Ÿ. 4 ũŴŬŷŹűŻŵũ 1. őźŸŷŴƅŰżƈ ŽŷŹŵżŴż ųŷŶŮƀŶƄž ŸŹűŹũƂŮŶűŲ, ŸŷŴżƀűŵ 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )�����

����
tututtxtftxtxtuttf

tutxtftutxtf
IIII

u
IIIII

x

IIIIII

−+−=
=−

ααααα

αα

ϑς
 

ŬŭŮ  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ������ 





 <<−+=−+= αααααααα θθθϑθς tutututtxtxtxt IIIIIIII  

ŗŪŷŰŶũƀűŵ ( ) ( ) ( )( )��� tuttftA II
x ααα ς=  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )��� tututtxtftD IIII
u −= ααα ϑ                                            (4.4)   

śŷŬŭũ ŹŮƁŮŶűŮ źűźŻŮŵƄ űŰ Ÿ. 4 żŭŷūŴŮŻūŷŹƈŮŻ ŹũūŮŶźŻūż 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )tDtxtxtAtxtx IIIIII

αααα +−=+−+ ��  

ű ŸŹŮŭźŻũūűŵŷ ū ūűŭŮ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )��
�

�

�

ττ α
τ

ααα Dttxtx
t

t

III ¦
−

=

− +ΞΞ+=  

ŬŭŮ ŵũŻŹűſũ ( )tαΞ  ƈūŴƈŮŻźƈ ŹŮƁŮŶűŮŵ ŵũŻŹűƀŶŷŬŷ żŹũūŶŮŶűƈ 

( ) ( ) ( ) ( ) { }���������� ��
��

� −∈=ΞΞ=+Ξ tttEtttAt n
αααα  

Řŷ ŽŷŹŵżŴŮ śŮŲŴŷŹũ ŶũŲŭŮŻźƈ ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )������� ∈−+= ααα θθαη txtxtx IIII ŻũųŷŮ, ƀŻŷ 

4.
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� �

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )���
�
�

�����

�
�

�
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�
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�
�
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�

�

�

�

τταηττ

ττ

α
τ

ααα
τ

αα

α
τ

ααα

DtFDt

DttxFtxFtxF

t

t
xx

t

t

t

t

I
x

III

¦¦

¦
−

=

−
−

=

−

−

=

−

+ΞΞ¸̧¹

·
¨̈©

§
+ΞΞ+

++ΞΞ=−

                            (4.5)   

ŚŷŬŴũźŶŷ (4.3) ŪżŭŮŵ űŵŮŻƅ 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )��Ö �


 txxtttututu I
x

III −Ψ−= αµ ααα                                          (4.6)   

ŬŭŮ ( ) ( ) ( ) ( )( ) ����Ö <<−+= αααα θθµ txtxtxt II   ŘŹŷŭŷŴůũƈ ŹũūŮŶźŻūŷ (4.5) ź żƀŮŻŷŵ (4.4)  ű 

(4.6), ŰũŸűƁŮŵ 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )����

�
�

������

�
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txxtFttxx

txxttxFtxFtxF

I
xx

I
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x

III

−ΦΦ−+

+−Φ=−

ααηα
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αα

αα
 

ŬŭŮ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )��Ö���
�

�

�

ττµττϑτττ ααα
τ

ααα Ψ+ΞΞ=Φ ¦
−

=

−
x

I
u

t

t
uxftt  

śŷŬŭũ ū źűŴż (4.2)  
( ) ( ) ( )����� �� ααωα −=− txFtxF III                                                         (4.7)   

ŬŭŮ 

( ) ( )( )[ ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ] ( )( )�@��>

@��>
�
�

@��>

�
�

�

��

�

�

�
���




txFtF

tFttF

tFttxF

I
xxx

xxxx

xx
I

x

−

−

−

−+×

×ΦΦ−−−

−−−Φ=

σααξα

αησααξαα

σααξααω

αα

α

 

ŨźŶŷ, ƀŻŷ  ( ) ( ) ( ) ( )txtxtxtx II �� Ö�Ö →→ αα  ŸŹű �→α  ŸŹű { }������ �� ttTt =∈  ŗƀŮūűŭŶŷ, ƀŻŷ 

ŽżŶųſűƈ ( )xtu �Ö  ŶŮŸŹŮŹƄūŶũ Ÿŷ ž ūŵŮźŻŮ źŷ źūŷŮŲ ŸŹŷűŰūŷŭŶŷŲ ū ŻŷƀųŮ ( )tx� . śŷŬŭũ 

( ) ( ) ��� →→ αα tutu II  ű ŭŴƈ ŸŹŷŵŮůżŻŷƀŶƄž ŻŷƀŮų űŵŮŮŵ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )����� ���
�

�
�

� txtxttxtxtx →→→→→ ααα ςµϑαηαξ  

( ) ( )txt �→αη   ŸŹű �→α  Ÿŷ ūźŮŵ �Tt∈  

ŋūŮŭŮŵ ŽżŶųſűű ( )tΞ� ű ( )tΨ ,  ųũų ŹŮƁŮŶűƈ ŴűŶŮŲŶƄž ŵũŻŹűƀŶƄž żŹũūŶŮŶűŲ 

( ) ( ) ( ) ( ) ���� ��
�

nEtttAt =ΞΞ=+Ξ                                                      (4.8)   

( ) ( ) ( ) ( ) ���� ��
�

nEtttCt =ΨΨ=+Ψ                                                   (4.9)   

źŷŷŻūŮŻźŻūŮŶŶŷ. ŐŭŮźƅ  ( ) ( ) ( )( )���� tutxtftA II
x=  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )��Ö���� txtututxtftutxtftC I
x

II
u

II
x +=  

ŚŷŬŴũźŶŷ żźŴŷūűƇ, ƀŻŷ ŽżŶųſűƈ f(t ,ž ,ű )  ŷŸŹŮŭŮŴŮŶũ ŸŹű ųũůŭŷŵ Tt∈ ű ŭūũůŭƄ ŶŮŸŹŮŹƄūŶŷ 
ŭűŽŽŮŹŮŶſűŹżŮŵũ Ÿŷ (ž ,ű ) ,  űŵŮŮŵ ( ) ( ) ( ) ( ) ���� →→→ ααα tCtCtAtA ŗƀŮūűŭŶŷ, ƀŻŷ 

( ) ( )�� tt Ξ→Ξα  ( ) ( ) ����� Tttt ∈→Φ→Φ αα  ŗŻźƇŭũ ( ) ( )��OLP
�

tt Φ→Φ
→ αα

 

ŬŭŮ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )��Ö���
�

�

�

τττττττ
τ

Ψ+ΞΞ=Φ ¦
−

=

− I
x

II
u

t

t
xuuxftt                                 (4.10)   

ű źųũŴƈŹŶũƈ ŽżŶųſűƈ ( )αω  ŶŮŸŹŮŹƄūŶũ ū ŶżŴŮ. ŊżŭŮŵ ŸŹŮŭŸŷŴũŬũŻƅ, ƀŻŷ  

( ) ( ) ( ) ( ) ������ ��
�

��

 >Φ − txFtttxF I

x
I

x σ  
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śŷŬŭũ źżƂŮźŻūżŮŻ 0 < �α < 1, ŭŴƈ ųŷŻŷŹŷŬŷ ( ) ���� �αααω ≤<>  śũųűŵ ŷŪŹũŰŷŵ, źŷŬŴũźŶŷ 

(5.7), ( ) ( )���� �� txFtxF III −α < 0 ŭŴƈ ūźŮž �� αα ≤< ű ŸũŹż ( ) ( )( ) �� Dtutx IIII ∈αα �� αα ≤<  ŵŷůŶŷ 

ŸŹűŶƈŻƅ Űũ ŶŷūŷŮ ŸŹűŪŴűůŮŶűŮ ( ) ( )( )tutx IIII � ū ŰũŭũƀŮ żŴżƀƁŮŶűƈ. śŮŵ źũŵƄŵ ŭŷųũŰũŶũ źŴŮŭżƇƂũƈ 

ŻŮŷŹŮŵũ. 

śŮŷŹŮŵũ  2  (ŹŮŴũųźũſűŷŶŶŷźŻƅ ũŴŬŷŹűŻŵũ). ŘżźŻƅ  żŸŹũūŴƈŮŵƄŲ  ŸŹŷſŮźź  ( ) ( )( ) Dtutx II ∈�  

ŻũųŷŲ ,  ƀŻŷ  żŭŷūŴŮŻūŷŹƈŮŻ  żźŴŷūűƇ  

( ) ( ) ( ) ( ) ������ ��
�

��

 >Φ − txFtttxF I

x
I

x σ                                (4.11) 

śŷŬŭũ  ŭŴƈ  ƆŴŮŵŮŶŻũ  ( ) ( )( ) �� Dtutx IIII ∈  ŸŷźŻŹŷŮŶŶŷŬŷ  ź  ŸŷŵŷƂƅƇ  ũŴŬŷŹűŻŵũ  1, űŵŮ-

ŮŻ  ŵŮźŻŷ  ŶŮŹũūŮŶźŻūŷ  

( ) ( )��� IIIIII uxIuxI < .  

ŜźŴŷūűŮ (4.11), ŷŪŮźŸŮƀűūũƇƂŮŮ ŹŮŴũųźũſűŷŶŶŷźŻƅ ũŴŬŷŹűŻŵũ, ƆųūűūũŴŮŶŻŶŷ ŶŮ ūƄŸŷŴŶŮŶűƇ 
żźŴŷūűƈ źŻũſűŷŶũŹŶŷźŻű ŭŴƈ űźžŷŭŶŷŲ źűźŻŮŵƄ (1.1)-(1.2), (1.4). řũźźŵŷŻŹűŵ ŽżŶųſűƇ ŘŷŶŻŹƈŬűŶũ 
ŭŴƈ ƆŻŷŲ źűźŻŮŵƄ 

( )( ) ( ) ( ) ∈+=+ puxtftputpxtH ����
����  Թn.                      (4.12)  
śŷŬŭũ źŸŹũūŮŭŴűūũ źŴŮŭżƇƂũƈ 
śŮŷŹŮŵũ  3 .  ŘżźŻƅ  żŸŹũūŴƈŮŵƄŲ  ŸŹŷſŮźź  ( ) ( )( ) �� Dtutx IIII ∈αα ŻũųŷŲ ,  ƀŻŷ  
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t
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u
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τ
                     (4.13)  

ŬŭŮ  ( )tp I  żŭŷūŴŮŻūŷŹƈŮŻ  źŷŸŹƈůŮŶŶŷŲ  źűźŻŮŵŮ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )���
 �� txFtptptAtp I
x

III −=+=                               (4.14) 

śŷŬŭũ  ƆŴŮŵŮŶŻ ( )II ux �  żŴżƀƁũŮŻźƈ  ũŴŬŷŹűŻŵŷŵ  1. 

ŐũŵŮƀũŶűŮ  1 .  ŖŮŷŪžŷŭűŵƄŵ żźŴŷūűŮŵ ŷŸŻűŵũŴƅŶŷźŻű ŭŴƈ Űũŭũƀű (1.1)-(1.2), źŷŬŴũźŶŷ [27, ź. 
112] ƈūŴƈŮŻźƈ 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) �������� TttUtututututptxtH IIII
u ∈∈≤−+                         (4.15)     

ŚŴżƀũŲ 1. ŚƀűŻũŮŵ ( ) ( )tutu I≠  ű ( ) ( ) ( )( ) TttutptxtH III
u ∈≠+ ������ , Ż.Ů. ( )tu I  ŶŮ ƈūŴƈ-

ŮŻźƈ ūŶżŻŹŮŶŶŮŲ ŻŷƀųŷŲ ŵŶŷůŮźŻūũ U(t) .  
ŘŹűŵŮŶƈƈ ų ŴŮūŷŲ ƀũźŻű ŶŮŹũūŮŶźŻūũ (5.15) ŶŮŹũūŮŶźŻūŷ œŷƁű-ŊżŶƈųŷūźųŷŬŷ, ŸŷŴżƀűŵ 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )��
���������

�����

tutututu
tutptxtHtutptxtH

tutututptxtH

II

III
u

III
u

IIII
u

−−×
×++≤

≤−+<

 

ŘŹű źŭŮŴũŶŶƄž ŸŹŮŭŸŷŴŷůŮŶűƈž ŷƀŮūűŭŶŷ, ƀŻŷ ( ) ( ) ( ) ( )( ) ��� >−− tutututu II  ŚŴŮŭŷūũŻŮŴƅŶŷ, 

                 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ����������� >++ tutptxtHtutptxtH III
u

III
u                         (4.16) 

ŚżŵŵűŹżƈ Ÿŷ ūŹŮŵŮŶű { }������ �� −∈ ttt  ŴŮūżƇ ƀũźŻƅ ūƄŹũůŮŶűƈ (4.16), űŵŮŮŵ  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ����������

��������
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t

t

III
u
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τ  

ƀŻŷ źŷūŸũŭũŮŻ ź żźŴŷūűŮŵ (5.13) ŻŮŷŹŮŵƄ 3. 
ŚŴżƀũŲ 2. ŚƀűŻũŮŵ ( )tu I ƈūŴƈŮŻźƈ ūŶżŻŹŮŶŶŮŲ ŻŷƀųŷŲ ŵŶŷůŮźŻūũ ( )tU = Թr, Tt∈ . ŦŻŷ źŴżƀũŲ, 
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ŹũźźŵũŻŹűūũŮŵƄŲ ū ŭũŶŶŷŲ źŻũŻƅŮ. śŷŬŭũ ( ) ( ) ( )( ) TttutptxtH III
u ∈=+ ������  - ŮźŻƅ  ŶŮŷŪžŷ-

ŭűŵŷŮ żźŴŷūűŮ ŷŸŻűŵũŴƅŶŷźŻű [27, ź. 112], ŸŹű ųŷŻŷŹŷŵ ŭũŴƅŶŮŲƁŮŮ żŴżƀƁŮŶűŮ ŰŶũƀŮŶűƈ ŽżŶųſű-
ŷŶũŴũ ŶŮ ŸŹŷűźžŷŭűŻ. ŘŹű ūźŮž ( ) ( )tutu I≠ , Tt∈  ŪżŭŮŻ ūƄŸŷŴŶƈŻƅźƈ żźŴŷūűŮ (4.13). 

ōŷųũŰũŻŮŴƅźŻūŷ ų ŻŮŷŹŮŵŮ 3 ŶũžŷŭűŻźƈ ū ŘŹűŴŷůŮŶűű. 
 

� ŕŗōőŝőşőřŗŋŉŖŖŤŒ ŉŔŌŗřőśŕ ŜŔŜŠšŎŖőŨ,                                     
ŗŚŖŗŋŉŖŖŤŒ Ŗŉ řŉŐŔŗŏŎŖőő Řŗ ŘŉřŉŕŎśřŜ œŗŖŚśřŜœşőŒ ŊŉŐŗŋŗŌŗ ŕŎśŗōŉ 
 
ŘũŹũŵŮŻŹ α  ŷŻūŮƀũŮŻ Űũ ŷŭŶŷŵŮŹŶżƇ ŵűŶűŵűŰũſűƇ. ŕŷůŶŷ ŹũŪŷŻũŻƅ ź ŽűųźűŹŷūũŶŶƄŵ Ÿũ-

ŹũŵŮŻŹŷŵ g,  ŻŷŬŭũ ūźƈ Űũŭũƀũ źūŷŭűŻźƈ ų ŵűŶűŵűŰũſűű Ÿŷ α .  ŕŷůŶŷ ūũŹƅűŹŷūũŻƅ ŷŪũ ŸũŹũŵŮŻŹũ, 
ƀŻŷ ŸŷŰūŷŴƈŮŻ Ŷũ űŻŮŹũſűƈž ŭŮŴũŻƅ ŪŷŴŮŮ ŬŴżŪŷųŷŮ żŴżƀƁŮŶűŮ Ÿŷ źŹũūŶŮŶűƇ ź ŽűųźűŹŷūũŶŶƄŵ g.  
ŖũŸŹűŵŮŹ, g  ŵŷůŶŷ ŪŹũŻƅ ŹũūŶƄŵ 1 ŸŹű ƆŻŷŵ ŻŮŷŹŮŵƄ ŷŪ żŴżƀƁŮŶűű źŷžŹũŶƈŻźƈ ű ū ŹŮŰżŴƅŻũŻŮ ū 
ũŴŬŷŹűŻŵŮ ŪżŭŮŻ ŻŷŴƅųŷ ŷŭűŶ ŸũŹũŵŮŻŹ α .  ŉ ŸũŹũŵŮŻŹ ε ŽűųźűŹŷūũŶ ű ŪŴűŰųűŲ ų ŶżŴƇ, ŷŸŹŮŭŮ-
ŴƈŮŻźƈ ŻŷƀŶŷźŻƅƇ ūƄƀűźŴŮŶűŲ ųŷŶųŹŮŻŶŷŲ Ŧŋŕ. 

ŋŮźŷūŷŲ ųŷƆŽŽűſűŮŶŻ (ŸũŹũŵŮŻŹ) g ŷŸŹŮŭŮŴƈŮŻ ŷŻŶŷźűŻŮŴƅŶƄŲ ūŮź ŭūżž źŴũŬũŮŵƄž. ŘŹű 
�→g  ŭŷŵűŶűŹżŮŻ źŴũŬũŮŵŷŮ, żƀűŻƄūũƇƂŮŮ ŷŻųŴŷŶŮŶűŮ Ÿŷ żŸŹũūŴŮŶűƇ ŉű  = ű  — ű 1 ,  ũ ŸŹű 

�Iuuu −=∆  ũ ŸŹű �→g  — źŴũŬũŮŵŷŮ, żƀűŻƄūũƇƂŮŮ ŷŻųŴŷŶŮŶűŮ Ÿŷ źŷźŻŷƈŶűƇ Ixxx −=∆ .  

ŘŹű źŷŷŻūŮŻźŻūżƇƂŮŵ ūƄŪŷŹŮ ŸũŹũŵŮŻŹũ ŵŷůŮŻ ŪƄŻƅ ŷŪŮźŸŮƀŮŶũ ŪŴűŰŷźŻƅ ŻŹũŮųŻŷŹűŲ ( )tx I  ű 

( )tx II , ű żŸŹũūŴŮŶűŲ ( )tu I  ű ( )tu II ,  Żũų ųũų, ŭŴƈ ŭűźųŹŮŻŶƄž  źűźŻŮŵ ŪŴűŰŷźŻƅ Ÿŷ ž  ŷŰŶũƀũŮŻ ŪŴű-
ŰŷźŻƅ Ÿŷ u. ŘŹű ŹũŰŴűƀŶƄž ŸũŹũŵŮŻŹũž g  ŭŴƈ ųŷŶųŹŮŻŶƄž ūƄƀűźŴűŻŮŴƅŶƄž Űũŭũƀ ŰŶũƀŮŶűƈ żŴżƀ-
ƁŮŶŶŷŬŷ ŽżŶųſűŷŶũŴũ ŵŷŬżŻ ŰŶũƀűŻŮŴƅŶŷ ŷŻŴűƀũŻƅźƈ, žŷŻƈ ƆŻŷŻ ŸũŹũŵŮŻŹ ŵŷůŶŷ űźųŴƇƀűŻƅ, Ÿŷ-
Ŵŷůűū g =  1. 

řŮƁŮŶűŮ ŵũŻŹűƀŶŷŬŷ żŹũūŶŮŶűƈ (2.19), ű źŷŷŻūŮŻźŻūŮŶŶŷ, ŽżŶųſűƈ ( )tσ , Ŷũ ųũůŭŷŵ ƁũŬŮ ūŹŮ-

ŵŮŶű ű űŻŮŹũſűű ŰũūűźűŻ ŷŻ ŰŶũƀŮŶűƈ g,  Żũųűŵ ŷŪŹũŰŷŵ ŪżŭŮŵ ŹũźźƀűŻƄūũŻƅ ( )gt�σσ =  ź Ÿŷŵŷ-
ƂƅƇ ŻŮŲŴŷŹŷūźųŷŲ ũŸŸŹŷųźűŵũſűű ŸŮŹūŷŬŷ ŸŷŹƈŭųũ Ÿŷ ŸũŹũŵŮŻŹż g:  

( ) ( ) ( )( )���� 





 gg
dg
gtdgtgt −+= σσσ  

ŬŭŮ ( ]���
 ∈g ŽűųźűŹŷūũŶŶŷŮ. ŋƄƀűźŴűŵ ŸŹŷűŰūŷŭŶżƇ 
( )�� 


dg
gtdσ

 ŭŴƈ ƆŻŷŬŷ ŸŹŷŭűŽŽŮŹŮŶſűŹżŮŵ 

żŹũūŶŮŶűŮ (2.19) Ÿŷ g :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )} ( ) ( ) ( ) �������


��
��



��
����

��
����


��
����


���

�����

���

���

���



=−=+×

×−+»
¼

º
«
¬

ª −+×

×−++++×

×−++−+×
¯
®
­

×−++−+

−

−

−

−

dg
gtd

E
dg
gtdtAgttB

gEtBgttBEtB
dg

gtdtB

tBgEtBgttBtBgt
dg

gtd
tBgEtBgttBtBgtgttB

gEtBgttBtB
dg

gtd
dg

gtdtA

n

rr

r

r

r

σσσ

σσ

σσσ
σσσ

σσσ

             (5.1)     

ŗŸŹŮŭŮŴűŵ ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )�
��
��� ���
� tBgEtBgttBtBgttC r −−+=+ σσ  śũųũƈ ŵũŻŹűſũ ƈūŴƈŮŻźƈ 

źűŵŵŮŻŹűƀŮźųŷŲ ŵũŻŹűſŮŲ ŹũŰŵŮŹŶŷźŻű nn× .  
śŷŬŭũ żŹũūŶŮŶűŮ (5.1) ŰũŸűƁŮŻźƈ ū ūűŭŮ: 

5.
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) } ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )
( ) ( ) �����

��
��
��


������������

�������

���������


���

���

��

�

�




=−=

=+−++−

−++++++

++++−

¯
®
­

−+++−+

−

dg
gtd

E
dg
gtd

tAgttBgEtBgttBtBgttA

tAgtgttC
dg

gtdgttCgt

dg
gtdgttCgt

gtgttC
dg

gtd
dg

gtdtA

n

r

σσ
σσσ

σσσσσ

σσσ

σσσσ

      (5.2) 

ŦŻŷ żŹũūŶŮŶűŮ ŴűŶŮŲŶŷ ŷŻŶŷźűŻŮŴƅŶŷ 
( )
dg
gtd �σ

,     Tt∈ .  

ŗŪŷŰŶũƀűŵ 
( )

( ) ��
���

dg
gtdX

gtX

g
σ

σ

=

+=
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )
( ) ��_

��
��
��

��

���
�

n

r

E
dg
gtd

tAgttBgEtBgttBtBgttAB

−+

++−++= −

σ
σσσ

 

ŐũŽűųźűŹŷūũū ŵŷŵŮŶŻ ūŹŮŵŮŶű t  ű źƀűŻũƈ, ƀŻŷ ŵũŻŹűſƄ X , ŉ ,  ŋ ,  
( )
dg
gtd �σ

- űŰūŮźŻŶƄ, źŴŮŭŷūũ-

ŻŮŴƅŶŷ ŋ 1  ŻŷůŮ ŷŸŹŮŭŮŴŮŶũ, ŸŮŹŮŸűƁŮŵ żŹũūŶŮŶűŮ (6.2) ū ŵũŻŹűƀŶŷŵ -------- ūűŭŮ 
( ) ��



 ������ ==+−− tXBXACXXCAAXXCAXACXAAXA ggggg  

ű ŶũŲŭŮŵ ŮŬŷ ŹŮƁŮŶűŮ gX . ŗŸŹŮŭŮŴűŵ ŵũŻŹűſƄ: 

�
�
 ��� VGAGXCA =−=                                                                (5.3) 
őźŸŷŴƅŰżƈ (5.3), űŵŮŮŵ 

�

����
�

�����


�



�
�

�


��

�


��



�

�


���



�

BVVX

BGAXGA

BGXAXGGXAXA

BGXGAXGGXAAXA

g

g

gggg

gggg

=

=−−

=−−−

=+−−

−

 

ŊżŭŮŵ źƀűŻũŻƅ, ƀŻŷ V — ŶŮūƄŹŷůŭŮŶŶũƈ ŵũŻŹűſũ, ŸŷŴżƀũŮŵ 

�
 ��
� −−= VBVX g  

őŴű  
 

( ) [ ]( )
[ ] ( )

[ ]( ) ��



�








��

����

�����

����

TtXABgEXBBBA

E
dg
gtdXABgEXBBXBA

BgEXBBXBAA
dg

gtd

r

nr

r

∈−−×

×¸̧¹
·

¨̈©

§ −+−×

×−−=+

−−

−

−−

σ

σ

 

ŚŽŷŹŵżŴűŹżŮŵ ƆŻũŸƄ ŶŷūŷŬŷ ũŴŬŷŹűŻŵũ.  
ŉŴŬŷŹűŻŵ  2  (ŉŴŬŷŹűŻŵ  żŴżƀƁŮŶűƈ  ź  ŹũŰŴŷůŮŶűŮŵ  Ÿŷ  ŸũŹũŵŮŻŹż  g )  
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1.� ŝűųźűŹżƈ �>ε ű ( ]����
∈g ŹŮƁũŮŵ ŵũŻŹűƀŶŷŮ żŹũūŶŮŶűŮ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]{
( ) ( ) } ( ) ( ) ( ) ( ) �
��
�
�
��




��

����

���

�
��

���


nn

r

EgtEggttAgttB
EgtBgttBtBgtgttA

−

−

=−+=+×
×−++−+

εσσσ
σσσ

 

ŐŭŮźƅ ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) TttutxtftBtutxtftA II
u

II
x ∈== ������ .  ő Ŷũžŷŭűŵ ( )�
� gtσ  

2. řŮƁũƈ żŹũūŶŮŶűŮ 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) } ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )
( ) ( ) �����

��
��
��


������������

�������

���������




���





���







�






�








�






�





=−=

=+−++−

−++++++

++++−

¯
®
­

−+++−+

−

dg
gtd

E
dg
gtd

tAgttBEgtBgttBtBgttA

tAgtgttC
dg

gtdgttCgt

dg
gtdgttCgt

gtgttC
dg

gtd
dg

gtdtA

n

r

σσ
σσσ

σσσσσ

σσσ

σσσσ

 

ŬŭŮ ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )�
��
��� ���



� tBEgtBgttBtBgttC r −−+=+ σσ  Ŗũžŷŭűŵ 

( )�� 


dg
gtdσ

{ }�� ������ ttt +∈ . 

śũųűŵ ŷŪŹũŰŷŵ, ŶũŲŭŮŵ ( ) =gt�σ ( )+
� gtσ ( )( )�� 




gg
dg
gtd −σ

ŬŭŮ ( ]���
 ∈g  ŽűųźűŹŷūũŶŶŷŮ. 

3.� ŘżźŻƅ ( ]���∈α ) ű ŶũŲŭŮŵ ( )gx �
 α  ųũų Żŷƀųż ŵűŶűŵżŵũ ŽżŶųſűű 

( )( ) ( ) ( )( )�������� ��



� txxgttxxxFgxF II −−−+= σ
α

ααα  

4.  ŗŸŹŮŭŮŴűŵ ( ) ( )gtxgtx ��Ö =α  ŸŹű żźŴŷūűű ( ) ( )gxgtx �� 

� α= ,  ŹŮƁũƈ źűźŻŮŵż 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]{
( ) ( ) ( )} ( ) ( )( )������


��
�
�

���

+−++×
×−+−+=

−

−

txgtxtAgttB

gEtBgttBtBtAtxgtx
I

rI

σ
σ

 

5. ŘŷŴũŬũƈ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ����Ö��
��
� ��� TttxgtxtAgttBgEtBgttBtugtu IrIII ∈−+−+−= −
αα σσ  

ŶũŲŭŮŵ ŹŮƁŮŶűŮ ( )gtx II �α źűźŻŮŵƄ 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ��������� �� xgtxgtugtxtfgtx II ==+ α  

6.  řŮƁũŮŵ Űũŭũƀż ŭūżŵŮŹŶŷŲ ŵűŶűŵűŰũſűű:  
( )

[ ]
( ]
�PLQ���

���
����

∈
∈

→
g

II gtxF
αα  

ŘŹűŶűŵũŮŵ żŸŹũūŴƈŮŵƄŲ ŸŹŷſŮźź ��� IIII ux  Űũ ŶŷūŷŮ ŸŹűŪŴűůŮŶűŮ ū ŰũŭũƀŮ żŴżƀƁŮŶűƈ. 

6. řŎŐŜŔťśŉśŤ řŎšŎŖőŨ śŎŚśŗŋŤŞ ŘřőŕŎřŗŋ 

 
ŊũŰŷūƄŲ ŵŮŻŷŭ ű ŮŬŷ ŵŷŭűŽűųũſűƈ ŻŮźŻűŹŷūũŴűźƅ Ŷũ ŻŹŮž Űũŭũƀũž. ŋ űźžŷŭŶŷŵ ũŴŬŷŹűŻŵŮ ŰŶũ-

ƀŮŶűŮ ŸũŹũŵŮŻŹũ g ŽűųźűŹŷūũŶŷ Ŷũ ųũůŭŷŲ űŻŮŹũſűű ű ŶŮ ŵŮŶƈŮŻźƈ, ũ ŰŶũƀŮŶűŮ ŸũŹũŵŮŻŹũ α  ūƄ-
ŪűŹũŮŻźƈ ū ŸŹŷſŮŭżŹŮ ŷŭŶŷŵŮŹŶŷŲ ŵűŶűŵűŰũſűű. ŋ ŵŷŭűŽűſűŹŷūũŶŶŷŵ ũŴŬŷŹűŻŵŮ, ŶũƀűŶũƈ ź 
ŶŮųŷŻŷŹŷŬŷ ŰŶũƀŮŶűƈ, ŷŪũ ŸũŹũŵŮŻŹũ űŰŵŮŶƈƇŻźƈ źŷŷŻūŮŻźŻūŮŶŶŷ Żŷŵż ųũų ŸŹŷűźžŷŭűŻ ŷŸŮŹũſűƈ 
ŵűŶűŵűŰũſűű. œŹűŻŮŹűŮŵ ŷźŻũŶŷūũ ƈūŴƈŮŻźƈ ŪŴűŰŷźŻƅ ŭūżž ŸŷźŴŮŭŷūũŻŮŴƅŶƄž ŸŹűŪŴűůŮŶűŲ 
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ŽżŶųſűŷŶũŴŷū ź ŶŮųŷŻŷŹŷŲ ŻŷƀŶŷźŻƅƇ δ . śŮźŻŷūƄŮ ŸŹűŵŮŹƄ ŸŷŴżƀŮŶƄ ŸżŻŮŵ ŭűźųŹŮŻűŰũſűű, ŶŮ-
ŸŹŮŹƄūŶƄž űž ũŶũŴŷŬŷū ź ŹũūŶƄŵű ūŹŮŵŮŶŶƄŵű űŶŻŮŹūũŴũŵű,  ƀŻŷŪƄ űŰŪŮůũŻƅ ŵŷŭżŴƅŶƄž ŷŬŹũ-
ŶűƀŮŶűŲ Ŷũ żŸŹũūŴŮŶűŮ  ŭŮŴũŴũźƅ ŰũŵŮŶũ ŸŮŹŮŵŮŶŶƄž  �VLQvu =  

ŘŹűŵŮŹ  1 .  
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���������������
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���
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tutxhtxhtx
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∈+=

°
¯
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≤==
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+=+

 

ŖũƀũŴƅŶŷŮ żŸŹũūŴŮŶűŮ ������ ≡tu I  řŮŰżŴƅŻũŻƄ ƀűźŴŮŶŶƄž ƆųźŸŮŹűŵŮŶŻŷū ŪƄŴű ŸŷŴżƀŮŶƄ ŸŹű 
ŸũŹũŵŮŻŹŮ g = 0.5 ŭŴƈ ŪũŰŷūŷŬŷ ũŴŬŷŹűŻŵũ, ƁũŬŮ ŭűźųŹŮŻűŰũſűű h  = 0.01, ŻŷƀŶŷźŻű ūƄƀűźŴŮŶűƈ  
ŽżŶųſűŷŶũŴũ δ  = 0.001. 
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ŖũƀũŴƅŶŷŮ żŸŹũūŴŮŶűŮ ���� ≡tu I  řŮŰżŴƅŻũŻƄ ƀűźŴŮŶŶƄž ƆųźŸŮŹűŵŮŶŻŷū űźžŷŭŶƄŵ ũŴŬŷŹűŻ-
ŵŷŵ ŸŹű g =  0.5 ű ŵŷŭűŽűſűŹŷūũŶŶƄŵ ũŴŬŷŹűŻŵŷŵ ŸŹű g* =  0.7 ŪƄŴű ŸŷŴżƀŮŶƄ ŸŹű ƁũŬŮ ŭűź-
ųŹŮŻűŰũſűű h  = 0.001, ŻŷƀŶŷźŻű ūƄƀűźŴŮŶűƈ ŽżŶųſűŷŶũŴũ δ  = 0.001.  
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ŖũƀũŴƅŶŷŮ żŸŹũūŴŮŶűŮ ������ ≡tu I  ŐŶũƀŮŶűŮ ŽżŶųſűŷŶũŴũ Ŷũ ŶũƀũŴƅŶŷŵ ŸŹűŪŴűůŮŶűű ŹũūŶŷ 

���������� =II uxI . řŮŰżŴƅŻũŻƄ ƀűźŴŮŶŶƄž ƆųźŸŮŹűŵŮŶŻŷū űźžŷŭŶƄŵ ũŴŬŷŹűŻŵŷŵ ŸŹű g  = 0.1, ŵŷ-
ŭűŽűſűŹŷūũŶŶƄŵ ũŴŬŷŹűŻŵŷŵ, ũ ŻũųůŮ űźžŷŭŶƄŵ ũŴŬŷŹűŻŵŷŵ ź g  = 0.7 ŪƄŴű ŸŷŴżƀŮŶƄ ŸŹű ƁũŬŮ 
ŭűźųŹŮŻűŰũſűű h =  0.2, ŻŷƀŶŷźŻű ūƄƀűźŴŮŶűƈ ŽżŶųſűŷŶũŴũ δ  =  0.001. ŖũƀũŴƅŶŷŮ ŰŶũƀŮŶűŮ ŸũŹũ-
ŵŮŻŹũ g  ŭŴƈ ũŴŬŷŹűŻŵũ ź ŷŭŶŷŵŮŹŶŷŲ ŵűŶűŵűŰũſűŮŲ ūŰƈŴű ŹũūŶƄŵ 0.7 Ÿŷ űŻŷŬũŵ ŻŮźŻŷūƄž űźŸƄ-
ŻũŶűŲ.  

ŋ ŴűŶŮŲŶŷŲ ŰũŭũƀŮ (ŸŹűŵŮŹ 1) ű ŪũŰŷūƄŲ ũŴŬŷŹűŻŵ, ű ŵŷŭűŽűſűŹŷūũŶŶƄŲ - Űũ ŷŭŶż űŻŮŹũſűƇ 
ŸŹűūŮŴű ų ŷŸŻűŵũŴƅŶŷŵż ŹŮƁŮŶűƇ. ŋ ŸŹűŵŮŹũž 2,3 ź ŶŮŴűŶŮŲŶŷŲ ŭűźųŹŮŻŶŷŲ źűźŻŮŵŷŲ ż ŵŷŭű-
ŽűſűŹŷūũŶŶŷŬŷ ũŴŬŷŹűŻŵũ ųŷŴűƀŮźŻūŷ űŻŮŹũſűŲ ŵŮŶƅƁŮ ŸŹű ŭŷźŻűůŮŶűű ŰũŭũŶŶŷŲ ŻŷƀŶŷźŻű ūƄ-
ƀűźŴŮŶűƈ ŽżŶųſűŷŶũŴũ δ ,  ƀŮŵ ż űźžŷŭŶŷŬŷ ũŴŬŷŹűŻŵũ. 
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ŐŉœŔŧŠŎŖőŎ 
 
ŊũŰŷūƄŲ ũŴŬŷŹűŻŵ űźźŴŮŭŷūũŶ Ŷũ ŹŮŴũųźũſűŷŶŶŷźŻƅ. Ś ŸŷŵŷƂƅƇ Ÿŷŭžŷŭũ, ŷźŶŷūũŶŶŷŬŷ Ŷũ ŹũŰ-

ŴŷůŮŶűű Ÿŷ ŸũŹũŵŮŻŹż ŭ ųŷŶźŻŹżųſűŲ űźžŷŭŶŷŬŷ ŵŮŻŷŭũ, ŸŷŴżƀŮŶ ŵŷŭűŽűſűŹŷūũŶŶƄŲ ũŴŬŷŹűŻŵ. 
őŻŮŹũſűƈ ŻũųŷŬŷ ũŴŬŷŹűŻŵũ ŸŷŵŷŬũŮŻ ũūŻŷŵũŻűŰűŹŷūũŻƅ ŸŷŭŪŷŹ ƆŽŽŮųŻűūŶƄž ŸũŹũŵŮŻŹŷū Ÿŷ źŹũū-
ŶŮŶűƇ ź űŻŮŹũſűŮŲ űźžŷŭŶŷŬŷ ŵŮŻŷŭũ. řŮƁŮŶűŮ ŻŮźŻŷūƄž ŸŹűŵŮŹŷū ŸŷųũŰƄūũŮŻ ƆŽŽŮųŻűūŶŷźŻƅ ŵŷ-
ŭűŽűſűŹŷūũŶŶŷŬŷ ũŴŬŷŹűŻŵũ Ÿŷ źŹũūŶŮŶűƇ ź űźžŷŭŶƄŵ ŵŮŻŷŭŷŵ Ŷũ űźźŴŮŭŷūũŶŶƄž ŸŹűŵŮŹũž. 

 
 ŘřőŔŗŏŎŖőŎ 

ōŷųũŰũŻŮŴƅźŻūŷ  ŻŮŷŹŮŵƄ  3 .  ŘŹŮŭŸŷŴũŬũŮŵ, ƀŻŷ ŭŷŸżźŻűŵƄŲ ŸŹŷſŮźź ( ) ( )( )tutx II � ŻũųŷŲ, 

ƀŻŷ ūƄŸŷŴŶŮŶŷ ŶŮŹũūŮŶźŻūŷ 

 (Ř.1)      ( ) ( ) ( ) ( )¦
−

=
>++

�



�

�

���
�
t

tt

II tptBtBtp

ŬŭŮ ( )tp I  ŸŷŴżƀŮŶŷ űŰ żźŴŷūűŲ (5.14). ŘŹűŵŮŶƈƈ ũŶũŴŷŬ ŽŷŹŵżŴƄ œŷƁű ŭŴƈ ŭűźųŹŮŻŶƄž ŴűŶŮŲŶƄž 
żŹũūŶŮŶűŲ, ūƄūŷŭűŵ 

( ) ( ) ( )( )��

 txFttp I

x
I Ξ−=  

ŬŭŮ ( )t
Ξ  - ŹŮƁŮŶűŮ ŵũŻŹűƀŶŷŬŷ żŹũūŶŮŶűƈ 
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 nEtttAt =Ξ+Ξ=Ξ  

ŝżŶųſűƈ ( )t
Ξ  źūƈŰũŶũ ź ŹŮƁŮŶűŮŵ ( )tΞ źűźŻŮŵƄ (5.8) ŹũūŮŶźŻūŷŵ 
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ŘżźŻƅ ( )tσ  ŹŮƁŮŶűŮ żŹũūŶŮŶűƈ (3.19). ŐũŸűƁŮŵ ŮŬŷ ū ūűŭŮ źŷŷŻŶŷƁŮŶűƈ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ���
 ��nEgtCttAt −−+= σσ  

ŚƀűŻũƈ, ƀŻŷ ( )�tσ  ŽűųźűŹŷūũŶŶŷŮ, ŸŷŴżƀűŵ 
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Ψ  żŭŷūŴŮŻūŷŹƈŮŻ źűźŻŮŵŮ 

( ) ( ) ( ) ( ) ��� ��
�




 nEttCtt =Ψ+Ψ=Ψ  

ŘŷźųŷŴƅųż ( ) ( ) ���
 Tttt ∈Ψ=Ψ −  ũ ( )tΨ  — ŵũŻŹűſũ, żŭŷūŴŮŻūŷŹƈƇƂũƈ (5.9). śũųűŵ ŷŪŹũ-
Űŷŵ 
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řũźźŵŷŻŹűŵ ŭūũ ūũŹűũŶŻũ. ŋ ŸŮŹūŷŵ, ŮźŴű �>γ , Żŷ ŪżŭŮŵ ūƄŪűŹũŻƅ �g  űŰ żźŴŷūűƈ 

γ
β<−< ��� g . śŷŬŭũ źŷŬŴũźŶŷ (Ř.4) ŭŴƈ ūźŮž �� � <≤ ggg   

(Ř.5)       ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ����
�

��

 >Φ − txFtttxF I

x
I

x σ  

ŬŭŮ ( )tΦ  — ŽżŶųſűƈ, ŷŸŹŮŭŮŴŮŶŶũƈ ū żźŴŷūűŮ (5.11) ŻŮŷŹŮŵƄ 2 ű ŸŹŮŭźŻũūŴŮŶŶũƈ ū ŭũŶŶŷŵ źŴżƀũŮ 
ū ūűŭŮ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )��
�� �
�

�

�

τττστττ Ψ++ΞΞ=Φ ¦
−

=

− CBBt
g

t
t

tt

 

ŋŷ ūŻŷŹŷŵ ūũŹűũŶŻŮ, ŮźŴű �≤γ , ŶŮŹũūŮŶźŻūŷ (Ř.5) ŪżŭŮŻ ūƄŸŷŴŶŮŶŷ ū ŶŮŰũūűźűŵŷźŻű ŷŻ ūƄ-

ŪŷŹũ ŸũŹũŵŮŻŹũ ( ]����∈g  
Řŷŭūŷŭƈ űŻŷŬ, źŸŹũūŮŭŴűūŷ żźŴŷūűŮ (5.11) ŻŮŷŹŮŵƄ 2, ū źŷŷŻūŮŻźŻūűű ź ųŷŻŷŹƄŵ ŸŹŷſŮźź �>γ

żŴżƀƁũŮŻźƈ ũŴŬŷŹűŻŵŷŵ. 
śŮŷŹŮŵũ 3 ŭŷųũŰũŶũ. 
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Многие технологические процессы обработки металлов давлением включают деформирование 
удлиненной заготовки сближающимися инструментами, контактные поверхности которых име-
ют неглубокие ручьевые полости. Распространенным частным случаем являются штампы или 
часть их контактных поверхностей, представляющих собой плоскости: площадки под осадку и 
некоторые виды заготовительных ручьев. Статья посвящена математическому моделированию 
течения тонкого слоя металла по шероховатым поверхностям. В статье приводятся результаты 
аналитического исследования краевой задачи о вязкопластическом течение тонкого слоя метал-
ла, расположенного между движущимися навстречу друг другу тонкими шероховатыми плита-
ми. Приводится точные решения, основанные на классической постановке в рамках «идеальной 
жидкости» и «вязкопластической жидкости». Описан реальный эксперимент, проведенный для 
оценки влияния осредненных по толщине слоя касательных напряжений на кинематику течения 
пластического слоя. С целью оценки влияния касательных напряжений, осредненных по толщине 
слоя, на кинематику течения, и, в особенности, вблизи неподвижных границ поставлены экспери-
менты и анализируются результаты по осадке между сближающимися жесткими плитами тонко-
го пластического образца, ограниченного неподвижными стенками и, первоначально имеющего 
форму прямоугольника в плане. Неподвижные стенки инструмента расположены вдоль длинных 
сторон прямоугольника. Установлены экспериментальные закономерности. Растекание образцов 
происходит ожидаемо – по прямым линиям тока, параллельным длинной стороне прямоугольни-
ка, или по лучам кругового сектора. При этом установлено, что продольные перемещения вблизи 
неподвижных стенок заметно отстают от перемещений вдали от границы, а максимальные пере-
мещения наблюдаются на линии симметрии образца относительно неподвижных стенок. Этот 
факт говорит о наличии ненулевых сдвиговых напряжений и (скоростей) деформаций в рассма-
триваемых течениях тонкого пластического слоя.  Сравнение полученных экспериментальных и 
аналитических результатов моделирования позволяет оценить корректность выбранной матема-
тической модели, которая может быть использована для описания течений.
Ключевые слова: тонкий слой, стесненное течение, модель «идеальной жидкости», результаты экс-
перимента. 
DOI: 10.37313/1990-5378-2023-25-3-130-139
EDN: LLYQKW

Постановка и решение краевой задачи. 
Пусть достаточно тонкий слой металла дефор-
мируется параллельно движущимися навстречу 
друг другу плоскими инструментами, как пока-
зано на рис. 1. В качестве допущений примем 
[1]:

- плоскости контакта инструмента являются 
шероховатыми;

- материал инструмента абсолютно жесткий;
- деформируемый слой из идеально пласти-

ческого металла.
Кроме того, течение по координате y=±b0 от-

сутствует, т.к. контейнер матрицы имеет боко-
вые стенки (рис. 1 б).

Краевая задача растекания на шероховатой 
плоскости слоя из пластического материала 
формулируется следующим образом [2, 3]: 

డ௣డ௫ ൌ ఙೞଷ ௗ௧ௗఒ οݑ െ ଶఛೞ௛ ௨ඥ௨మା௩మǡ�డ௣డ௬ ൌ ఙೞଷ ௗ௧ௗఒ οݒ െ ଶఛೞ௛ ௩ඥ௨మା௩మǡ��డ௨డ௫ ൅ డ௩డ௬ െ ௗఒௗ௧ ൌ Ͳǡ�� �

где ݌ǡ ǡݑ -давление на контактных поверхно –  ݒ

стях и компоненты вектора скорости;
 
߬௦ ൌ ɐୱξ͵ 

– сдвиговые напряжения материала пластиче-
ского слоя; ݄ ൌ ݄ሺݐሻ  – зависимость изменения 
толщины слоя от времени;ߣሺݐሻ ൌ ݈݊ ݄ሺݐ଴ሻ݄ሺݐሻ ሻݐሺߣ ,�  – степень деформации по А.А. Ильюшину; 
t0 – время начала процесса деформирования.

Примем на свободной границе образца, обо-
значенной как ߁ʠǣ ǡݔሺܨ ǡݕ ሻݐ ൌ Ͳ , положение 
которой заранее неизвестно, краевые условия: 

(1)�

(2)�

(3)�
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�
řűźżŶŷų 1. ŚžŮŵũ ŻŮƀŮŶűƈ źŪŷŹŶŷŬŷ ŷŪŹũŰſũ: 

ũ – ŹũŰŹŮŰ ŸŴŷźųŷźŻƅƇ, ŸŹŷžŷŭƈƂŮŲ ƀŮŹŮŰ ŷźƅ z; Ū – ūűŭ źūŮŹžż 
 

ŷŭŶŷ ŭűŶũŵűƀŮźųŷŮ  ߪԦሺ௡ሻ ൌ �෥ߪ ሬ݊Ԧ ൌ ͲሬԦǡ          (4) 
ŰũŵŮŶűū ŮŬŷ ŭūżŵƈ źųũŴƈŹŶƄŵű, ŸŷŴżƀűŵ: ߪ௫௫݊௫ ൅ ௫௬݊௬ߪ ൌ ͲǢߪ�௬௬݊௬ ൅ ௫௬݊௫ߪ ൌ Ͳǡ           (5) 
ŬŭŮ ŶŷŹŵũŴƅŶƄŲ ų ŬŹũŶűſŮ ūŮųŻŷŹ: ሬ݊Ԧ ൌ ൫݊௫ǡ ݊௬൯ ൌ  ிȁ�ǡ              (6)׏ிȁ׏

ŸŹű ƆŻŷŵ ŶŮ ŶżŴŮūƄŮ ųŷŵŸŷŶŮŶŻƄ ŻŮŶŰŷŹũ ŶũŸŹƈůŮŶűŲߪ�෤ ŪżŭżŻ űŵŮŻƅ ūűŭ: ߪ௫௫ ൌ െ݌ ൅ ଶଷ ௦ߪ ൅ ଶଷ ௦ߪ ௗ௧ௗఒ డ௨డ௫ Ǣ ௫௬ߪ ൌ ଵଷ ௗ௧ௗఒ ቀడ௨డ௬ ൅ డ௩డ௫ቁ Ǣ ௬௬ߪ ൌ െ݌ ൅ ଶଷ ௦ߪ ൅ ଶଷ ௦ߪ ௗ௧ௗఒ డ௩డ௬Ǥ          (7) 

œŹŷŵŮ ŭűŶũŵűƀŮźųŷŬŷ żźŴŷūűƈ (4), ŻŹŮŪżŮŻźƈ ŰũŭũŻƅ ŷŭŶŷ ųűŶŮŵũŻűƀŮźųŷŮ, ŷŪżźŴŷūŴŮŶŶŷŮ 
ŶŮŸŹŷŶűſũŮŵŷźŻƅƇ ŬŹũŶűſ: ݒ௡ ؠ Ԧݒ ή ሬ݊Ԧ ൌ െ డி డ௧Τȁ௚௥௔ௗிȁ             (8) 

Řŷ żźŴŷūűƇ (8) ŵŷůŶŷ ūŷźźŻũŶŷūűŻƅ űŶŻŮŹŮźżƇƂżƇ Ŷũź ŬŹũŶűſż ߁ʠ. ŗŪŷŰŶũƀűŵ ųŷŶŻũųŻŶżƇ 
ŸŷūŮŹžŶŷźŻƅ ź űŶźŻŹżŵŮŶŻŷŵ ƀŮŹŮŰ ߁௞ǣ ǡݔሺܩ ǡݕ ሻݐ ൌ Ͳ, Ŷũ ųŷŻŷŹŷŲ ŹŮũŴűŰżƇŻźƈ ŻũųůŮ ŭūũ żźŴŷūűƈ: 
ŷŭŶŷ ŭűŶũŵűƀŮźųŷŮ, ŭűųŻżŮŵŷŮ ŹũūŮŶźŻūŷŵ ŻũŶŬŮŶſűũŴƅŶŷŲ źŷźŻũūŴƈƇƂŮŲ ūŮųŻŷŹũ ŶũŸŹƈůŮŶűƈ 
ŸŹŮŭŮŴƅŶŷŵż ŰŶũƀŮŶűƇ ŸŹű ŽũųŻŷŹŮ ŻŹŮŶűƈ ߤ ൌ ͳ: หߪԦሺ௡ሻ ή Ԧ߬ห ൌ หߪ௫௫݊௫݊௬ ൅ ௫௬൫݊௬ଶߪ െ ݊௫ଶ൯ െ ௬௬݊௫݊௬หߪ ൌ ௦ǡ߬ߤ ሺͲ ൑ ߤ ൑ ͳሻ              (9) 
ű ūŻŷŹŷŮ ųűŶŮŵũŻűƀŮźųŷŮ, ŷŪżźŴŷūŴŮŶŶŷŮ ŶŮŸŹŷŶűſũŮŵŷźŻƅƇ ųŷŶŻũųŻŶƄž ŸŷūŮŹžŶŷźŻŮŲ 
űŶźŻŹżŵŮŶŻũ (10):  ݒ௡ ؠ Ԧݒ ή ሬ݊Ԧ ൌ െ డீ డ௧Τȁ௚௥௔ௗீȁǡ         (10) 

ŬŭŮ Ԧ߬ ൌ ൫݊௬ǡെ݊௫൯ ű ሬ݊Ԧ ௅ ŮŭűŶűƀŶƄŮ ųũźũŻŮŴƅŶƄŲ ű ŶŷŹŵũŴƅŶƄŲ ūŮųŻŷŹƄ ų ŬŹũŶűſŮ Ȟ௞. ŎźŴű ŬŹũŶűſũ 
ŶŮŸŷŭūűůŶũ, Żŷ ųŷŵŸŷŶŮŶŻũ ŶŷŹŵũŴƅŶŷŲ źųŷŹŷźŻű ŹũūŶũ ŶżŴƇ.  

ōŴƈ ŹŮƁŮŶűƈ źűźŻŮŵƄ (1)-(3) ŻŮƀŮŶűƈ ŸŴũźŻűƀŮźųŷŬŷ źŴŷƈ ź ŸŷŭūűůŶƄŵű ű ŶŮŸŷŭūűůŶƄŵű 
ŬŹũŶűſũŵű ūƄŸűźũŶŶƄž żźŴŷūűŲ (7)-(10) ūŸŷŴŶŮ ŭŷźŻũŻŷƀŶŷ. 

ōŴƈ ŸŮŹŮžŷŭũ ų ŪŮŰŹũŰŵŮŹŶŷŵż ŷŸűźũŶűƇ Űũŭũƀű ŷŸŹŮŭŮŴűŵ ŰŶũƀŮŶűƈ žũŹũųŻŮŹŶŷŲ ŭŴűŶƄ ݈଴, 
źųŷŹŷźŻű źŪŴűůŮŶűƈ ŸŴűŻ ŭŮŽŷŹŵűŹżƇƂűž űŶźŻŹżŵŮŶŻŷū ݒ଴, ųŷŶŻũųŻŶŷŬŷ ŭũūŴŮŶűƈ ݌଴, ŻŷŴƂűŶũ 
źŴŷƈ ŷŪŮŰŹũŰŵŮŹűūũŮŻźƈ Ŷũ ݄଴, ūŹŮŵƈ – Ŷũ  ௟బ௩బ. ŗŻŶŷźűŻŮŴƅŶżƇ ŻŷŴƂűŶż ŸŴũźŻűƀŮźųŷŬŷ źŴŷƈ ߝ� ൌ ௛బ௟బ ا ͳ ŸŹűŵŮŵ Űũ ŵũŴƄŲ ŸũŹũŵŮŻŹ.  

ŘŹŷūŮŭŮŵ ŷſŮŶųż ŸŷŹƈŭųũ ŸŷźŴŮŭŶűž ūŮŴűƀűŶ, űźžŷŭƈ űŰ ŸŹŷźŻŮŲƁűž żŹũūŶŮŶűŲ 
ŵũŻŮŵũŻűƀŮźųŷŲ ŵŷŭŮŴű ŹũźŻŮųũŶűƈ ŻŷŶųŷŬŷ źŴŷƈ űŰ ŸŴũźŻűƀŮźųŷŬŷ ŵũŻŮŹűũŴũ.  

ŜŹũūŶŮŶűŮ ŹũūŶŷūŮźűƈ (1) ŸŹű v=0 ߲ߪ௫௫߲ݔ ൅ ʹ߬௦݄ ൌ Ͳ 

ŰũŸűƁŮŵ ū ŪŮŰŹũŰŵŮŹŶŷŵ ūűŭŮ డఙഥೣೣడ௫ҧ ቀ௣బ௟బቁ ൅ ଶఛೞ௛ഥ ή ଵ௛బ ൌ ͲǤ�           (11) 
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ŚŴŮŭŷūũŻŮŴƅŶŷ, ݌଴݈଴ ̱ ௦݄଴ߪ ǡ ଴̱݌��ˋˎˋ ௦൬݄଴݈଴ߪ ൰ ൌ ߝ௦ߪ Ǥ ݌଴ ൌ ఙೞఌ Ǥ               (12) 
řũźźŵŷŻŹűŵ, ŭũŴŮŮ żźŴŷūűŮ ŶŮźůűŵũŮŵŷźŻű (2) డ௨డ௫ ൅ ଵ௛ ௗ௛ௗ௧ ൌ ͲǤ                (13) 
ŚŴŮŭŷūũŻŮŴƅŶŷ, ߲ݑത߲ݔҧ ൬ݒ଴݈଴ ൰ ൅ ͳ݄�ഥ ͳ݄଴ ቌ ݐ଴ሻ݀ݐሺ݄݀ݐ݄݀݀ ቍ݄݀ሺݐ଴ሻ݀ݐ ൌ Ͳǡ ߲ݑത߲ݔҧ ൬ݒ଴݈଴ ൰ ൅ ͳ݄ത ቆ݄݀݀ݐതതതതቇ ൬݄଴݈଴ ൰ ݄݀ሺݐ଴ሻ݀ݐ ൌ Ͳ 

ű ݒ଴݈଴ ̱ ͳ݄଴ ݄݀ሺݐ଴ሻ݀ݐ Ǥ 
ŗƀŮūűŭŶŷ, ƀŻŷ ݒ଴̱݄݀ሺݐ଴ሻ݀ݐ ͳߝǤ 
ŘŹűūŮŭŮŵ żŹũūŶŮŶűŮ ŶŮźůűŵũŮŵŷźŻű (13) ų ŪŮŰŹũŰŵŮŹŶŷŵż ūűŭż ߲ݑത߲ݔҧ ൬ݒ଴݈଴ ൰ ൅ ͳ݄ത ൬ ͳ݄଴൰ ݄݀ሺݐ଴ሻ݀ݐ ݄଴ݐ଴ ൌ ͲǤ 
ŘŷźŴŮ ŸŷŭźŻũŶŷūųű ௩బ௟బ  ű źŷųŹũƂŮŶűƈ, ŸŷŴżƀűŵ, ƀŻŷ  ݒ଴݈଴ ̱ ͳݐ଴ 

ű ŷųŷŶƀũŻŮŴƅŶŷ ݐ଴̱ ݈଴ݒ଴Ǥ 
ŊżŭŮŵ źƀűŻũŻƅ, ƀŻŷ ݐ଴ ൌ ݈଴ݒ଴ Ǣݒ��଴ ൌ െ݄݀ሺݐ଴ሻ݀ݐ ͳߝǤ 
ŚŹũūŶŮŶűŮ ūŮŴűƀűŶ žũŹũųŻŮŹŶƄž źųŷŹŷźŻŮŲ ŸŹűūŷŭűŻ ų żŻūŮŹůŭŮŶűƇ, ƀŻŷ źųŷŹŷźŻƅ źŪŴűůŮŶűƈ 

űŶźŻŹżŵŮŶŻŷū ŰũŵŮŻŶŷ ŷŻźŻũŮŻ ŷŻ źųŷŹŷźŻű ŻŮƀŮŶűƈ źŴŷƈ ű ƆŻŷ ƈūŴƈŮŻźƈ ŸŹŷŬŶŷŰűŹżŮŵƄŵ. ŗſŮŶűŵ 
ŸŷŹƈŭŷų źŴũŬũŮŵƄž ū ųūũŰűźŻũŻűƀŮźųűž żŹũūŶŮŶűƈž ŹũūŶŷūŮźűƈ. ŗƀŮūűŭŶŷ, ƀŻŷ ŭũūŴŮŶűŮ Ŷũ 
ųŷŶŻũųŻŮ (12) ŸŹű ūŷŰŹũźŻũŶűű, ŸŹŮūƄƁũŮŻ ŸŹŮŭŮŴ ŻŮųżƀŮźŻű ŵũŻŮŹűũŴũ źŴŷƈ.  

ŘŷŴũŬũƈ, ƀŻŷ ŻŷŴƂűŶũ źŴŷƈ ݄, ū ŷŻŴűƀűŮ ŷŻ ŭŹżŬűž ŴűŶŮŲŶƄž ŹũŰŵŮŹŷū (ųŷŷŹŭűŶũŻ), ŸŹű ŭŮŴŮŶűű 
Ŷũ ݄ሺݐ଴ሻ źŻũŶŷūűŻźƈ ŪŮŰŹũŰŵŮŹŶŷŲ, ŸŮŹŮŸűƁŮŵ ū ŪŮŰŹũŰŵŮŹŶŷŵ ūűŭŮ źűźŻŮŵż żŹũūŶŮŶűŲ (1) ௅ (3): డ௣ҧడ௫ҧ ൌ ߝ ௗ௧ҧௗఒ οݑതതതത െ ଶξଷ௛ഥ ௨ഥඥ௨ഥమା௩തమǡ�       (14) డ௣ҧడ௬ത ൌ ߝ ௗ௧ҧௗఒ οݒതതതത െ ଶξଷ௛ഥ ௩തඥ௨ഥమା௩തమǡ       (15) డ௨ഥడ௫ҧ ൅ డ௩തడ௬ത െ ௗఒௗ௧ҧ ൌ Ͳǡ        (16) 

ŬŭŮ ŪŮŰŹũŰŵŮŹŶƄŮ ūŮŴűƀűŶƄ ŷŻŵŮƀŮŶƄ ŭűũųŹűŻűƀŮźųűŵ ŰŶũųŷŵ «ūŮŹžŶƈƈ ƀŮŹŻũ» (ŰũŵŮŻűŵ, ƀŻŷ ū 
żŹũūŶŮŶűƈž ŹũūŶŷūŮźűƈ ŸŹű źŴũŬũŮŵƄž źŷ źŻũŹƁűŵű ŸŹŷűŰūŷŭŶƄŵű ޤ ŴũŸŴũźźűũŶũŵű ŸŷƈūűŴźƈ 
ŵũŴƄŲ ŸũŹũŵŮŻŹߝ�).  

ŌŹũŶűƀŶƄŮ żźŴŷūűƈ ŸŷźŻũūŴŮŶŶŷŲ Űũŭũƀű ŸŹŮŷŪŹũŰżŮŵ źŴŮŭżƇƂűŵ ŷŪŹũŰŷŵ. Ŗũ źūŷŪŷŭŶŷŲ 
ŬŹũŶűſŮ ߁ிǣ ǡݔሺܨ ǡݕ ሻݐ ൌ Ͳ ŸŹű ŷŻźżŻźŻūűű ŶũŸŹƈůŮŶűŲ (4): ߪത௫௫� ൌ െ݌ҧ ൅ ቆʹ͵ ൅ ʹ͵ ߣҧ݀ݐ݀ ቇݔ߲ݑ߲ ത௫௬ߪ�Ǣߝ ൌ ͳ͵ ߣҧ݀ݐ݀ ൬߲ݕ߲ݑ ൅ ൰ݔ߲ݒ߲ Ǣߝ �ത௬௬ߪ ൌ െ݌ҧ ൅ ቆʹ͵ ൅ ʹ͵ ߣҧ݀ݐ݀  ቇǤݕ߲ݒ߲

Ś żƀŮŻŷŵ ŪŮŰŹũŰŵŮŹŶŷŬŷ ūŮųŻŷŹũ (6) ŶŷŹŵũŴű ų ŬŹũŶűſŮ: ሬ݊Ԧ ൌ  തȁܨ݀ܽݎതȁ݃ܨ݀ܽݎ݃
źųũŴƈŹŶƄŮ  żźŴŷūűƈ (5) ŸŷźŴŮ  ŷŪŮŰŹũŰŵŮŹűūũŶűƈ  ŸŹűŷŪŹŮŻżŻ  ūűŭ  ቂെ݌ҧ ൅ ቀଶଷ ൅ ଶଷ ௗ௧ҧௗఒ డ௨ഥడ௫ҧቁ ቃߝ ݊௫ ൅ ቂଵଷ ௗ௧ҧௗఒ ቀడ௨ഥడ௬ത ൅ డ௩തడ௫ҧቁ ቃߝ ݊௬ ൌ Ͳǡ    (17) 
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ቂଵଷ ௗ௧ҧௗఒ ቀడ௨ഥడ௬ത ൅ డ௩തడ௫ҧቁ ቃߝ ݊௫ ൅ ቂെ݌ҧ ൅ ቀଶଷ ൅ ଶଷ ௗ௧ҧௗఒ డ௨ഥడ௬തቁ ቃߝ ݊௬ ൌ ͲǤ     (18) 

œűŶŮŵũŻűƀŮźųŷŮ żźŴŷūűŮ (8) ŭŴƈ ūŷźźŻũŶŷūŴŮŶűƈ ŬŹũŶűſƄ ʒி ŸŹŮŷŪŹũŰżŮŻźƈ: ݒҧ௡ ൌ െ ȁ௚௥௔ௗிതȁ Ǥ�       (19) 

Ŗũ ųŷŶŻũųŻŶŷŲ ŬŹũŶűſŮ źŴŷƈ ź űŶźŻŹżŵŮŶŻŷŵ�ʒ௞ ŭűŶũŵűƀŮźųŷŮ żźŴŷūűŮ (9) ū ŪŮŰŹũŰŵŮŹŶŷŵ 
ūűŭŮ: หߪത௫௫�݊௫݊௬ ൅ ௫௬൫݊௬ଶߪ െ ݊௫ଶ൯ െ ത௬௬�݊௫݊௬หߪ ൌ ͵ξߤ  �ߝ
űŴű ቂെ݌ҧ ൅ ቀଶଷ ൅ ଶଷ ௗ௧ҧௗఒ డ௨ഥడ௫ҧቁ ቃߝ ݊௫݊௬ ൅ ቂଵଷ ௗ௧ҧௗఒ ቀడ௨ഥడ௬ത ൅ డ௩തడ௫ҧቁ ቃߝ ൫݊௬ଶ െ ݊௫ଶ൯ െ ቂെ݌ҧ ൅ ቀଶଷ ൅ ଶଷ ௗ௧ҧௗఒ డ௨ഥడ௬തቁ ቃߝ ݊௫݊௬ ൌ േ ఓξଷ  (21)   .ߝ

ŜźŴŷūűŮ ŶŮŸŹŷŶűſũŮŵŷźŻű ŸŷūŮŹžŶŷźŻű űŶźŻŹżŵŮŶŻũ (10) ŷŸŹŮŭŮŴűŻźƈ ųũų (22): ݒ௡തതത ൌ െ ȁ௚௥௔ௗ ҧீȁ ǡ�       (22) 

ŋ űŻŷŬŮ ŭūũ ŭűŽŽŮŹŮŶſűũŴƅŶƄž żŹũūŶŮŶűƈ ū ƀũźŻŶƄž ŸŹŷűŰūŷŭŶƄž (14), (15) ųūũŰűźŻũŻűƀŮźųŷŬŷ 
ŹũūŶŷūŮźűƈ ű żźŴŷūűŮ ŶŮźůűŵũŮŵŷźŻű (16) ūŵŮźŻŮ ź ŬŹũŶűƀŶƄŵű żźŴŷūűƈŵű (17) ௅ (22) źŷźŻũūŴƈƇŻ 
ŷŪƂżƇ ųŹũŮūżƇ Űũŭũƀż ŻŮƀŮŶűƈ ŸŴũźŻűƀŮźųŷŬŷ źŴŷƈ ū ŵŷŭŮŴű «ūƈŰųŷŲ ůűŭųŷźŻű» [4, 5].  

ŋ ŬŴũūŶŷŵ ŸŹűŪŴűůŮŶűű, ųŷŬŭũ ŷŻźżŻźŻūżŮŻ ŵũŴƄŲ ŸũŹũŵŮŻŹ ሺߝ ൌ Ͳሻǡ űźžŷŭŶƄŮ żŹũūŶŮŶűƈ 
żŸŹŷƂũƇŻźƈ ź ŸŷŶűůŮŶűŮŵ ŸŷŹƈŭųũ źűźŻŮŵƄ: డ௣ҧడ௫ҧ ൌ െ ଶఛೞξଷ௛ഥ ௨ഥඥ௨ഥమା௩തమ Ǣ���       (25) డ௣ҧడ௬ത ൌ െ ଶఛೞξଷ௛ഥ ௩തඥ௨ഥమା௩തమ Ǣ       (26) డ௨ഥడ௫ҧ ൅ డ௩തడ௬ത െ ௗఒௗ௧ҧ ൌ ͲǤ�       (25) 

Ŗũŭŷ ŰũŵŮŻűŻƅ, ƀŻŷ ŪŷŴƅƁűŶźŻūŷ űźźŴŮŭŷūũŶűŲ ū żųũŰũŶŶŷŲ ŷŪŴũźŻű ŸŹŷūŷŭűŴűźƅ Ŷũ ŷźŶŷūŮ 
żŸŹŷƂŮŶŶŷŲ ŸŷźŻũŶŷūųű ųŹũŮūŷŲ Űũŭũƀű ū ŵŷŭŮŴű «űŭŮũŴƅŶŷŲ ůűŭųŷźŻű», ųŷŻŷŹũƈ ŷŸűźƄūũŮŻźƈ 
ŶŮŴűŶŮŲŶƄŵű ŭűŽŽŮŹŮŶſűũŴƅŶƄŵű żŹũūŶŮŶűƈŵű ū ƀũźŻŶƄž ŸŹŷűŰūŷŭŶƄž ŸŮŹūŷŬŷ ŸŷŹƈŭųũ [2, 6]. 
ŋ ƆŻż ŵŷŭŮŴƅ ūžŷŭƈŻ żŹũūŶŮŶűƈ ųūũŰűźŻũŻűƀŮźųŷŬŷ ŹũūŶŷūŮźűƈ (26) ű (27): డ௣డ௫ ൌ െ ଶఛೞ௛ ௨ඥ௨మା௩మǡ�       (26) డ௣డ௬ ൌ െ ଶఛೞ௛ ௩ඥ௨మା௩మǡ�       (27) 

ũ ŭŴƈ űŰŪũūŴŮŶűƈ ŵŷŭŮŴű ŷŻ źŻũŻűƀŮźųŷŲ ŶŮŷŸŹŮŭŮŴűŵŷźŻű ū źűźŻŮŵż źŴŮŭżŮŻ ŭŷŪũūűŻƅ żźŴŷūűŮ 
ŶŮźůűŵũŮŵŷźŻű (3). 

ŔŷŬűƀŶŷ, ƀŻŷ ŬŹũŶűƀŶƄž żźŴŷūűŲ ū żŸŹŷƂŮŶŶŷŲ ŰũŭũƀŮ ū ŵŷŭŮŴű «űŭŮũŴƅŶŷŲ ůűŭųŷźŻű» 
ŻŹŮŪżŮŻźƈ ŵŮŶƅƁŮ, ũ ųũźũŻŮŴƅŶƄŵű ŶũŸŹƈůŮŶűƈŵű ŸŹŮŶŮŪŹŮŬũƇŻ. ŋ ƆŻŷŵ źŴżƀũŮ ųŹũŮūƄŮ żźŴŷūűƈ 
űŵŮƇŻ ūűŭ: ݌ ൌ  ௦ǡ�            (28)ߪ
ŮźŴű ŭŮŽŷŹŵűŹżƇƂűŲ űŶźŻŹżŵŮŶŻ źŷŭŮŹůűŻ ŸũŰƄ, ųżŭũ źūŷŪŷŭŶŷ ŰũŻŮųũŮŻ ŵŮŻũŴŴ, Żŷ ݌ ൌ  ௦ǡ�            (29)ߪʹ
ũ ū źŴżƀũŮ, ŮźŴű Ŷũ ŬŹũŶűſŮ ŸŴũźŻűƀŮźųŷŬŷ źŴŷƈ ű űŶźŻŹżŵŮŶŻũ ŻŮƀŮŶűŮ ŰũŻŹżŭŶŮŶŷ, Żŷ ݌ ൌ  ሻǡ�             (30)ߟ୻ሺ݌
ŬŭŮ ߟ - ŸũŹũŵŮŻŹ ūŭŷŴƅ ųŷŶŻżŹũ ŷŪŴũźŻű. 

őŰ ŭūżž żŹũūŶŮŶűŲ (26) ű (27) ŸŷźŴŮŭŶŮŲ źűźŻŮŵƄ ŶŮŻŹżŭŶŷ ŸŷŴżƀűŻƅ ŷŭŶŷ ŶŮŴűŶŮŲŶŷŮ 
ŭűŽŽŮŹŮŶſűũŴƅŶŷŮ żŹũūŶŮŶűŮ ŷŻŶŷźűŻŮŴƅŶŷ ųŷŶŻũųŻŶŷŬŷ ŭũūŴŮŶűƈ: ቀడ௣డ௫ቁଶ ൅ ቀడ௣డ௬ቁଶ ؠ ݌ଶ݀ܽݎ݃ ൌ ସఛೞమ௛మ ǡ�           (31) 

ųŷŻŷŹŷŮ ūŵŮźŻŮ ź ŬŹũŶűƀŶƄŵ żźŴŷūűŮŵ (28) űŴű (29), űŴű (30) ŸŹŮŭźŻũūŴƈŮŻ ųŹũŮūżƇ Űũŭũƀż 
ŷŻŶŷźűŻŮŴƅŶŷ ųŷŶŻũųŻŶŷŬŷ ŭũūŴŮŶűƈ.  

őźźŴŮŭŷūũŶűŮ ųűŶŮŵũŻűƀŮźųűž ŸũŹũŵŮŻŹŷū ŻŮƀŮŶűƈ ŸŴũźŻűƀŮźųŷŬŷ źŴŷƈ Ÿŷ żŸŹŷƂŮŶŶŷŲ 
ŵŷŭŮŴű ŷŪŮźŸŮƀűŴŷ ūŷŰŵŷůŶŷźŻƅ ūƄūŷŭũ ƆūŷŴƇſűŷŶŶŷŬŷ żŹũūŶŮŶűƈ, ź ŸŷŵŷƂƅƇ ųŷŻŷŹŷŬŷ 
żźŻũŶũūŴűūũƇŻ źūŷŪŷŭŶżƇ ŬŹũŶűſż ŹũźŻŮųũƇƂŮŲźƈ ŷŪŴũźŻű [7].  

œŹũŮūũƈ Űũŭũƀũ ŻŮƀŮŶűƈ ŸŴũźŻűƀŮźųŷŬŷ źŴŷƈ ū ŶŷūŷŲ ŸŷźŻũŶŷūųŮ ŸŹŮŭŸŷŴũŬũŮŻ ūūŮŭŮŶűŮ 
ŽżŶųſűű Żŷųũ �߰ ൌ ߰ሺݔǡ  ሻǡ ųŷŻŷŹũƈ ŶŮ ŸŹŷŻűūŷŹŮƀűŻ żźŴŷūűƇ ŶŮźůűŵũŮŵŷźŻű (3). ŘŹŮŷŪŹũŰŷūũŶŶƄŮݕ
ųŷŵŸŷŶŮŶŻƄ źųŷŹŷźŻŮŲ (32)  

F t∂ ∂

G t∂ ∂

ሺʹͲሻ 
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ݑ ൌ ௗఒௗ௧ ቀ߰௬ᇱ ൅ ௫ଶቁ Ǣ ݒ� ൌ െௗఒௗ௧ ቀ߰௫ᇱ െ ௬ଶቁǤ               (32) 
ŸŷŭźŻũūűŵ ū ųūũŰűźŻũŻűƀŮźųűŮ żŹũūŶŮŶűƈ ŹũūŶŷūŮźűƈ ű ū ŹŮŰżŴƅŻũŻŮ ŸŷŴżƀűŵ źűźŻŮŵż űŰ ŭūżž 
ŭűŽŽŮŹŮŶſűũŴƅŶƄž żŹũūŶŮŶűŲ (33) ű (34) ŷŻŶŷźűŻŮŴƅŶŷ ųŷŶŻũųŻŶŷŬŷ ŭũūŴŮŶűƈ ݌ ű ŽżŶųſűű Żŷųũ ȥ: ௣ᇲೣ ିቀ഑ೞయ ቁοట೤ᇲ௣೤ᇲ ାቀ഑ೞయ ቁοటᇲೣ ൌ െ ଶఛೞ௛ ట೤ᇲ ାమೣటᇲೣି೤మǡ�� � � � � �����ቀ݌௫ᇱ െ ቀఙೞଷ ቁ ο߰௬ᇱ ቁଶ ൅ ቀ݌௬ᇱ െ ቀఙೞଷ ቁ ο߰௫ᇱ ቁଶ ൌ ସఙೞమଷ௛మ Ǥ                                 (34) 

ōũŴŮŮ ŹũźźŵŷŻŹűŵ ū ŶũŻżŹũŴƅŶƄž ūŮŴűƀűŶũž Űũŭũƀż ŻŮƀŮŶűƈ ŸŴũźŻűƀŮźųŷŬŷ źŴŷƈ, űŵŮƇƂŮŬŷ ū 
ŶũƀũŴƅŶƄŲ ŵŷŵŮŶŻ ŭŮŽŷŹŵűŹŷūũŶűƈ ŽŷŹŵż ŸŹƈŵŷżŬŷŴƅŶűųũ ū ŸŴũŶŮ (źŵ. Źűź.1). ŋ źűŴż źűŵŵŮŻŹűű 
ŸŴũźŻűƀŮźųŷŲ ŷŪŴũźŻű ŷŻŶŷźűŻŮŴƅŶŷ ūƄŪŹũŶŶŷŲ źűźŻŮŵƄ ųŷŷŹŭűŶũŻ, ŪżŭŮŵ ŹũŪŷŻũŻƅ ź ƆŴŮŵŮŶŻŷŵ 
źŴŷƈ, ŹũźŸŷŴŷůŮŶŶƄŵ ū ŸŮŹūŷŵ ųūũŭŹũŶŻŮ. Ŗũ ŶŮŸŷŭūűůŶŷŲ źŻŮŶųŮ űŶźŻŹżŵŮŶŻũ ŸŹű ųŷŷŹŭűŶũŻŮ ܩሺݔǡ ሻݕ ؠ ݕ െ ܾ଴ ൌ Ͳ: ݒ ൌ Ͳ ฺ ߰௫ᇱ െ ௕బଶ ൌ Ͳǡ      (35) డ௨డ௫ ൅ డ௩డ௬ ൌ െξ͵ߣᇱߤ ฺ ߰௬௬ᇱᇱ െ ߰௫௫ᇱᇱ ൌ െξ͵ߣᇱߤǤ     (36) 

œŹũŮūƄŮ żźŴŷūűƈ:  ݕ ൌ Ͳǣ ݒ ൌ Ͳ ฺ ߰௫ᇱ ൌ ͲǢ��డ௨డ௬ ൌ Ͳ ฺ ߰௬௬ᇱᇱ ൌ Ͳ�     (37) ݔ ൌ Ͳǣݑ� ൌ Ͳ ฺ ߰௬ᇱ ൌ ͲǢ��డ௩డ௫ ൌ Ͳ ฺ ߰௫௫ᇱᇱ ൌ Ͳ�     (38) 
Ŗũ ŶŮűŰūŮźŻŶŷŲ źūŷŪŷŭŶŷŲ ŬŹũŶűſŮ F (x, y, t) =0, ū ŶũƀũŴƅŶƄŲ ŵŷŵŮŶŻ űŵŮƇƂŮŲ ŸũŹũŵŮŻŹƄ ݔ ൌ ݈଴൫݊௫ ൌ ͳǡ ݊௬ ൌ Ͳ൯, ųŹũŮūƄŮ żźŴŷūűƈ ŷŸŹŮŭŮŴƈƇŻźƈ: ߪ௫௫ ൌ Ͳ ฺ െ݌ ൅ ௦ߪ ൅ ଶଷ ௦߰௫௬ᇱᇱߪ ൌ ͲǢߪ�௫௬ ൌ Ͳǡ ߰௬௬ᇱᇱ െ ߰௫௫ᇱᇱ ൌ ͲǤ�    (39) 
ōŴƈ ŶűūŮŴűŹŷūũŶűƈ ūŴűƈŶűƈ ųŹũŮūƄž ƆŽŽŮųŻŷū ŪżŭŮŵ űźųũŻƅ ũŶũŴűŻűƀŮźųŷŮ ŹŮƁŮŶűŮ Űũŭũƀű 

Ŷũ ŶŮųŷŻŷŹŷŵ żŭũŴŮŶűű ŷŻ ŷźű ݔ ൌ Ͳ ű ŷŻ źūŷŪŷŭŶŷŲ ŬŹũŶűſƄ ݔ ൌ Ͳǡͷ݈଴, ŸŷźųŷŴƅųż ŸŹŷŻƈůŮŶŶŷźŻƅ 
ŷŪŴũźŻű ŻŮƀŮŶűƈ ū ŶũŸŹũūŴŮŶűű x ŸŷŰūŷŴƈŮŻ ƆŻŷ źŭŮŴũŻƅ. ōŴƈ ŹũźźŵũŻŹűūũŮŵŷŬŷ żƀũźŻųũ ŷŪŴũźŻű 
ŻŮƀŮŶűƈ ųŷŵŸŷŶŮŶŻũ źųŷŹŷźŻű ݒ�ሺݔǡ �ሻݕ� ൌ ͲǤ�ŘŷźŴŮ űŶŻŮŬŹűŹŷūũŶűƈ żŹũūŶŮŶűƈ ŶŮźůűŵũŮŵŷźŻű (36) 
ŸŷŴżƀũŮŵ: ݑሺݔǡ ሻݕ ൌ ݔᇱሾߣ ൅ ݃ሺݕሻሿǡ 
ŬŭŮ ŽżŶųſűƇ ݃ሺݕሻ ŵŷůŶŷ ŷŸŹŮŭŮŴűŻƅ űŰ ŭŹżŬűž żŹũūŶŮŶűŲ źűźŻŮŵƄ: (2) ŭũŮŻ ݌ ൌ  ሻ ű ŻŷŬŭũ űŰ (1)ݔሺ݌
źŴŮŭżŮŻ (40): ݌ᇱሺݔሻ ൌ ఙೞଷ െ ଶఙೞξଷ௛ഥǡ              (40) 

ŬŭŮ ū ŴŮūŷŲ ƀũźŻű źŻŷűŻ ŽżŶųſűƈ ũŹŬżŵŮŶŻũ ݔ, ũ ū ŸŹũūŷŲ - ŽżŶųſűƈ ݕ ű ŸũŹũŵŮŻŹ ݄ሺݐሻǡ ŭŹżŬűŵű 
źŴŷūũŵű, űŵŮŮŵ ŭűŽŽŮŹŮŶſűũŴƅŶŷŮ żŹũūŶŮŶűŮ ź ŹũŰŭŮŴƈƇƂűŵűźƈ ŸŮŹŮŵŮŶŶƄŵű. ŋ űŻŷŬŮ 
ŸŷŴżƀũŮŵ źűźŻŮŵż ź ŸŹŷűŰūŷŴƅŶŷŲ ŸŷźŻŷƈŶŶŷŲ, ŸŹŮŭźŻũūŴƈƇƂŮŲ źŷŪŷŲ ŽżŶųſűƇ ūŹŮŵŮŶű ݇ǣ� ݃ᇱᇱሺݕሻ ൌ ݇ ൌ Ǣݐݏ݊݋ܿ ሻݔᇱሺ݌�� ൌ ఙೞ௞ଷ െ ଶఙೞξଷ௛ഥ�Ǥ     (41) 

ŘŷźŴŮ ŶũžŷůŭŮŶűƈ ŹŮƁŮŶűƈ ŭűŽŽŮŹŮŶſűũŴƅŶŷŬŷ żŹũūŶŮŶűƈ ŸŮŹūŷŬŷ ŸŷŹƈŭųũ ź 
ŹũŰŭŮŴƈƇƂűŵűźƈ ŸŮŹŮŵŮŶŶƄŵű (41) ŸŷźŴŮ ŸŷŭźŻũŶŷūųű ŬŹũŶűƀŶƄž żźŴŷūűŲ (37), (38) ŸŷŴżƀűŵ: ݃ሺݕሻ ൌ ܿ െ ξଷఓଶ௕బ ଶǡݕ ݇ ൌ െξଷఓ௕బ ǡ        (42) ݑሺݔǡ ሻݕ ൌ ᇱߣ ቂݔ െ ξଷఓଶ௕బ ଶݕ ൅ ܿቃǡ         (43) 

ŬŭŮ ˔ - ŸŷźŻŷƈŶŶũƈ űŶŻŮŬŹűŹŷūũŶűƈ. 
ŐũŵŮŻűŵ, ƀŻŷ ŸŮŹūŷŮ źŴũŬũŮŵŷŮ ū ŸŹũūŷŲ ƀũźŻű żŹũūŶŮŶűƈ (43) źŷŷŻūŮŻźŻūżŮŻ źųŷŹŷźŻű ŻŮƀŮŶűƈ 

ū ŵŷŭŮŴű «űŭŮũŴƅŶŷŲ ůűŭųŷźŻű», ū Źũŵųũž ųŷŻŷŹŷŲ ųũźũŻŮŴƅŶŷŮ ŶũŸŹƈůŮŶűŮ Ŷũ ŶŮŸŷŭūűůŶŷŲ 
ŬŹũŶűſŮ, ŹũūŶŷŮ 0, ųũų ű Ŷũ ŭŹżŬűž ŬŹũŶűſũž, ŷŻźżŻźŻūżŮŻ. ŘŷŴŷůűŵ, ƀŻŷ źŮƀŮŶűŮ ݔ ൌ  ௙ݔ
ŸŹŮŭźŻũūŴƈŮŻ źŷŪŷŲ żźŴŷūŶżƇ źūŷŪŷŭŶżƇ ŬŹũŶűſż (ݔ௙݄ ൌ  ଴݄଴ ). śŷŬŭũ űŰ űŶŻŮŬŹũŴƅŶŷŬŷ żźŴŷūűƈݔ
źŷžŹũŶŮŶűƈ ŷŪƃŮŵũ ŶŮźůűŵũŮŵŷŬŷ ŵũŻŮŹűũŴũ  െݔ௙ሺݐሻ ݐ݄݀݀ ܾ଴ ൌ න ௙ǡݔ൫ݑ݄ ௕బݕ൯݀ݕ

଴  

ŷŸŹŮŭŮŴƈŮŵ ūžŷŭƈƂżƇ ū ŹŮƁŮŶűŮ ŸŹŷűŰūŷŴƅŶżƇ ŸŷźŻŷƈŶŶżƇ ܿ ൌ ξଷ଺  ଴, ƀŻŷ ŭũŮŻ ūŷŰŵŷůŶŷźŻƅܾߤ
ŸŷŴżƀűŻƅ ŷųŷŶƀũŻŮŴƅŶżƇ ŽŷŹŵżŴż ŭŴƈ źųŷŹŷźŻű ŻŮƀŮŶűƈ: ݑሺݔǡ ሻݕ ൌ ᇱߣ ቂݔ ൅ ξଷ଺௕బ ሺܾߤ଴ଶ െ  ଶሻቃ.             (44)ݕ͵
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ŚŷŸŷźŻũūŴŮŶűŮŵ ŶũŲŭŮŶŶŷŲ źųŷŹŷźŻű (44) ű ŬŹũŶűƀŶŷŬŷ żźŴŷūűƈ (30) ŸŹű ŰŶũƀŮŶűű ݔ ൌ Ͳ 
żŪŮůŭũŮŵźƈ, ƀŻŷ ŷŶŷ ūƄŸŷŴŶƈŮŻźƈ ū űŶŻŮŬŹũŴƅŶŷŵ ūűŭŮ: 

න ሺͲǡݑ ݕሻ݀ݕ ൌ௕బ
଴

ᇱξ͵͸ܾ଴ߣ න ሺܾ଴ଶ െ ௕బݕଶሻ݀ݕ͵
଴ ൌ ͲǤ 

őŰ ūŻŷŹŷŬŷ żŹũūŶŮŶűƈ (41) ŸŷźŴŮ űŶŻŮŬŹűŹŷūũŶűƈ ŸŷŴżƀűŵ (45): ݌ሺݔሻ ൌ ଴݌ െ ఙೞ௫ξଷ ቀଶ௛ ൅ ఓ௕బቁǡ        (45) 

ź ŸŷźŻŷƈŶŶŷŲ űŶŻŮŬŹűŹŷūũŶűƈ ݌଴, ŶŮ ŰũūűźƈƂŮŲ ŷŻ ųŷŷŹŭűŶũŻƄ y. ŘŷŴũŬũƈ, ƀŻŷ Ŷũ źūŷŪŷŭŶŷŲ 
ŬŹũŶűſŮ ŶŷŹŵũŴƅŶŷŮ ŶũŸŹƈůŮŶűŮ ŹũūŶŷ ŶżŴƇ:  ߪ௫௫ ൌ െ݌ ൅ Ͷߪ௦͵ ൌ Ͳ 

Ŷũžŷŭűŵ ݌଴ሺݐሻ ൌ ݄͵௙ξݔ௦ߪʹ ൅ ቆ ௙ξ͵ܾ଴ݔ ൅ Ͷ͵ቇߪ௦Ǥ 
ŘŹű ŭŷźŻũŻŷƀŶŷ ŪŷŴƅƁŷŵ ݔ�௙ ŻŹŮŻƅűŵ źŴũŬũŮŵƄŵ ū ŸŹũūŷŲ ƀũźŻű ŵŷůŶŷ ŸŹŮŶŮŪŹŮƀƅ, ŻŷŬŭũ 

ŷųŷŶƀũŻŮŴƅŶŷ ŸŷźŻŷƈŶŶũƈ űŶŻŮŬŹűŹŷūũŶűƈ ŸŹűŵŮŻ ūűŭ ݌଴ሺݐሻ ൌ ͵௙ξݔ௦ߪ ൬ʹ݄ ൅  ଴൰Ǥߤܾ
ŋ ŹŮŰżŴƅŻũŻŮ űźųŷŵŷŮ ŰŶũƀŮŶűŮ ŭũūŴŮŶűƈ ŶũŲŭŮŵ ū źŷŷŻūŮŻźŻūűű ź ŹŮŰżŴƅŻũŻŷŵ ū (45): ݌ ൎ ఙೞξଷ ቀଶ௛ ൅ ఓ௕బቁ ൫ݔ௙ െ  ൯Ǥ      (46)ݔ

ŋ ŰũųŴƇƀŮŶűű ŷŸŹŮŭŮŴűŵ ūűŭ ŽżŶųſűű Żŷųũ:  ߰௫ᇱ ൌ ௬ଶ Ǣ�߰௬ᇱ ൌ ௫ଶ ൅ ξଷ଺௕బ ൫ܾߤ଴ଶ െ ଶ൯ݕ͵ ฺ ߰ሺݔǡ ሻݕ ൌ ξଷ଺௕బ ൫ܾߤ଴ଶݕ െ ଷ൯ݕ͵ ൅ ܿଵ .           (47) 

śũųűŵ ŷŪŹũŰŷŵ, ū Źũŵųũž ŷŪƂŮŲ ŵŷŭŮŴű «ūƈŰųŷŲ ůűŭųŷźŻű» ŸŷŴżƀŮŶŷ ŸŹűŪŴűůŮŶŶŷŮ 
ũŶũŴűŻűƀŮźųŷŮ ŹŮƁŮŶűŮ. Ŗũ ŬŹũŶűſŮ ݔ ൌ Ͳ, ũ ŻũųůŮ Ŷũ źūŷŪŷŭŶŷŲ ŬŹũŶűſŮݔ� ൌ  ሻ ŷŶŷݐ௙ሺݔ
żŭŷūŴŮŻūŷŹƈŮŻ ųŹũŮūƄŵ żźŴŷūűƈŵ ū űŶŻŮŬŹũŴƅŶŷŲ ŽŷŹŵŮ. ŚŴŮŭŷūũŻŮŴƅŶŷ, źŷŬŴũźŶŷ ŸŹűŶſűŸż ŚŮŶ-
ŋŮŶũŶũ, ŹŮƁŮŶűŮ źŸŹũūŮŭŴűūŷ ū ſŮŶŻŹũŴƅŶŷŲ ƀũźŻű ŷŪŴũźŻű ŻŮƀŮŶűƈ. ŞũŹũųŻŮŹ ŻŮƀŮŶűƈ ū źŴŷŮ ŶŮ 
ƈūŴƈŮŻźƈ ŷŭŶŷŵŮŹŶƄŵ, ŸŷƆŻŷŵż ŸŹƈŵƄŮ ŴűŶűű ሺݔ ൌ  ,ሻ ź ŻŮƀŮŶűŮŵ ūŹŮŵŮŶŮŵ űźųŹűūŴƈƇŻźƈݐݏ݊݋ܿ
ŸŹűƀŮŵ ŶũŪŴƇŭũŮŻźƈ ŰũŵŮŻŶŷŮ ŷŻźŻũūũŶűŮ ŸŹŷŭŷŴƅŶŷŬŷ ŸŮŹŮŵŮƂŮŶűƈ ƀũźŻűſ ūŪŴűŰű ŶŮŸŷŭūűůŶŷŲ 
ŬŹũŶűſƄ. ŦŻŷŻ ŽũųŻ ŸŷŭŻūŮŹůŭũŮŻźƈ ŹŮŰżŴƅŻũŻũŵű ŸŹŷūŮŭŮŶŶƄž ƆųźŸŮŹűŵŮŶŻŷū. ŘŷŴżƀŮŶŶƄŮ 
ŰũųŷŶŷŵŮŹŶŷźŻű ŶŮūŷŰŵŷůŶŷ ŷŸűźũŻƅ ź ŸŷŵŷƂƅƇ ŵŷŭŮŴű «űŭŮũŴƅŶŷŲ ůűŭųŷźŻű», ū ųŷŻŷŹŷŲ ŶŮ 
żƀűŻƄūũƇŻźƈ ųũźũŻŮŴƅŶƄŮ ŶũŸŹƈůŮŶűƈ.  

řŮŰżŴƅŻũŻƄ ƆųźŸŮŹűŵŮŶŻũŴƅŶƄž űźźŴŮŭŷūũŶűŲ. ōŴƈ ŷſŮŶųű ūŴűƈŶűƈ ŷźŹŮŭŶŮŶŶƄž Ÿŷ 
ŻŷŴƂűŶŮ źŴŷƈ ųũźũŻŮŴƅŶƄž ŶũŸŹƈůŮŶűŲ Ŷũ ųűŶŮŵũŻűųż ŻŮƀŮŶűƈ ū ƆųźŸŮŹűŵŮŶŻŮ ŶŮŷŪžŷŭűŵŷ 
ŷŪŮźŸŮƀűŻƅ żźŴŷūűƈ ŰũŻŹżŭŶŮŶŶŷŬŷ ŻŮƀŮŶűƈ ŸŴũźŻűƀŮźųŷŬŷ źŴŷƈ, ƀŻŷ ŭŷźŻűŬũŴŷźƅ ųŷŶźŻŹżųſűŮŲ 
űŶźŻŹżŵŮŶŻũ, ũ űŵŮŶŶŷ ŵũŻŹűſũ űŵŮŮŻ ŸŹŷŻűūŷŸŷŴŷůŶƄŮ ŶŮŸŷŭūűůŶƄŮ źŻŮŶųű (Źűź. 2), 
ŷŬŹũŶűƀűūũƇƂűŮ ŻŮƀŮŶűŮ ŸŴŷźųŷŬŷ ŷŪŹũŰſũ, űŵŮƇƂŮŬŷ ŸŹƈŵŷżŬŷŴƅŶżƇ ŽŷŹŵż, ūŭŷŴƅ ŭŴűŶŶƄž 
źŻŷŹŷŶ. ŗŪŹũŰſƄ ūƄŸŷŴŶŮŶƄ źŷźŻũūŶƄŵű űŰ ŭūżž ŸŷŴŷź ŻŷŴƂűŶŷŲ 2 ŵŵ. řũŰŵŮŹƄ ū ŸŴũŶŮ: 
ŭŴűŶũ�ʹ݈଴ ൌ ͹Ͳ�ˏˏ, ƁűŹűŶũ ʹܾ଴ ൌ ʹͷ�ˏˏ, ű źżŵŵũŹŶũƈ ŻŷŴƂűŶũ ݄଴ ൌ Ͷ�ˏˏ. ŕũŻŮŹűũŴ ŷŪŹũŰſŷū 
źūűŶŮſ ŵũŹųű Ś0 ŌŗŚś 3778-98 [8]. ōŴƈ ŻŷŬŷ, ƀŻŷŪƄ ŶũŶŮźŻű ųŷŷŹŭűŶũŻŶżƇ źŮŻųż Ŷũ ŷŭŶż űŰ 
ŸŴŷźųŷźŻŮŲ ŸŷŴŷźƄ, ŪƄŴű űŰŬŷŻŷūŴŮŶƄ ŸũŹƄ ŻŷŶųűž ŸŷŴŷź ź ŻŷŴƂűŶũŵű ݈଴ଵ ൌ ݈଴ଶ ൌ ʹ ŵŵ, ű Ŷũ 
ŸŷūŮŹžŶŷźŻƅ ŷŭŶŷŲ űŰ Ŷűž ź ŸŷŵŷƂƅƇ űŶźŻŹżŵŮŶŻũŴƅŶŷŬŷ ŵűųŹŷźųŷŸũ Ŝőŕ-21 ŶũŶŷźűŴũźƅ 
ųŷŷŹŭűŶũŻŶũƈ źŮŻųũ ź ƁũŬŷŵ ο݈ ൌ ʹ േ ͲǡͲͳ ŵŵ (Źűź. 3). 

ŊƄŴű ŸŹŷūŮŭŮŶƄ ŭūŮ źŮŹűű ƆųźŸŮŹűŵŮŶŻŷū. ŘŷŴŷźũ ŭŮŽŷŹŵűŹŷūũŴũźƅ ū ŷźŶũźŻųŮ Żũų, ƀŻŷ ū 
ŸŹŷſŮźźŮ ŷźũůűūũŶűƈ ŹũŰŵŮŹ r0 ŷźŻũūũŴźƈ ŶŮűŰŵŮŶŶƄŵ.  

ŋ ŹŮŰżŴƅŻũŻŮ ŸŹŷūŮŭŮŶŶƄž ƆųźŸŮŹűŵŮŶŻŷū Ÿŷ źůũŻűƇ ŷŪŹũŰſŷū ŵŮůŭż źŪŴűůũƇƂűŵűźƈ 
ůŮźŻųűŵű ŸŴŷźųŷźŻƈŵű űŶźŻŹżŵŮŶŻŷū żźŻũŶŷūŴŮŶƄ ƆųźŸŮŹűŵŮŶŻũŴƅŶƄŮ ŰũųŷŶŷŵŮŹŶŷźŻű. Ś 
ŸŷŵŷƂƅƇ ƆŻűž ŰũųŷŶŷŵŮŹŶŷźŻŮŲ ŵŷůŶŷ ŷſŮŶűŻƅ ųŷŹŹŮųŻŶŷźŻƅ ūƄŪŹũŶŶŷŲ ŵũŻŮŵũŻűƀŮźųŷŲ 
ŵŷŭŮŴű, ųŷŻŷŹũƈ ŵŷůŮŻ ŪƄŻƅ űźŸŷŴƅŰŷūũŶũ ŭŴƈ ŷŸűźũŶűƈ ŻŮƀŮŶűŲ.  
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řűźżŶŷų 2.šŻũŵŸŷūũƈ ŷźŶũźŻųũ řűźżŶŷų 3. őźžŷŭŶƄŮ źūűŶſŷūƄŮ ŷŪŹũŰſƄ 
ŸŷŴŷź, Ŷũ ųŷŻŷŹƄŮ ŶũŶŮźŮŶũ                    

ųŷŷŹŭűŶũŻŶũƈ źŮŻųũ 
 
ŋ ųũůŭŷŵ ŷŻŵŮƀŮŶŶŷŵ Źűźųũŵű źŮƀŮŶűű ܺ ൌ   .ŷŻźŴŮůűūũŴű ŸŷŴŮ ŸŮŹŮŵŮƂŮŶűŲ ݐݏ݊݋ܿ
 

ũ) Ū)
řűźżŶŷų 4. œŷŷŹŭűŶũŻŶũƈ źŮŻųũ ŸŷźŴŮ ŭŮŽŷŹŵũſűű ቀο௛௛బ ൌ Ͳǡ͵ቁ:  

a ௅ źűźŻŮŵũ ųŷŷŹŭűŶũŻ (ŴűŶŮŲųũ ŸŷųũŰƄūũŮŻ ŻŷŴƅųŷ ŵũźƁŻũŪ);  
Ū ௅ żƀũźŻŷų źŮŻųű ź 4-ž ųŹũŻŶƄŵ żūŮŴűƀŮŶűŮŵ

 
ŚŵŮƂŮŶűƈ żŰŴŷū ųŷŷŹŭűŶũŻŶŷŲ źŮŻųű ŸŷźŴŮ ŭŮŽŷŹŵűŹŷūũŶűƈ űŰŵŮŹƈŴű ź ŻŷƀŶŷźŻƅƇ 0,01 ŵŵ Ŷũ 

űŶźŻŹżŵŮŶŻũŴƅŶŷŵ ŵűųŹŷźųŷŸŮ Ŝőŕ-21 ź ŷŸŹŮŭŮŴŮŶűŮŵ ŵűŶűŵũŴƅŶŷŬŷ ŰŶũƀŮŶűƈ ŸŮŹŮŵŮƂŮŶűƈ  ݑ௕ሺܺሻ ൌ ݑ ቀܺǢ ܻ ൌ ௕బଶ ቁ ūŪŴűŰű ŶŮŸŷŭūűůŶŷŲ ŬŹũŶűſƄ ቀܻ ൌ ௕బଶ ቁ ű ŵũųźűŵũŴƅŶŷŬŷ ŰŶũƀŮŶűƈ ݑ௠ሺܺሻ ൌݑሺܺǢ ܻ ൌ Ͳሻ ū źŹŮŭŶŮŲ Ÿŷ ƁűŹűŶŮ ŻŷƀųŮ (ܻ ൌ Ͳ) (Źűź. 4). ŐũŻŮŵ ūƄƀűźŴƈŴű ũŪźŷŴƇŻŶżƇ�οݑ ൌ ௠ሺܺሻݑ െݑ௕ሺܺሻ ű ŷŻŶŷźűŻŮŴƅŶżƇ ο௨ሺ௑ሻ௨೘ሺ௑ሻ ūŮŴűƀűŶƄ ŸŮŹŮŵŮƂŮŶűŲ ū žũŹũųŻŮŹŶƄž źŮƀŮŶűƈž ܺ ൌ   .ݐݏ݊݋ܿ
řŮŰżŴƅŻũŻƄ űŰŵŮŹŮŶűŲ ű ŰŶũƀŮŶűƈ ŷſŮŶŷų ūŶŮźŮŶƄ ū ŻũŪŴ. 1 ű ŻũŪŴ. 2. 

śũŪŴűſũ 1. ŘŮŹŮŵŮƂŮŶűƈ ū źŮƀŮŶűű ܺ ൌ ǣ ݄ଵݐݏ݊݋ܿ ൌ ʹǡͺ�ˏˏǢ�ο݄ଵ ൌ ݄଴ െ ݄ଵ ൌ ͳǡʹ�ˏˏǢ ܨ ൌ ʹͲͲ�ˍʜ 
ሺܺሻݑఋሺܺሻ οݑ ௠ሺܺሻݑ ܺ  ൌൌ ௠ሺܺሻെݑ  ௠ሺܺሻݑሺܺሻݑఋሺܺሻ οݑ
0 0 0  
4 2,43 1,92 0,52 0,21 
8 3,93 3,29 0,64 0,16 
12 6,16 4,95 1,21 0,19 
16 8,10 6,68 1,42 0,17 
20 9,93 8,07 1,86 0,19 
24 11,90 9,54 2,36 0,20 
28 14,05 10,60 2,45 0,24 
32 16,05 11,51 4,64 0,28 
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ŉŶũŴűŰ ƆųźŸŮŹűŵŮŶŻũŴƅŶƄž ŹŮŰżŴƅŻũŻŷū ŸŷŭŻūŮŹůŭũŮŻ ŰũŵŮŻŶŷŮ ŷŻźŻũūũŶűŮ ŸŹŷŭŷŴƅŶŷŬŷ 
ŸŮŹŮŵŮƂŮŶűƈ ƀũźŻűſ ūŪŴűŰű ŶŮŸŷŭūűůŶŷŲ ŬŹũŶűſƄ: ūŮŹŻűųũŴƅŶƄŮ ū ŶũƀũŴƅŶŷŵ źŷźŻŷƈŶűű Źűźųű 
(ܺ ൌ  ŸŮŹŮźŻũƇŻ ŪƄŻƅ ŸŹƈŵƄŵű ū ŸŹŷſŮźźŮ ŷźũŭųű ŸŷŴŷźƄ. ŘŷƆŻŷŵż ƆųźŸŮŹűŵŮŶŻũŴƅŶƄŮ (ݐݏ݊݋ܿ
ŰũųŷŶŷŵŮŹŶŷźŻű ŶŮūŷŰŵŷůŶŷ ųŷŹŹŮųŻŶŷ ŷŸűźũŻƅ ź ŸŷŵŷƂƅƇ ŵŷŭŮŴű «űŭŮũŴƅŶŷŲ ůűŭųŷźŻű» (26), 
(27) ű (3), ū ųŷŻŷŹŷŲ ŸŹŮŶŮŪŹŮŬũƇŻ ųũźũŻŮŴƅŶƄŵű ŶũŸŹƈůŮŶűƈŵű. ōŴƈ ŹũźźŵũŻŹűūũŮŵŷŬŷ źŴżƀũƈ 
ūŷźŸŷŴƅŰżŮŵźƈ ŬŹũŶűƀŶƄŵű żźŴŷūűƈŵű: ݕ ൌ ͲǢ ݒ� ൌ ͲǢ ݕ ൌ ܾ଴Ǣ ݒ� ൌ ͲǢ            (48) ݔ ൌ ͲǢ ݑ� ൌ Ͳǡ 
ũ Ŷũ źūŷŪŷŭŶŷŲ ŬŹũŶűſŮ źŸŹũūŮŭŴűūŷ (28).  

řŮƁŮŶűŮ źűźŻŮŵƄ żŹũūŶŮŶűŲ ųŹũŮūŷŲ Űũŭũƀű űŵŮŮŻ źŴŮŭżƇƂűŲ ūűŭ:  
ųűŶŮŵũŻűƀŮźųűŮ ŸũŹũŵŮŻŹƄ: ݒ ؠ ͲǢ ݑ�� ൌ െ ଵ௛ ௗ௛ௗ௧  ǡ       (49)ݔ
ųŷŶŻũųŻŶŷŮ ŭũūŴŮŶűŮ: ݌ ൌ െ߬௦ ቂଶ௛ ቀݔ െ ௛బ௟బ௛ ቁ െ ξ͵ቃǤ           (50) 

 

 
řűźżŶŷų 5. řũźŸŹŮŭŮŴŮŶűŮ ŸŮŹŮŵŮƂŮŶűŲ Ÿŷ ƁűŹűŶŮ źŹŮŭűŶŶŷŲ ŸŴŷźųŷźŻű ŷŪŹũŰſũ: 

ŸŹƈŵŷŴűŶŮŲŶƄŲ ŽŹŷŶŻ – ŵŷŭŮŴƅ «űŭŮũŴƅŶŷŲ ůűŭųŷźŻű»; ųŹűūŷŴűŶŮŲŶƄŲ ŽŹŷŶŻ – ŭũŶŶƄŮ ƆųźŸŮŹűŵŮŶŻũ 
 
ŐũųŴƇƀŮŶűŮ. śŮƀŮŶűŮ ŷŪŹũŰſŷū ŸŹŷűźžŷŭűŻ ŷůűŭũŮŵŷ ௅ Ÿŷ ŸŹƈŵƄŵ ŴűŶűƈŵ Żŷųũ, 

ŸũŹũŴŴŮŴƅŶƄŵ ŭŴűŶŶŷŲ źŻŷŹŷŶŮ ŸŹƈŵŷżŬŷŴƅŶűųũ. ŘŹŷŭŷŴƅŶƄŮ ŸŮŹŮŵŮƂŮŶűƈ ūŪŴűŰű ŶŮŸŷŭūűůŶƄž 
źŻŮŶŷų ŰũŵŮŻŶŷ ŷŻźŻũƇŻ ŷŻ ŸŮŹŮŵŮƂŮŶűŲ ūŭũŴű ŷŻ ŬŹũŶűſƄ, ũ ŵũųźűŵũŴƅŶƄŮ ŸŮŹŮŵŮƂŮŶűƈ 
ŶũŪŴƇŭũƇŻźƈ Ŷũ ŷźű źűŵŵŮŻŹűű ŷŪŹũŰſũ. ŦŻŷŻ ŽũųŻ ŬŷūŷŹűŻ ŷ ŶũŴűƀűű ŶŮŶżŴŮūƄž ųũźũŻŮŴƅŶƄž 
ŶũŸŹƈůŮŶűŲ ű źųŷŹŷźŻŮŲ żŬŴŷūƄž ŭŮŽŷŹŵũſűŲ ū ŹũźźŵũŻŹűūũŮŵƄž ŻŮƀŮŶűƈž ŻŷŶųŷŬŷ 
ŸŴũźŻűƀŮźųŷŬŷ źŴŷƈ. ŘŹű źŹũūŶŮŶűű ŹŮŰżŴƅŻũŻŷū ƆųźŸŮŹűŵŮŶŻŷū ź ŻŷƀŶƄŵ ŹŮƁŮŶűŮŵ ųŹũŮūŷŲ 
Űũŭũƀű ū Źũŵųũž ŵũŻŮŵũŻűƀŮźųŷŲ ŵŷŭŮŴű «űŭŮũŴƅŶŷŲ ůűŭųŷźŻű» ūƄƈūŴŮŶŷ, ƀŻŷ ŷŶű ŶũžŷŭƈŻźƈ ū 
ŸŹŷŻűūŷŹŮƀűű. œŷŹŹŮųŻŶŷŮ ŷŸűźũŶűŮ ŻŮƀŮŶűƈ żŭũŮŻźƈ ūƄŸŷŴŶűŻƅ ŻŷŴƅųŷ ū Źũŵųũž ŷŪƂŮŲ 
ŵũŻŮŵũŻűƀŮźųŷŲ ŵŷŭŮŴű «ūƈŰųŷŲ ůűŭųŷźŻű», ŸŹű żźŴŷūűű ŷźŹŮŭŶŮŶűƈ Ÿŷ ŻŷŴƂűŶŮ 
ŹũźźŵũŻŹűūũŮŵŷŬŷ ŸŴũźŻűƀŮźųŷŬŷ źŴŷƈ.  

śũŪŴűſũ 2. ŘŮŹŮŵŮƂŮŶűƈ ū źŮƀŮŶűű ܺ ൌ ǣ ݄ଶݐݏ݊݋ܿ ൌ ʹǡ͸�ˏˏǢ�ο݄ଶ ൌ ݄଴ െ ݄ଶ ൌ ͳǡʹ�ˏˏǢ ܨ ൌ ͵ͳͲ�ˍʜ ܺ ݑ௠ሺܺሻ ݑఋሺܺሻ οݑሺܺሻ ൌൌ ௠ሺܺሻെݑ  ௠ሺܺሻݑሺܺሻݑఋሺܺሻ οݑ
0 0 0  
4 3,05 2,64 0,41 0,13 
8 5,40 3,92 1,48 0,28 
12 7,98 6,08 1,90 0,24 
16 8,38 7,03 1,35 0,16 
20 12,27 10,34 1,93 0,16 
24 14,35 12,04 2,31 0,16 
28 16,94 14,06 2,88 0,17 
32 19,12 17,45 2,54 0,13 
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SIMULATION AND COMPARISON OF THE RESULTS OF THE EXACT ANALYTICAL SOLUTION 
OF THE BOUNDARY PROBLEM OF A FLOW IN A THIN LAYER WITH EXPERIMENTAL DATA

© 2023 E. A. Yanovskaya

Moscow State Technological University "STANKIN", Moscow, Russia

Many technological processes of metal forming include deformation of an elongated workpiece by 
approaching tools, the contact surfaces of which have shallow grooved cavities. A common special 
case are stamps or part of their contact surfaces, which are planes: sites for draft and some types of 
harvesting streams. The article is devoted to mathematical modeling of the fl ow of a thin metal layer 
over rough surfaces. The article presents the results of an analytical study of the boundary value 
problem of the viscoplastic fl ow of a thin layer of metal located between thin rough plates moving 
towards each other. Exact solutions based on the classical formulation in the framework of an "ideal 
fl uid" and "viscoplastic fl uid" are given. A real experiment is described for assessing the effect of shear 
stresses averaged over the layer thickness on the kinematics of the fl ow of a plastic layer. In order to 
assess the effect of shear stresses averaged over the layer thickness on the fl ow kinematics, and, in 
particular, near fi xed boundaries, experiments were carried out and the results on settlement between 
converging rigid plates of a thin plastic sample bounded by fi xed walls and initially having the shape 
of a rectangle in plan are analyzed. . The fi xed walls of the tool are located along the long sides of the 
rectangle. Experimental regularities have been established. Spreading of samples occurs as expected, 
i.e., along straight streamlines parallel to the long side of the rectangle, or along the rays of a circular 
sector. It was found that the longitudinal displacements near the immovable walls noticeably lag behind 
the displacements far from the boundary, and the maximum displacements are observed on the line 
of symmetry of the sample with respect to the immovable walls. This fact indicates the presence of 
nonzero shear stresses and (velocities) of deformations in the considered fl ows of a thin plastic layer. 
Comparison of the obtained experimental and analytical simulation results allows us to evaluate the 
correctness of the chosen mathematical model, which can be used to describe the fl ows.
Keywords: thin layer, constrained fl ow, "ideal fl uid" model, experimental results.
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К ВЫБОРУ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ДЛЯ КОРРЕКТНОГО РЕШЕНИЯ 
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ТЕЧЕНИЯ ТОНКОГО СЛОЯ ПЛАСТИЧЕСКОГО МАТЕРИАЛА 

ПРИ СЖАТИИ ОБРАЗЦА В ВИДЕ КРУГОВОГО СЕКТОРА

© 2023 Е. А. Яновская

«Московский государственный технологический университет «СТАНКИН», г. Москва, Россия

Статья поступила в редакцию 26.05.2023

К классу задач течения относительно тонкого слоя из пластического металла относится большинство 
практических задач прокатного и кузнечно-штамповочного производства. С той разницей, что при 
прокатке, вальцовке, ротационной вытяжке и других подобных процессах очаг деформации локали-
зуется, а в процессах штамповки весь объем металла перераспределяется в полости ручья, затекая в 
различные его элементы, образуя необходимую форму поковки, часто форма является удлиненной и 
небольшой толщины. Естественно полагать, что для анализа близких по кинематике течения процес-
сов, могут быть использованы одни и те же математические модели, но в разных постановках. В статье 
обосновывается выбор математической модели для теоретического решения краевой задачи о стес-
ненном сжатии образца в виде кругового сектора по результатам эксперимента. В статье приводятся 
результаты аналитического исследования краевой задачи о вязкопластическом течении тонкого слоя 
металла, расположенного между движущимися навстречу друг другу тонкими шероховатыми плита-
ми. Приводятся точные решения, основанные на классической постановке в рамках «идеальной жид-
кости» и «вязкой жидкости». Описан физический эксперимент, проведенный для оценки влияния 
осредненных по толщине слоя касательных напряжений на кинематику течения пластического слоя. 
Сравнение полученных экспериментальных и аналитических результатов моделирования позволяет 
оценить корректность выбранной математической модели, которая может быть использована для 
описания течения. При проектировании и внедрении в производство большинства высокопроизво-
дительных технологических процессов обработки материалов давлением требуются не только чис-
ленные значения технологических параметров, но прогнозирование поведения материала во время 
нагружения. В настоящее время доступны проблемно-ориентированные программные комплексы 
на основе численных методов решения, например методом конечных элементов (МКЭ), различных 
задач механики сплошной среды (МСС). Однако без развития фундаментальных подходов к форму-
лированию, схематизации и аналитическому решению краевых задач, вряд ли было бы возможным 
создание достоверных математических моделей для современных компьютерных систем. Поэтому 
дальнейшее развитие теоретических подходов решения краевых задач МСС является актуальным.
Ключевые слова: сжатие кругового сектора, тонкий слой, краевая задача, математическая модель, 
эксперимент.
DOI: 10.37313/1990-5378-2023-25-3-140-146
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Постановка краевой задачи течения тон-
кого пластического слоя. Рассмотрим класси-
ческую постановку задачи течения тонкого слоя 
с использованием модели «идеальной жидко-
сти» [1]. Дифференциальные уравнения в век-
торной форме имеют вид [2, 3]:݃݌݀ܽݎ ൌ െʹ߬௦݄ ή ҧȁݒҧȁݒ Ǣ                      (1)

ҧݒݒ݅݀ െ ݐ݀ߣ݀ ൌ ͲǤ 
                          

(2)

Статически определимая система образова-
на динамическими уравнениями Эйлера (1) [1, 
4] и условием несжимаемости (2) [5].

Контактное давление на поверхности взаи-
модействия инструмента и пластического слоя 
возрастает с наибольшей скоростью, то есть:݃݌݀ܽݎ ൌ ݔ߲݌߲ ݅ ൅ ݕ߲݌߲ ݆ ൅ ݖ߲݌߲ ݇ǡ�где ݅ǡ ݆ǡ ݇  – единичный

 
ортонормированный базис декартовой системы 
координат.

Определим проекции вектора скорости 
на единичный ортонормированный базис ݒҧ ൌ ǡݑҧሺݒ ǡݒ  ሻ�, где модуль вектора скоростиݓ
определяется с помощью стандартной формулыȁݒҧȁ ൌ ඥݑଶ ൅ ଶݒ ൅  ଶ , при этом, очевидно, чтоݓ
нормированный вектор скорости имеет вид ݒҧȁݒҧȁ ൌ ҧȁݒȁݑ ݅ ൅ ҧȁݒȁݒ ݆ ൅ ҧȁݒȁݓ ݇Ǣ�݀݅ݒݒҧ ൌ ݔ߲ݑ߲ ൅ ݕ߲ݒ߲ ൅ ݖݓ߲߲ Ǥ�
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ŘŹűŶűŵũƈ ŬűŸŷŻŮŰż ŷ Żŷŵ, ƀŻŷ ŭŮŽŷŹŵűŹŷūũŶŶŷŮ źŷźŻŷƈŶűŮ źůűŵũŮŵŷŬŷ źŴŷƈ ƈūŴƈŮŻźƈ 
ŸŴŷźųűŵ, ŸŹŮŭźŻũūűŵ źűźŻŮŵż żŹũūŶŮŶűŲ (1) ű (2) ŹũźźŵũŻŹűūũŮŵŷŲ ųŹũŮūŷŲ Űũŭũƀű, ŶŷūŷŲ 
źűźŻŮŵŷŲ (3) – (5) [4, 6]: డ௣డ௫ ൌ െ ଶఛೞ௛ ή ௨ඥ௨మା௩మ Ǣ       (3) డ௣డ௬ ൌ െ ଶఛೞ௛ ή ௨ඥ௨మା௩మ Ǣ       (4) డ௨డ௫ ൅ డ௩డ௬ െ ௗఒௗ௧ ൌ ͲǤ       (5) 

Řŷ ŷŸŹŮŭŮŴŮŶűƇ źūŷŪŷŭŶũƈ ŸŷūŮŹžŶŷźŻƅ ŸŴũźŻűƀŮźųŷŲ ŷŪŴũźŻű űŵŮŮŻ ųŹűūŷŴűŶŮŲŶżƇ ŬŹũŶűſż 
ū ūűŭŮ ŭżŬű ŷųŹżůŶŷźŻű ź űŰūŮźŻŶƄŵ ſŮŶŻŹũŴƅŶƄŵ żŬŴŷŵ, ŭŴƈ żŭŷŪźŻūũ ŸŮŹŮŲŭŮŵ ų 
ſűŴűŶŭŹűƀŮźųŷŲ źűźŻŮŵŮ ųŷŷŹŭűŶũŻ. ŜŹũūŶŮŶűƈ źūƈŰű ųŷŷŹŭűŶũŻ ŭūżž źűźŻŮŵ űŵŮƇŻ ūűŭ [7]: ݔ ൌ Ǣ߮ݏ݋ܿߩ ݕ ൌ Ǣ߮݊݅ݏߩ ݖ ൌ  Ǥݖ

ōũūŴŮŶűŮ ū ſűŴűŶŭŹűƀŮźųŷŲ źűźŻŮŵŮ ŰũūűźűŻ ŷŻ 3-ž ųŷŷŹŭűŶũŻ ݌ ൌ ǡߩሺ݌ ߮ǡ  ሻ ű ŮŬŷ ŬŹũŭűŮŶŻݖ
ŷŸŹŮŭŮŴƈŮŻźƈ ū źŷŷŻūŮŻźŻūűű ź (6): ݃݌݀ܽݎ ൌ డ௣డఘ ҧ݁ఘ ൅ డ௣డఝ ҧ݁ఝ ൅ డ௣డ௭ ҧ݁௭ǡ      (6) 

ŬŭŮ� ҧ݁ఘǡ ҧ݁ఝǡ ҧ݁௭ - ŮŭűŶűƀŶƄŲ ŷŹŻŷŶŷŹŵűŹŷūũŶŶƄŲ ŪũŰűź  (ŸŷŴƈŹŶŷŲ źűźŻŮŵƄ ųŷŷŹŭűŶũŻ), 
źūƈŰũŶŶƄŲ ź ŮŭűŶűƀŶƄŵ ŷŹŻŷŶŷŹŵűŹŷūũŶŶƄŵ ŪũŰűźŷŵ ݅ǡ ݆ǡ ݇ źŻũŶŭũŹŻŶƄŵű źŷŷŻŶŷƁŮŶűƈŵű, 
űŰūŮźŻŶƄŵű űŰ ŴűŶŮŲŶŷŲ ũŴŬŮŪŹƄ: ҧ݁ఘ ൌ డ௫డఘ ݅ ൅ డ௬డఘ ݆ ൅ డ௭డఘ ݇Ǣ ҧ݁ఝ ൌ డ௫డఝ ݅ ൅ డ௬డఝ ݆ ൅ డ௭డఝ Ǣ ҧ݁௭ ൌ డ௫డ௭ ݅ ൅ డ௬డ௭ ݆ ൅ డ௭డ௭ ݇Ǥ      (7) 

ŘŹű ŸŮŹŮžŷŭŮ ŷŻ ŭŮųũŹŻŷūŷŲ źűźŻŮŵƄ ųŷŷŹŭűŶũŻ ų ſűŴűŶŭŹűƀŮźųŷŲ źűźŻŮŵŮ ųŷŷŹŭűŶũŻ 
ŶŮŷŪžŷŭűŵŷ żƀŮźŻƅ źŻũŶŭũŹŻŶƄŮ ŸŹŮŷŪŹũŰŷūũŶűƈ ź ŸŷŵŷƂƅƇ ŵũŻŹűſƄ ŨųŷŪű [8]: 

ܬ ൌ ۈۉ
డ௫డఘۇ డ௫డఝ డ௫డ௭డ௬డఘ డ௬డఝ డ௬డ௭డ௭డఘ డ௭డఝ డ௭డ௭ۋی

ۊ ൌ ൭ܿ߮ݏ݋ െ߮݊݅ݏߩ Ͳ߮݊݅ݏ ߮ݏ݋ܿߩ ͲͲ Ͳ ͳ൱Ǥ                (8) 

ŗŸŹŮŭŮŴűŻŮŴƅ ŵũŻŹűſƄ ŨųŷŪű – ŨųŷŪűũŶ, ū ƆŻŷŵ źŴżƀũŮ ȁܬȁ ൌ  Ǥ�ŘŷźŴŮ űźŸŷŴƅŰŷūũŶűƈ ŻũųŷŬŷߩ
źŻũŶŭũŹŻŶŷŬŷ ŸŮŹŮžŷŭũ ūŮųŻŷŹ źųŷŹŷźŻű ŸŹűŵŮŻ ūűŭ ݒҧ ൌ ఘǡݑҧሺݒ  .௭ሻݓఝǡݒ

ŋ ƆŻŷŵ źŴżƀũŮ ŮŬŷ ŭűūŮŹŬŮŶſűƈ ŸŹŮŭźŻũūŴƈŮŻźƈ źŷŷŻŶŷƁŮŶűŮŵ  ݀݅ݒݒҧ ൌ ଵఘ డ൫ఘ௨ഐ൯డఘ ൅ ଵఘ డ௩കడఝ ൅ డ௪೥డ௭ ǡ  
űŴű ݀݅ݒݒҧ ൌ ଵఘ ቀݑఘ డఘడఘ ൅ ߩ డ௨ഐడఘ ቁ ൅ ଵఘ డ௩കడఝ ൅ డ௪೥డ௭ Ǥ  

ŘŷźŴŮ ŹũźųŹƄŻűƈ źųŷŪŷų ű ŷƀŮūűŭŶƄž ŸŹŮŷŪŹũŰŷūũŶűŲ űŵŮŮŵ: ݀݅ݒݒҧ ൌ డ௨ഐడఘ ൅ ௨ഐఘ ൅ ଵఘ డ௩കడఝ ൅ డ௪೥డ௭ Ǥ  
ŜźŴŷūűŮ ŶŮźůűŵũŮŵŷźŻű Żũų ůŮ ŸŹűŷŪŹŮŻŮŻ ŶŷūƄŲ ūűŭ: డ௨ഐడఘ ൅ ௨ഐఘ ൅ ଵఘ డ௩കడఝ ൅ డ௪೥డ௭ െ ௗఒௗ௧ ൌ ͲǤ       (9) 

 
ŋŮųŻŷŹŶŷŮ żŹũūŶŮŶűŮ (6) ū ƈūŶŷŵ ūűŭŮ: డ௣డఘ ҧ݁ఘ ൅ ଵఘ డ௣డఝ ҧ݁ఝ ൅ డ௣డ௭ ҧ݁௭ ൌ െ ଶఛೞ௛ ௨ഐ௘ҧഐା௩ക௘ҧകା௪೥௘ҧ೥ට௨ഐమା௩കమା௪೥మ Ǥ           (10) 

ŘŹűŶűŵũƈ ŭŴƈ ŹũźźŵũŻŹűūũŮŵŷŬŷ ŻŮƀŮŶűƈ ŬűŸŷŻŮŰż ŸŴŷźųŷŬŷ ŭŮŽŷŹŵűŹŷūũŶŶŷŬŷ źŷźŻŷƈŶűƈ ű 
ŷźżƂŮźŻūűū ŸŮŹŮžŷŭ ų ſűŴűŶŭŹűƀŮźųŷŲ źűźŻŮŵŮ ųŷŷŹŭűŶũŻ, ŸŮŹŮŲŭŮŵ ų źŴŮŭżƇƂŮŲ ŸŷźŻũŶŷūųŮ [6]: డ௣డఘ ൌ െ ଶఛೞ௛ ௨ഐට௨ഐమା௩കమ Ǣ       (11) 

ଵఘ డ௣డఝ ൌ െ ଶఛೞ௛ ௩കට௨ഐమା௩കమ Ǣ       (12) 

డ௨ഐడఘ ൅ ௨ഐఘ ൅ ଵఘ డ௩കడఝ െ ௗఒௗ௧ ൌ ͲǤ      (13) 

ŜźŴŷūűŮ (13) ŷŸűźƄūũŮŻ żźŴŷūűŮ ŸŷźŻŷƈŶźŻūũ ŷŪƃŮŵũ, ŰũŸűźũŶŶŷŮ ū źųŷŹŷźŻƈž; ߣ ൌ ሻݐሺߣ ൌ ݈݊�ቀ ௛బ௛ሺ௧ሻቁ – źŻŮŸŮŶƅ ŶũųŷŸŴŮŶŶŷŲ ŭŮŽŷŹŵũſűű; ݄�– ųŷŶŮƀŶũƈ ŻŷŴƂűŶũ ųŹżŬŷūŷŬŷ 

źŮųŻŷŹũ. 
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ŉŴŬŷŹűŻŵ ŶũžŷůŭŮŶűƈ ųŷŶŻũųŻŶƄž ŭũūŴŮŶűŲ ű źűŴŷūƄž ŸũŹũŵŮŻŹŷū ŭŴƈ ŸŴũźŻűƀŮźųŷŲ 
ŷŪŴũźŻű. řũźźŵŷŻŹűŵ ŷŪŴũźŻƅ ŷƀũŬũ ŭŮŽŷŹŵũſűű S. ŊżŭŮŵ źƀűŻũŻƅ, ƀŻŷ ŹũźźŵũŻŹűūũŮŵũƈ ŷŪŴũźŻƅ 
űŵŮŮŻ ūűŭ źŮųŻŷŹũ, ŷŬŹũŶűƀŮŶŶŷŬŷ ŽűųźűŹŷūũŶŶƄŵ żŬŴŷŵ 2ĳ, ű ŽűųźűŹŷūũŶŶƄŵ ŴűŶŮŲŶƄŵ 
ŹũŰŵŮŹŷŵ ųũų ŸŷųũŰũŶŷ Ŷũ Źűź. 1.  

 
řűź. 1. ŚžŮŵũ ŸŴũźŻűƀŮźųŷŲ ŷŪŴũźŻű S ū ŸŴŷźųŷźŻű ܱ߮ݎ ū ſűŴűŶŭŹűƀŮźųŷŲ źűźŻŮŵŮ ųŷŷŹŭűŶũŻ 
 
śũų ųũų ŹũźźŵũŻŹűūũŮŵũƈ ŷŪŴũźŻƅ S źűŵŵŮŻŹűƀŶũ ŷŻŶŷźűŻŮŴƅŶŷ ŸŹƈŵŷŲ ݎ ൌ Ͳ, Żŷ ŵŷůŶŷ 

ŹũźźŵŷŻŹŮŻƅ źžŮŵż ŻŮƀŮŶűƈ ŵŮŻũŴŴũ ŻŷŴƅųŷ ū ŸŷŴŷūűŶŮ ŷŪŴũźŻű, ŰũŭũŶŶŷŲ źŷŷŻŶŷƁŮŶűƈŵű (14) ܵ ൌ ൝ሺݎǡ ߮ሻอ Ͳ ൑ ߮ ൑ ߮଴Ͳ ൑ ݎ ൑ ଴ݎ .       (14) 

Ŗũ ŬŹũŶűſŮ ŰũŭũŶŶŷŲ ŷŪŴũźŻű S ųŷŵŸŷŶŮŶŻũ źųŷŹŷźŻű ŷƀŮūűŭŶŷ ݒ�ఝ ൌ Ͳ (źŵ. Źűź. 1) ű ŸŹű 
ŸŷŭźŻũŶŷūųŮ ŶżŴŮūŷŬŷ ŰŶũƀŮŶűƈ ū (11) ű (13) żŹũūŶŮŶűƈ ŸŹŮŷŪŹũŰżƇŻźƈ ų ūűŭż żŹũūŶŮŶűŲ ŸŮŹūŷŬŷ 
ŸŷŹƈŭųũ ź ŹũŰŭŮŴƈƇƂűŵűźƈ ŸŮŹŮŵŮŶŶƄŵű ߲ߩ߲݌ ൌ െʹ߬௦݄ Ǣ ͳߩ ఝ߲߮ݒ߲ ൌ ͲǤ 

ŋ ŹŮŰżŴƅŻũŻŮ űŶŻŮŬŹűŹŷūũŶűƈ ŸŮŹūŷŬŷ żŹũūŶŮŶűƈ, ŸŷŴżƀűŵ ŷſŮŶųż ŭũūŴŮŶűƈ Ŷũ ųŷŶŻũųŻŮ: ݌ ൌ െଶఛೞ௛ ݎ ൅  ଵǢ      (15)ܥ
ŬŭŮ ܥଵ – ŸŷźŻŷƈŶŶũƈ űŶŻŮŬŹűŹŷūũŶűƈ, ŭŴƈ ŶũžŷůŭŮŶűƈ ųŷŻŷŹŷŲ űźŸŷŴƅŰżŮŵ  ŬŹũŶűƀŶƄŮ żźŴŷūűƈ: 
ŸŹű ݎ ൌ ଴ǡݎ ݌ ൌ ʹ߬௦: ʹ߬௦ ൌ ʹ߬௦ܴݎ଴݄ ൅  ଵǤܥ

őŰ ƆŻŷŬŷ źŷŷŻŶŷƁŮŶűƈ ŸŷźŻŷƈŶŶũƈ űŶŻŮŬŹűŹŷūũŶűƈ ܥଵ: ܥଵ ൌ ʹ߬௦ ௛ା௥బ௛ ଵܥ�������ˋˎˋ����� ൌ ʹ߬௦ ቀͳ ൅ ௥బ௛ቁǤ           (16) 
śŷŬŭũ ųŷŶŻũųŻŶŷŮ ŭũūŴŮŶűŮ ū ŷŪŴũźŻű S. ݌ ൌ െ ଶఛೞ௛ ݎ ൅ ʹ߬௦ ቀͳ ൅ ௥బ௛ቁǤ      (17) 
ŎźŴű żƀŮźŻƅ, ƀŻŷ ŰŶũƀŮŶűŮ ųŷŵŸŷŶŮŶŻƄ źųŷŹŷźŻű ݒఝ ൌ Ͳǡ�Żŷ żźŴŷūűŮ ŶŮźůűŵũŮŵŷźŻű (13) ŪżŭŮŻ 

űŵŮŻƅ źŴŮŭżƇƂűŲ ūűŭ: డ௨ೝడ௥ ൅ ௨ೝ௥ െ ௗఒௗ௧ ൌ ͲǤ            (18) 
őźŻűŶŶũƈ źŻŮŸŮŶƅ ŭŮŽŷŹŵũſűű ū ŵŷŵŮŶŻ ūŹŮŵŮŶű ŭŮŽŷŹŵűŹŷūũŶűƈ ݐ ŵŷůŮŻ ŪƄŻƅ ŸŹŮŭźŻũūŴŮŶũ 

ū ūűŭŮ źŷŷŻŶŷƁŮŶűƈ (19). ߣ ൌ ሻݐሺߣ ൌ ݈ ݊ ቀ ௛బ௛ሺ௧ሻቁ ൌ ݈݄݊଴ െ ݈݄݊Ǥ         (19) 

ŎźŴű ŸŹŷŭűŽŽŮŹŮŶſűŹŷūũŻƅ Ÿŷ ūŹŮŵŮŶű źŷŷŻŶŷƁŮŶűŮ (19) ௗఒௗ௧ ൌ െ ଵ௛ ௗ௛ௗ௧  ű ŸŷŭźŻũūűŻƅ ŹŮŰżŴƅŻũŻ ū 
(18), Żŷ ŭűŽŽŮŹŮŶſűũŴƅŶŷŮ żŹũūŶŮŶűŮ, ūƄŹũůũƇƂŮŮ żźŴŷūűŮ ŶŮźůűŵũŮŵŷźŻű ŪżŭŮŻ űŵŮŻƅ ūűŭ: డ௨ೝడ௥ ൅ ௨ೝ௥ ൅ ଵ௛ ௗ௛ௗ௧ ൌ ͲǤ           (20) 
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ōŴƈ ŶũžŷůŭŮŶűƈ ųŷŵŸŷŶŮŶŻƄ ŹũŭűũŴƅŶŷŲ źųŷŹŷźŻűݑ�௥ źŷŷŻŶŷƁŮŶűŮ (20) ŶŮŷŪžŷŭűŵŷ 
ŸŹŷűŶŻŮŬŹűŹŷūũŻƅ. ŘŷŴżƀŮŶŶŷŮ żŹũūŶŮŶűŮ ƈūŴƈŮŻźƈ ŴűŶŮŲŶƄŵ ŭűŽŽŮŹŮŶſűũŴƅŶƄŵ żŹũūŶŮŶűŮŵ 
ŸŮŹūŷŬŷ ŸŷŹƈŭųũ. ŦŻŷ żŹũūŶŮŶűŮ ŵŷůŶŷ ŸŹŷűŶŻŮŬŹűŹŷūũŻƅ ź ŸŷŵŷƂƅƇ ŵŮŻŷŭũ ūũŹűũſűű 
ŸŹŷűŰūŷŴƅŶƄž ŸŷźŻŷƈŶŶƄž: ͳݎ ൬ݎ ݎ௥߲ݑ߲ ൅ ௥൰ݑ ൅ ͳ݄ ݐ݄݀݀ ൌ ͲǢ ߲ሺݑݎ௥ሻ߲ݎ ൌ െݎ ͳ݄  Ǥݐ݄݀݀

ŋ ŹŮŰżŴƅŻũŻŮ: ݑݎ௥ ൌ െݎଶʹ ͳ݄ ݐ݄݀݀ ൅ ௥ݑ ଶܥ ൌ െ ௥ଶ ଵ௛ ௗ௛ௗ௧ ൅ ஼మ௥ ,             (21) 
ŬŭŮ ܥଶ – ŸŷźŻŷƈŶŶũƈ űŶŻŮŬŹűŹŷūũŶűƈ. ŘŷźŻŷƈŶŶũƈ űŶŻŮŬŹűŹŷūũŶűƈ ŵŷůŮŻ ŪƄŻƅ ŷŸŹŮŭŮŴŮŶũ űŰ 
ŬŹũŶűƀŶƄž żźŴŷūűŲ: ŸŹű ݎ ൌ Ͳ źųŷŹŷźŻƅ ݑ௥ ൌ Ͳ: Ͳ ൌ െݎ଴ଶʹ ͳ݄ ݐ݄݀݀ ൅ ଶǢܥ ଶܥ ൌ ͲǤ 

ŘŷŭźŻũŶŷūųũ ܥଶ�ū ūƄŹũůŮŶűŮ (20) ŭŴƈ ųŷŵŸŷŶŮŶŻƄ źųŷŹŷźŻű ŸŹűūŷŭűŻ ų żŹũūŶŮŶűƇ: ݑ௥ ൌ ି௥ଶ௛ ௗ௛ௗ௧.           (22) 
řũŰŭŮŴűŵ ŸŮŹŮŵŮŶŶƄŵ ű ŶũŲŭŮŵ ųūũŭŹũŻżŹƄ (22): නݑ௥݀ݐ ൌ െʹݎන݄݄݀ Ǥ 
ŋ ŹŮŰżŴƅŻũŻŮ ŸŮŹŮŵŮƂŮŶűŮ ŵŷůŶŷ ūƄƀűźŴűŻƅ Ÿŷ ŽŷŹŵżŴŮ (23): ௥ܷ ൌ ି௥ଶ ݈݄݊ ൅  ଷǤ                (23)ܥ݈݊
ŖũŲŭŮŵ ŸŷźŻŷƈŶŶżƇ űŶŻŮŬŹűŹŷūũŶűƈ ܥଷ. ōŴƈ ƆŻŷŬŷ ūŷźŸŷŴƅŰżŮŵźƈ ŬŹũŶűƀŶƄŵ żźŴŷūűŮŵ ŸŹű ݎ ൌ Ͳ ŸŮŹŮŵŮƂŮŶűŮ ௥ܷ ൌ Ͳ, ŻŷŬŭũ ݈݊ܥଷ ൌ Ͳ. ŘŹű ŸŷŭźŻũŶŷūųŮ ŰŶũƀŮŶűƈ ŸŷźŻŷƈŶŶŷŲ űŶŻŮŬŹűŹŷūũŶűƈ 

ū żŹũūŶŮŶűŮ ŭŴƈ ŷŸŹŮŭŮŴŮŶűƈ ŹũŭűũŴƅŶŷŬŷ ŸŮŹŮŵŮƂŮŶűƈ ŸŷŴżƀűŵ� ௥ܷ ൌ ݂ሺ݄ሻ: ௥ܷ ൌ ି௥మଶ ݈݄݊Ǥ         (24) 
ŚűŴũ ƁŻũŵŸŷūųű ū ŸŴũźŻűƀŮźųŷŲ ŷŪŴũźŻű S ū ūűŭŮ ųŹżŬŷūŷŬŷ źŮųŻŷŹũ: ܲ ൌ ׭ʹ ௌ݌ ߮݀ݎ݀ݎ ൌ ׬ʹ ݎ݀ݎ ׬ ൬ଶఛೞ௛ ݎ ൅ ʹ߬௦ ቀͳ ൅ ௥బ௛ቁ൰ఝబ଴௥೚଴ ݀߮ ൌ ସఛೞ௥మଷ௛ ሺʹݎ ൅ ଴ݎ ൅ ݄ሻ.           (25) 

śũųűŵ ŷŪŹũŰŷŵ, ū Źũŵųũž ŷŪƂŮŲ ŵŷŭŮŴű «űŭŮũŴƅŶŷŲ ůűŭųŷźŻű» ŸŷŴżƀŮŶŷ ũŶũŴűŻűƀŮźųŷŮ 
ŹŮƁŮŶűŮ. Ŗũ ŬŹũŶűſŮ ߮ ൌ ߮଴, ũ ŻũųůŮ Ŷũ źūŷŪŷŭŶŷŲ ŬŹũŶűſŮ ݎ ൌ  ଴ ƆŻŷ ŹŮƁŮŶűŮ żŭŷūŴŮŻūŷŹƈŮŻݎ
ŬŹũŶűƀŶƄŵ żźŴŷūűƈŵ ū űŶŻŮŬŹũŴƅŶŷŲ ŽŷŹŵŮ. ŚŴŮŭŷūũŻŮŴƅŶŷ, Ÿŷ ŸŹűŶſűŸż ŚŮŶ-ŋŮŶũŶũ, 
ŸŷŴżƀŮŶŶŷŮ ŹŮƁŮŶűŮ ŭŷŴůŶŷ ŪƄŻƅ źŸŹũūŮŭŴűūŷ ū ųũůŭŷŲ ŻŷƀųŮ ŷŪŴũźŻű ŻŮƀŮŶűƈ.  

ōŴƈ ŷſŮŶųű ūŴűƈŶűƈ ųũźũŻŮŴƅŶƄž ŶũŸŹƈůŮŶűŲ, ŷźŹŮŭŶŮŶŶƄž Ÿŷ ŻŷŴƂűŶŮ ŹŮũŴƅŶŷŬŷ źŴŷƈ, Ŷũ 
ųűŶŮŵũŻűųż ŻŮƀŮŶűƈ, ű, ƀŻŷ ŷźŷŪŮŶŶŷ ūũůŶŷ, ū ŶŮŸŷźŹŮŭźŻūŮŶŶŷŲ ŪŴűŰŷźŻű ŷŻ ŶŮŸŷŭūűůŶƄž 
ŬŹũŶűſ, ŪƄŴű źŵŷŭŮŴűŹŷūũŶƄ ű ŸŷźŻũūŴŮŶƄ ŴũŪŷŹũŻŷŹŶƄŮ ƆųźŸŮŹűŵŮŶŻƄ Ÿŷ źůũŻűƇ ŵŮůŭż 
źŪŴűůũƇƂűŵűźƈ ůŮźŻųűŵű ŸŴűŻũŵű ŻŷŶųŷŬŷ ŸŴũźŻűƀŮźųŷŬŷ ŷŪŹũŰſũ, ŷŬŹũŶűƀŮŶŶŷŬŷ 
ŶŮŸŷŭūűůŶƄŵű źŻŮŶųũŵű ű, ŸŮŹūŷŶũƀũŴƅŶŷ űŵŮƇƂŮŬŷ ŽŷŹŵż ųŹżŬŷūŷŬŷ źŮųŻŷŹũ. ŉŶũŴűŰ 
ŰũųŷŶŷŵŮŹŶŷźŻŮŲ, ŸŷŴżƀŮŶŶƄž ƆųźŸŮŹűŵŮŶŻũŴƅŶŷ, ŶŮūŷŰŵŷůŶŷ ųŷŹŹŮųŻŶŷ ŷŸűźũŻƅ ź ŸŷŵŷƂƅƇ 
ŵŷŭŮŴű «űŭŮũŴƅŶŷŲ ůűŭųŷźŻű». ŋ ŹŮũŴƅŶƄž ƆųźŸŮŹűŵŮŶŻũž ŶŮūŷŰŵŷůŶŷ ŸŹŮŶŮŪŹŮƀƅ ųũźũŻŮŴƅŶƄŵű 
ŶũŸŹƈůŮŶűƈŵű, ųũų ƆŻŷ ŭŮŴũŮŻźƈ ū ŵŷŭŮŴű «űŭŮũŴƅŶŷŲ ůűŭųŷźŻű».  

ōŴƈ ŷźżƂŮźŻūŴŮŶűƈ źŮŹűű ŰũŸŴũŶűŹŷūũŶŶƄž ƆųźŸŮŹűŵŮŶŻŷū, ŪƄŴũ űŰŬŷŻŷūŴŮŶũ źŵŮŶŶũƈ 
ƁŻũŵŸŷūũƈ ŷźŶũźŻųũ (Źűź. 2 ũ) ű ŸũŹƄ źūűŶſŷūƄž ŸŴũźŻűŶ (Źűź. 2) ū ŽŷŹŵŮ ųŹżŬŷūŷŬŷ źŮųŻŷŹũ ū 
ŸŴũŶŮ ሺܴ଴ ൌ Ͷͷ�ˏˏǢ�݄଴ ൌ Ͷ�ˏˏǢ�߮଴ ൌ ʹʹǡͷιሻ. 

ōŴƈ ŸŹŷūŮŭŮŶűƈ ŴũŪŷŹũŻŷŹŶŷŬŷ ƆųźŸŮŹűŵŮŶŻũ ŷŪŹũŰŮſ űŰ ŭūżž źŷźŻũūŶƄž ŸŴũźŻűŶ 
żźŻũŶũūŴűūũŴźƈ ū ųũŶũŴŮ ƁŻũŵŸŷūŷŲ ŷźŶũźŻųű. ŘŴũźŻűŶƄ ŷźũůűūũŴűźƅ Żũų, ƀŻŷ ź ŻŮƀŮŶűŮŵ ūŹŮŵŮŶű 
ſŮŶŻŹũŴƅŶƄŲ żŬŷŴ ŷŪŹũŰſũ ŷźŻũūũŴźƈ ŶŮűŰŵŮŶŶƄŵ. ŘŹŮŭ ŶũƀũŴŷŵ ƆųźŸŮŹűŵŮŶŻũ ųŷŷŹŭűŶũŻŶũƈ 
źŮŻųũ ū ūűŭŮ ųŷŶſŮŶŻŹűƀŮźųűž ŭżŬ ŷųŹżůŶŷźŻŮŲ ŶũŶŷźűŴũźƅ Ŷũ ŸŷūŮŹžŶŷźŻƅ ŷŭŶŷŲ űŰ ŭūżž ŸŴũźŻűŶ 
źŷźŻũūŶŷŲ ŰũŬŷŻŷūųű. ōũŴƅŶŮŲƁŮŮ űźźŴŮŭŷūũŶűŮ űźųũůŮŶűƈ ųŷŷŹŭűŶũŻŶŷŲ źŮŻųű ŸŹŷūŮŭŮŶƄ ź 
ŸŷŵŷƂƅƇ űźźŴŮŭŷūũŻŮŴƅźųŷŬŷ ųŷŵŸŴŮųźũ Ŷũ ŪũŰŮ űźŸƄŻũŻŮŴƅŶŷŲ ŵũƁűŶƄ INSTRON ź 
ųŷŵŸƅƇŻŮŹŶŷŲ ŹŮŬűźŻŹũſűŮŲ ŸũŹũŵŮŻŹŷū ŹũźźŵũŻŹűūũŮŵŷŬŷ ŸŹŷſŮźźũ ŷźũŭųű.  
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ũ)  

Ū)  
 řűź. 2. ŦųźŸŮŹűŵŮŶŻũŴƅŶƄŲ ƁŻũŵŸ ű ŰũŬŷŻŷūųű ū ŽŷŹŵŮ źŮųŻŷŹũ  

ŭŴƈ ũŶũŴűŰũ ŷźŷŪŮŶŶŷźŻŮŲ źŻŮźŶŮŶŶŷŲ ŷźũŭųű:  
ũ – ŭŮŻũŴű ƁŻũŵŸũ; Ū – ŷŪŹũŰſƄ ū űźžŷŭŶŷŵ ű ŭŮŽŷŹŵűŹŷūũŶŶŷŵ źŷźŻŷƈŶűƈž ź ŶũŶŮźŮŶŶŷŲ ųŷŷŹŭűŶũŻŶŷŲ źŮŻųŷŲ 

 
ŘŷźŴŮ źůũŻűƈ űŰŵŮŹƈŴŷźƅ ŵűŶűŵũŴƅŶŷŮ ŰŶũƀŮŶűŮ ŸŮŹŮŵŮƂŮŶűƈ ݑ௕ ൌ  ūŪŴűŰű ŶŮŸŷŭūűůŶŷŲ �ݑ

ŬŹũŶűſƄ ሺ߮ ൌ ʹʹǡͷιሻ ű ŵũųźűŵũŴƅŶŷŮ ŰŶũƀŮŶűŮ ݑ௠ ൌ �ሺܴǢݑ ߮ ൌ Ͳሻ� ū źŹŮŭŶŮŲ Ÿŷ ƁűŹűŶŮ ŻŷƀųŮ ሺݕ ൌ Ͳሻ 
(źŵ. Źűź. 1). őŰŵŮŹŮŶűŮ ųŷŷŹŭűŶũŻ űźųũůŮŶŶŷŲ źŮŻųű ŸŹŷūŮŭŮŶŷ Ŷũ űŶźŻŹżŵŮŶŻũŴƅŶŷŵ ŵűųŹŷźųŷŸŮ 
Ŝőŕ-21, ŷźŶũƂŮŶŶŷŵ ųŷŵŸŴŮųźŷŵ ųŷŵŸƅƇŻŮŹŶŷŲ ŷŪŹũŪŷŻųű űŰŵŮŹƈŮŵƄž žũŹũųŻŮŹűźŻűų. ōũŴŮŮ 
ŪƄŴũ ŷŸŹŮŭŮŴŮŶŷ ũŪźŷŴƇŻŶŷŮ ŸŹűŹũƂŮŶűŮ�οݑሺܴሻ ൌ ௠ݑ െ  ௕ ű ŷŻŶŷźűŻŮŴƅŶũƈ ūŮŴűƀűŶũ ο௨௨೘ݑ

ŷŻųŴŷŶŮŶűƈ ŸŮŹŮŵŮƂŮŶűƈ ū źŮƀŮŶűű ܴ ൌ  .ŘŷŴżƀŮŶŶƄŮ ŭũŶŶƄŮ ŪƄŴű ŰũŶŮźŮŶƄ ū ŻũŪŴ. 1 .ݐݏ݊݋ܿ

śũŪŴűſũ 1. ŘŮŹŮŵŮƂŮŶűƈ ū źŮƀŮŶűű ܴ ൌ ݄ Ǣݐݏ݊݋ܿ ଵ ൌ ʹǡ͵ʹ�ˏˏǢ�ο݄ଵ ൌ ݄଴ െ ݄ଵ ൌ ͳǡ͸ͺ�ˏˏǢ�୼௛௛బ ൌ ͲǡͶʹǢ ܨ ൌͳ͸Ͷ��̱ ʜ ௛బ
R ݑ௠ሺܴሻ ݑ௕ሺܴሻ οݑሺܴሻ ൌ ௠ݑ െ  ௕ݑ

οݑݑ௠ 

16,42 0 0,08 - -
18,53 0,27 0 0,27 -
20,59 0,91 0,15 0,76 0,83
22,35 1,53 0,25 1,28 0,83
24,52 2,58 0,51 2,07 0,80
26,63 3,30 0,65 2,65 0,80
28,50 3,89 1,18 2,70 0,70
30,65 4,71 2,41 2,30 0,49
32,28 5,76 1,93 3,83 0,66
34,53 5,50 2,19 3,31 0,60
36,29 6,50 2,76 3,74 0,57
38,41 6,82 2,73 4,09 0,60
40,41 7,71 4,18 3,53 0,45
42,36 8,41 5,08 3,33 0,39
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Анализ результатов экспериментальных 
исследований, позволяет утверждать, что про-
дольное перемещение частиц вдоль радиу-
сов, выходящих из общего полюса, в процессе 
осадки в стесненных условиях замедляется, 
что связано с тесным соприкосновением с не-
подвижными границами матрицы и являет-
ся причиной искажения координатной сетки, 
состоящей первоначально из дуг окружно-
стей при значениях R = const. Из полученных 
результатов экспериментов следует, что рас-
сматриваемые закономерности невозможно 
корректно описать с помощью модели «иде-
альной жидкости».

Решение, в предположении равенства 
нулю касательных напряжений, для которо-
го предполагалось, что первоначально ради-
альные линии координатной сетки остаются 
дугами окружностей в процессе течения не 
согласуется с экспериментальными данны-
ми. Полученные экспериментальные резуль-
таты с искривлением координатной сетки 
вблизи неподвижных границ, более коррек-

тно можно описать с помощью модели «вяз-
кой жидкости». 

Выводы. Течение металла образцов при 
переходе в пластическое состояние происходит 
ожидаемо – по прямым линиям тока, в данном 
случае по радиусам, выходящим из общего 
центра-полюса кругового сектора. Радиаль-
ные перемещения вблизи неподвижных стенок 
отстают от перемещений в центре образца, а 
максимальные перемещения наблюдаются на 
линии r = r0  при φ=0, которая совпадает с осью 
симметрии образца. Полученный результат 
означает, что при течении в тонком пласти-
ческом слое возникают ненулевые касатель-
ных напряжения и, соответственно, ненулевые 
скорости угловых деформаций. При сравнении 
результатов экспериментов с точным решени-
ем краевой задачи в рамках математической 
модели «идеальной жидкости» выявлено, что 
они находятся в противоречии. Корректное 
описание течения удается выполнить только в 
рамках общей математической модели «вязкой 
жидкости».

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Ильюшин, А.А. Труды (1946-1966). Т. 2. Пластич-
ность / Составители Е.А. Ильюшина, М.Р. Корот-
кина. – М.: ФИЗМАТЛИТ, 2004. – 480 с.

2. Кийко, И.А. Обобщение задачи Л. Прандтля об 
осадке полосы на случай сжимаемого материала 
/ И.А. Кийко, В.А. Кадымов // Вестник Московско-
го университета. Сер. 1: Математика. Механика. 
Изд-во Моск. ун-та. (М.). – 2003. –№ 4. С. 47-52.

3. Кийко, И.А. О форме пластического слоя, сжима-
емого параллельными плоскостями / И.А. Кийко 
// Прикладная математика и механика. – 2011. – 
Т. 75. – Вып.  1.С. 15-26.

4. Кадымов, В.А. Контактная задача о несвободном 
растекании пластического слоя на плоскости: 
эксперимент и теория / В.А. Кадымов, Е.Н. Сосе-
нушкин, Н.А. Белов // Сб. науч. трудов «Упругость 

и неупругость». – М.: МГУ, 2016. – С.180–185.
5. Кадымов, В.А. Некоторые точные решения эволю-

ционного уравнения растекания пластического 
слоя на плоскости / В.А. Кадымов,  Е.Н. Сосенуш-
кин, , Е.А. Яновская // Вестник Московского ун-
та. Сер.1. Математика, механика. –2016. – № 3. – 
С.61–65.

6. Сосенушкин, Е.Н. Механика выдавливания алю-
миниевого сплава при штамповке поковки с 
продольными рёбрами / Е.Н. Сосенушкин, В.А. 
Кадымов, , Е.А. Яновская, Т.В. Гуреева // Цветные 
металлы. – 2019. – № 3.  – С.69–75.

7. Умнов, A. E.  Аналитическая геометрия и линей-
ная алгебра: учеб. пособие / А.E. Умнов. – М.: 
МФТИ, 2011. – 544 с.

8. Корн, Г. Справочник по математике для научных 
работников и инженеров/ Г. Корн, Т. Корн. М.: На-
ука, 1973. - 834 с.

ON THE CHOICE OF A MATHEMATICAL MODEL FOR THE CORRECT SOLUTION 
OF THE BOUNDARY VALUE PROBLEM OF THE FLOW OF A THIN LAYER OF PLASTIC MATERIAL 

UNDER COMPRESSION OF A SAMPLE IN THE FORM OF A CIRCULAR SECTOR

© 2023 E. A. Yanovskaya

Moscow State Technological University "STANKIN", Moscow, Russia

The class of fl ow problems for a relatively thin layer of plastic metal includes most of the practical 
problems of rolling and forging and stamping production. With the difference that during rolling, rolling, 
rotary drawing and other similar processes, the deformation zone is localized, and in stamping processes, 
the entire volume of metal is redistributed in the cavity of the stream, fl owing into its various elements, 
forming the necessary shape of the forging, often the shape is elongated and of small thickness. It is 
natural to believe that the same mathematical models can be used for the analysis of processes close in 
kinematics, but in different formulations. The article substantiates the choice of a mathematical model 
for the theoretical solution of the boundary value problem of constrained compression of a sample in 
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