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Рассматривается задача оптимального управления на максимум точности приближе-
ния к нейтральному состоянию раствора серной кислоты и известковой воды в процес-
се химической нейтрализации. 
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В химических цехах тепловых электростанций используются установки нейтра-
лизации серной кислоты. Процесс нейтрализации осуществляется путем подачи из-
вестковой воды, прекращаемой по мере достижения допустимого диапазона значе-
ний водородного показателя (pH), который контролируется при помощи pH-метра. 

Процесс взаимодействия серной кислоты и известковой воды в трубопроводе 
рециркуляции с учетом химической реакции между взаимодействующими средами в 
первом приближении описывается следующей нелинейной системой дифференци-
альных уравнений в частных производных [1]: 
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 тLl ��0 ; 0�t  (2) 

с граничными и начальными условиями 

 � � � �tLCtC ббт ,,0 11 � ;   � � � �tCtC бт
�� 22 ,0 ; (3) 

 � � 101 0, ClCт � ;   � � 202 0, ClCт � , (4) 

где � �tlCт ,1 , � �tlCт ,2  − значения концентраций кислоты и щелочи соответственно в 

зависимости от пространственной координаты l в направлении движения взаимодей-

ствующих компонентов и времени t; тV  − скорость движения в реакторе; 

тk  − константа скорости химической реакции; 10C , 20C  – начальные значения кон-

центраций кислоты и щелочи соответственно; тL  − длина трубопровода. 

                                                   
1 Работа выполнена при финансовой поддержке грантов РФФИ №09-08-00297-а, 

№10-08-00754-а; ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инновационной России на 
2009-2013 годы» (проекты НК 66П/11, 2010-1.3.1-230-009/8); АВЦП «Развитие научного 
потенциала высшей школы» (проект №2.1.2/4236). 

Андрей Геннадьевич Мандра – старший преподаватель. 
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Концентрация щелочи в трубопроводе после добавления известковой воды через 

регулятор извести � �tCб
�
2  определяется согласно соотношению 

 � � � � � �
� �tgQ

tgCQtLC
tC щбб

б �
���

��
2

22
2

,
, (5) 

где бL  – длина бака нейтрализации; � �tLC бб ,2  – значение концентрации щелочи на 

выходе из бака; 2Q  – объем щелочи, поступающей из бака; щC  – концентрация до-

бавляемой щелочи через регулятор извести; � �tg  – объем подаваемой щелочи через 

регулятор извести. 
Диффузионная модель взаимодействия серной кислоты и известковой воды в 

баке нейтрализации с учетом химической реакции описывается следующей нели-
нейной системой дифференциальных уравнений в частных производных [1]: 
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 бLl ��0 ; 0�t  (7) 

с граничными и начальными условиями 

 � � � �tLCtC ттб ,,0 11 � ;   
� �

0
,1 �
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tLC бб ; (8) 

 � � � �tLCtC ттб ,,0 22 � ;   
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�
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tLC бб ; (9) 

 � � 101 0, ClCб � ;   � � 202 0, ClCб � , (10) 

 � � � �tlR
Q

Q
CtlC

зз

б
зз ,, 10 �� , (11) 
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где � �tlCб ,1 , � �tlCб ,2  − значения концентраций кислоты и щелочи соответственно; 

бV  − скорость движения в реакторе; бk  − константа скорости химической реакции; 

бD  − скалярный коэффициент диффузии; � �tlR ,  − концентрация продукта реакции в 

баке; бQ , ззQ  − объем бака с «активной» фазой реакции и застойной зоной соответ-

ственно. 
Исследуемый раствор из трубопровода рециркуляции попадает в pH-метр через 

пробоотборную трубку, модель движения кислоты и щелочи по которой можно опи-
сать следующей системой дифференциальных уравнений: 
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 � � � �tLСtC oтiПi ,,0 � , 2,1�i ; (14) 

 � � 101 0, ClCП � , � � 202 0, ClCП � , (15) 

где ПV  − скорость движения жидкости по пробоотборной трубке; ПL  − длина про-

боотборной трубки; oL  − координата места установки пробоотборной трубки в тру-

бопроводе рециркуляции. 
Система уравнений (1)-(15) описывает процесс химической нейтрализации как 

объект управления концентрацией ионов водорода с управляющим воздействием по 
объему щелочи � �tg , подаваемой на вход рециркуляционного насоса. 

В качестве базового показателя качества процесса нейтрализации можно рас-
сматривать точность достижения нейтрального состояния раствора. На этом основа-
нии сформулируем следующую задачу оптимального управления. 

Требуется найти управляющее воздействие � �tgопт , стесненное ограничением 

 � � max0 gtg �� , (16) 

для объекта (1)-(15) с заданным начальным состоянием 10C , 20C , которое обеспечи-

вает минимальное значение концентрации � �kПП tLC ,1   

 � �
g

kПП tLC min,1 �  (17) 

за фиксированное время kt  в условиях 

 � � 0,2 �kПП tLC . (18) 

Для сложной нелинейной модели объекта (1)-(15) непосредственное определе-

ние оптимального управления � �tgопт  с помощью известных аналитических усло-

вий оптимальности затруднительно. Используя предложенную в [2] методику, бази-
рующуюся на конечно-разностной аппроксимации уравнений модели объекта по не-
явной схеме [3], можно показать, что оптимальное по быстродействию управление 

� �tg* , переводящее объект (1)-(15) из начального состояния 10C  и 20C  в требуемое 

конечное  
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с заданной величиной задC1  при минимально возможной длительности minkk tt �  

процесса нейтрализации в условиях (16), представляет собой релейную функцию 
времени, попеременно принимающую только свои предельно допустимые значения, 
согласно (16) с двумя интервалами постоянства в соответствии с двумя управляемы-

ми величинами 1C  и 2C , что в итоге приводит к определению � �tg*  с точностью до 

длительностей 1� , 2�  интервалов постоянства оптимальной программы: 

 � �
�
�
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�����
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�
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1max*

t

tg
tg  (20) 
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При этом minkt  является строго убывающей функцией задC1  [4, 5] (рис. 1). 

Отсюда следует [4, 5], что для каждого фиксированного значения )1(
kk tt �  ока-

зывается достижимой величина � �� �1
1 , kПП tLC , не меньшая, чем )1(

1C , где )1(
1C  есть 

такое значение требуемой конечной концентрации задC1  в задаче быстродействия, 

для которой � � )1()1(
1min kk tСt �  (см. рис. 1). Действительно, для получения меньшей 

концентрации )1(
1

)2(
1 CC �  требуется при убывающем характере зависимости 

� �1min Сtk  время )1()2(
kkk ttt ��  (см. рис. 1), и, следовательно, 

 � � )1(
1

)1(
1 ,min CtLC kПП � . (21) 

 

 

Р и с .  1.  Характер зависимости � �задk Ct 1min  

 
Таким образом, процесс, оптимальный по критерию точности (17) при заданной 

величине )1(
kk tt � , является одновременно оптимальным по быстродействию для 

значения � �)1(
1

)1(
11 ,min kППзад tLССС �� , где )1(

1C  есть корень уравнения 

� � )1(
1min kзадk tСt � . При этом искомый алгоритм управления � �tgопт  совпадает с 

� �tg*  вида (20). 

Следовательно, оптимальный по точности процесс нейтрализации состоит из 
чередующихся интервалов добавления щелочи с последующим выравниванием кон-
центраций в трубопроводе рециркуляции и в баке-нейтрализаторе.  

Численное интегрирование нелинейной системы уравнений (1)-(15) модели про-
цесса при управлении (20) позволяет найти функциональные зависимости 

� � � �kППkПП tLCtLC ,,, 111 �� , � � � �kППkПП tLCtLC ,,, 122 ��  от параметра 1�  для 

каждой заданной величины consttk ����� 21 , описывающие в параметрической 

форме соответствующие кривые на плоскости � �ПП LC 1 , � �ПП LC 2 , точки пересече-

ния которых *
1C  с осью 1C  определяют искомые значения � �kПП tLC ,min 1 , являю-

щиеся решением рассматриваемой задачи оптимального управления. 
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На рис. 2 представлены некоторые результаты численного решения этой задачи 

описанным способом при 8.0�бV  м/с, 3.1�тV  м/с, 2.0�ÏV  м/с, 05.0�бD  м2/с, 

1200�� тб kk  л/(моль�с), 8�бL  м, 35�тL  м, 25�оL  м, 4�ПL  м. 

 

Р и с .  2. Достижимые в классе управлений (20) значения  

 концентраций � �ÏLC1 , � �ПLC2  при consttk �  

(1 – ctk 150� , 2 – ctk 200� , 3 – ctk 300� , 4 – ctk 500� ) 

Соответствующая зависимость � �kПП tLC ,min 1  от времени процесса kt , по-

строенная по расчетным результатам, показана на рис. 3. 

 

Р и с . 3.  Зависимость минимально достижимого значения 

 концентрации � �ПП LC 1  от длительности kt  процесса управления 

 
Синтез замкнутой системы управления, автоматически отрабатывающей расчет-

ную оптимальную программу (20), может быть выполнен для определенной области 
начальных состояний 10C , 20C  путем построения релейной системы автоматическо-

го регулирования с обратными связями по текущим значениям � �tLC ПП ,1 , 

� �tLC ПП ,2  и линейной функцией переключения [6] 
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 � � � �� � � �� � � �� �tLCCtLCCtLCtLCh ПППППППП ,,,,, 2
*
221

*
1121 ������ , (22) 

где 21, ��  – коэффициенты обратных связей; *
2

*
1 , CC  – заданные конечные значения 

концентраций, определяемые при заданном consttk �  решением задачи программ-

ного оптимального управления: 

 � �kПП tLCCC ,min;0 1
*
1

*
2 �� . (23) 

 
На рис. 4 приведены результаты численного моделирования процесса химиче-

ской нейтрализации в замкнутой системе оптимального управления при ctk 200� , 

c451 �� . 
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Р и с . 4. Отработка оптимального процесса химической нейтрализации в замкнутой  

системе управления при ctk 200� , c451 ��  (1 – � �tLC ПП ,1 ; 2 – � �tLC ПП ,2 ) 

 

 

Р и с . 5.  Структурная схема замкнутой системы оптимального управления 
 

Из равенства � � � �� � 0,,, 21 �tLCtLCh ПППП  в момент 1��t  переключения 

управления (20) для известных по результатам расчета программного управления 

значений � �
1

,1 ��tПП tLC , � �
1

,2 ��tПП tLC находится один из коэффициентов обрат-
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ной связи при выбираемом произвольным образом значении второго коэффициента. 
Например, при 11 ��  получим: 

 
� �

� � *
212

11
*
1

2
,

,

CLC

LCC

ПП

ПП

��
��

�� . (24) 

Структурная схема замкнутой системы приведена на рис. 5.  
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