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Рассмотрен синтез системы стабилизации силы резания при случайном возмущающем 
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В [1] показано, что при глубоком растачивании отверстий деталей из высоко-
прочных сплавов с помощью борштанги имеет место срыв режима резания на не-
управляемые вибрации (автоколебания). Эффективным средство борьбы с этим яв-
лением служит использование динамических гасителей вибраций. Вследствие того, 
что динамический гаситель расположен внутри борштанги амплитуда его переме-
щений, которая пропорциональна силе резания, ограничена размерами борштанги. 
Поэтому необходимо, чтобы сила резания в процессе растачивания не превышала 
заданной допустимой величины, гарантирующей нормальную работу динамического 
гасителя, для обеспечения виброустойчивости станка. Автоматическое регулирова-
ние процесса растачивания, обеспечивающее стабилизацию силы резания на задан-
ном уровне, достигается за счет управления продольной подачей борштанги. 

Структурная схема системы стабилизации силы резания представлена на рисун-
ке.  
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Структурная схема системы стабилизации силы резания 
 
На нем приняты следующие обозначения: зсU  – сигнал задания силы резания; 

)( pWрс  – передаточная функция регулятора силы резания; U – управляющее воз-
действие; )( pWэп  – передаточная функция электропривода; эпK , эпT   –  соответст-
венно коэффициент передачи и постоянная времени электропривода;   – скорость 
вращения двигателя подачи; мпK – коэффициент передачи механизма подачи; V – 
скорость продольной подачи; )( pWпр – передаточная функция процесса резания; 

прK , прT   –  соответственно коэффициент передачи и постоянная времени процесса 
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резания; вF  –  вариация силы резания; F  – сила резания; осK   –  коэффициент об-
ратной связи по силе резания.   

Для данной структурной схемы справедливо следующее уравнение движения 
системы  

 )()()()()( pFpAККKpUpFpA вэпмппр  ,               (1) 

где 01
2

2)1()1()( apapapТpTpA прэп  , прэп TTa 2 , прэп TTa 1 , 10 a . 
 Процесс функционирования металлорежущего оборудования сопровождается 

действием возмущений, таких как изменение припуска и твердости обрабатываемого 
материала. Статистический анализ экспериментальных исследований вариаций силы 
резания, которые вызваны данными возмущениями, показал, что центрированная 
величина вF  является случайным стационарным процессом с нормальным законом 
распределения [2]. При этом корреляционная функция может быть аппроксимирова-
на следующими выражением 

 )cos()(  eDk FвFв ,                                           (2) 
где FвD  - дисперсия случайной вариации силы резания. 

Преобразование Фурье корреляционной функции позволяет определить спек-
тральную плотность мощности   
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Введем в рассмотрение эквивалентное возмущающее воздействие  
вэв FpАF  )( . 

Спектральная плотность мощности эквивалентного возмущающего воздействия 
определяется из следующего соотношения [3]  

)()()( 2  FвэFв SjAS .      (4) 
Для случайного процесса с корреляционной функцией (2) спектральная плот-

ность мощности имеет вид  
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1)()( 2222
1  прэп TTb , 22
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0 )( d . 
Перейдем в соотношении (5) от переменной   к переменной  jS . Учитывая, 

что 12 j , выражение (5) можно записать следующем образом:  

0
2

1
4

2

0
2

1
4

2
6

3)(
dSdSd

bSbSbSbDS эFвэFв 
 .        (6) 

Будем рассматривать задачу стабилизации силы резания, находящейся под дей-
ствием случайного изменения припуска и твердости обрабатываемого материала. В 
этом случае система стабилизации должна обеспечить малость отклонения силы ре-
зания от заданного значения. Для обеспечения малости отклонения необходимо ми-
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нимизировать среднеквадратичный критерий, который наилучшим образом отража-
ет качество системы управления, т.е. необходимо минимизировать  

dttF
T

F
T

T
 

0
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где  2F  - средний квадрат отклонения силы резания.  
Задача синтеза оптимальной системы управления становится корректной лишь 

при учете ограничений на управляющее воздействие. Учет ограничений на модуль 
управляющего воздействия делает задачу оптимального управления нелинейной.  

maxmin )( UtUU  .        (8) 
В этом случае целесообразно перейти от ограничений на модуль к ограничениям 

на средний квадрат, мощность управляющего воздействия  
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max2 ,       (9) 

где для uk  берется обоснованное значение 645,1uk  [4].  
Ограничение (9) учитывается согласно правилам решения изопериметрических 

задач вариационного исчисления путем дополнения функционала мощностью 
управляющего воздействия.  

 22 UFJ ,        (10)  
где  - множитель Лагранжа, подлежащий в дальнейшем определению.  

Для нашего случая в установившемся режиме будем иметь  
UKKKF эпмппр  ,                   (11)  

т.е. средний квадрат отклонения  2F  и мощность управляющего воздействия 
 2U  отличаются в 2222

эпмппр KKKK   раз. Поэтому для приведения в критерии 

качества (10)  2F  и  2U  к одной размерности величин введем вспомогатель-
ную величину 2K . В этом случае функционал (10) примет вид  
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Тогда задачу синтеза оптимального регулятора можно сформулировать следую-
щим образом: требуется определить передаточную функцию регулятора силы реза-
ния, которая доставляет минимум функционалу (12). Проведем синтез оптимального 
регулятора силы для случайного воздействия с корреляционной функцией (2).  

Алгоритм синтеза оптимального регулятора силы предусматривает выполнения 
операций по методике, изложенной в [4].  

1. Факторизуем спектральную плотность мощности  
)()()( 11 SSSSSS эFв  , 
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Постоянный множитель эFвD  в (5) отбрасываем, так как в линейных системах 
структура регулятора не зависит от уровня входного воздействия. Факторизация 
числителя и знаменателя производится раздельно. Для этого определяются корни 
числителя и знаменателя (6), далее полином, раскладывается по корням. При этом 
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полиномы числителя и знаменателя )(1 SS  будут содержать корни в левой полуплос-
кости, а )(1 SS   - в правой полуплоскости.  

2. Факторизуем полином  
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 (14) 
Анализ выражения (14) показывает, что 22 ac  .  
3. Выполним разложение на дроби  
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где 0M  - целый полином от частного; M  - правильная дробь с полюсами в левой 
полуплоскости; M  - правильная дробь с полюсами в правой полуплоскости.  

С учетом выражений (13), (14) выражение (15) примет вид  
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где 325 bam  , 31224 babam  , 3021123 bababam  , 2011022 bababam  , 

01101 babam  , 000 bam  , 224 dcl  , 21123 dcdcl  , 2011022 dcdcdcl  , 

01101 dcdcl  , 000 dcl  . 
Выделяя из (16) целую часть и учитывая, что 22 ac  , получим  
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Заметим, что корни полинома 01
2

2 dSdSd  расположены в левой полуплос-

кости, а корни полинома 01
2

2 cScSc   - в правой полуплоскости. Тогда M  и M  
с использованием неопределенных коэффициентов iA , подлежащих в дальнейшем 
определению, можно записать в виде   
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Соотношение (15) с учетом (16), (17), (18) и (19) будет иметь вид  
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Приводя правую часть равенства (20) к общему знаменателю и приравнивая ко-
эффициенты при одинаковых степенях S  числителя левой и правой частей этого 
равенства, получим систему уравнений для определения коэффициентов  
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(21) 
4. Вводим в рассмотрение функцию  
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Соотношение (22) с учетом соотношений (13), (14), (17), (18) будет иметь вид  
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где 325 bct  , 31224 bcbct  , 3021123 bcbcbct  , 2011022 bcbcbct  , 

10011 bcbct  , 000 bct  . 
Выполнив деление числителя на знаменатель и выделив целую часть, будем 

иметь  
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5. Определяем передаточную функцию оптимального регулятора силы резания с 
учетом подстановки pS   
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 Передаточную функцию оптимального регулятора силы резания с учетом соот-
ношений (1), (25) можно записать следующим образом  
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Учитывая, что объект управления имеет коэффициент усиления K , а в цепи об-
ратной связи системы звено с коэффициентом передачи ocK , передаточная функция 
регулятора силы резания будет иметь вид  
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Определим уравнение замкнутой системы стабилизации силы резания. Переда-
точную функцию оптимального регулятора запишем в следующем виде  
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Обозначим    
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тогда согласно соотношению (22) 
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Тогда  
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Учитывая соотношение (30), уравнение замкнутой системы можно представить 
следующим образом:  
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)(2 .    (31) 

Средний квадрат отклонения силы резания равен 



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0

2 )( dSF F .    (32) 

В (32) )(FS  является спектральной плотностью мощности отклонения силы 
резания, которая определяется выражением  
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




jNjG
jWSS эFвF .              (33) 

В свою очередь мощность управляющего воздействия в замкнутой системе бу-
дет равна  



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2 )( dSU u ,    (34) 
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где )(uS  - спектральная плотность мощности управляющего воздействия, которая 
определяется выражением  

2
2

2 )(
)()(

)()()( 



 jW

jNjG
jWSS рсэFвu .        (35) 

Задаваясь рядом значений  , по вышеизложенному алгоритму проводим синтез 
оптимального регулятора и по (34) определяем мощность управляющего воздейст-
вия. Далее строим кривую )(2  fU , которая будет монотонно возрастающей 
кривой. Тогда при заданной мощности управляющего воздействия (9) легко опреде-
ляется  [3,4]. 

Сравнительный анализ показал, что применение полученного оптимального ре-
гулятора в системе стабилизации силы резания позволяет получить дисперсию от-
клонения силы резания в 1,5 раза меньше по сравнению с системой управления си-
лой резания, построенной по принципу подчиненного регулирования.  
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