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Рассматриваются тестовые методы повышения точности измерений на основе об-

ратных математических моделей измерительного канала,  в качестве  которых исполь-

зуются интерполяционные полиномы Лагранжа. Анализируются основные составляю-

щие погрешности результата измерений при использовании тестовых методов и об-

ратных интерполяционных моделей, решается задача оптимального выбора парамет-

ров тестов. 

Ключевые слова: повышение точности измерений, погрешность измерений, измери-

тельный канал, интерполяционный полином, тестовые методы повышения точности 

измерений. 

В работе [1] рассмотрены алгоритмические методы повышения точности изме-
рений на основе обратных интерполяционных моделей измерительного канала, по-
казаны их достоинства и перспективность применения как в методах образцовых  
сигналов, так и в тестовых методах повышения точности. Настоящая работа посвя-
щена метрологическому анализу тестовых методов повышения точности измерений, 
в которых используются обратные интерполяционные модели, и оптимальному вы-
бору параметров тестов. 

Если обратный интерполяционный полином Лагранжа имеет порядок n  и ис-
пользуются линейные тесты, то оценка значения измеряемой величины вычисляется 
по формуле [1] 
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где  X  – значение измеряемой величины;  

jM  и  jK  – постоянные и известные параметры j -го воздействия на входе из-

мерительного канала (теста);   
j  – номер узла интерполяции;  

xY  – значение выходной величины измерительного канала, соответствующее    

значению X  на его входе;  
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ji YY ,  – значения выходной величины в узлах интерполяции;  

n  – порядок интерполяционного полинома; 
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)(  – многочлен Лагранжа.  

Чаще всего используются линейные тесты: аддитивные и мультипликативные. 

Если в j -ом тесте jM ≠ 0; jK =1, то  )(XF j =  X + jM . В этом случае на входе 

формируется аддитивный тест, в котором образцовая «добавка» равна jM . Если в 

j -ом тесте jM = 0; jK ≠0; jK ≠1, то )(XF j = jK X . В этом случае на входе форми-

руется мультипликативный тест. 
Как показано в работе [1], для полинома порядка n  количество тестов равно 

1�n , причем обязательно должны быть использованы как аддитивные, так и муль-
типликативные тесты. 

Наиболее часто на практике используются интерполяционные полиномы второ-
го порядка ( n =2). В этом случае число тестов равно 3 и возможно применение двух 
алгоритмов:  

– с двумя аддитивными и одним мультипликативным тестами; 
– с одним аддитивным и двумя мультипликативными тестами. 
В первом случае формула (1) примет вид 
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Во втором случае формула (1) примет вид 
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В обоих случаях точность вычисленного по формулам (2) или (3) результата оп-

ределяется главным образом погрешностями параметров тестов jM , jK , случайны-

ми погрешностями значений 210 ,,, YYYYx  и отклонением используемой обратной 

интерполяционной модели от реальной функции преобразования измерительного 
канала.  

Анализ погрешности из-за неточности формирования тестов. Целесообразно 
рассмотреть раздельно влияние погрешностей формирования аддитивных и мульти-
пликативных тестов. 
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Предположим, что величины jM в аддитивных тестах имеют абсолютные по-

грешности jM� . Из формулы (1) следует, что вызванная этим абсолютная погреш-

ность MX� определяется формулой 
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Соответствующая относительная погрешность 
MX� равна 
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Допустим, что все величины jM выполнены с одинаковой точностью, т. е. име-

ют одинаковую относительную погрешность M� . Тогда из формулы (5) получим 

MX M
��� . 

Таким образом, если все используемые аддитивные «добавки» jM выполнены с 

одинаковой относительной погрешностью, то соответствующая относительная по-
грешность результата измерений ей равна независимо от количества аддитивных 
тестов. 

Рассмотрим влияние погрешности формирования мультипликативных тестов. 

Предположим, что величины jK в мультипликативных тестах имеют абсолютные 

погрешности jK� . Из формулы (1) следует, что вызванная этим абсолютная по-

грешность KX� определяется формулой 
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Соответствующая относительная погрешность 
KX� равна 
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где 
jK� – относительная погрешность величины jK . 

В качестве примера рассмотрим модель второго порядка и алгоритм измерений, 
в котором используются два аддитивных и один мультипликативный тесты, т. е. 
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.0;0;0;0;1;1;1;2
2102210 �������� KKKKKKKn ���  Тогда из фор-

мулы (6) получим 

2

2

12 K

K
KX K �
���� . 

Очевидно, что погрешность 
jK� зависит не только от погрешности формирова-

ния мультипликативного теста, но и от значения 2K , причем погрешность 
jK� тем 

меньше, чем больше 2K отличается от 1. 

Анализ погрешности из-за отличия интерполяционной модели от реальной 
функции преобразования средства измерений. Из теории интерполирования 
функций известно [2], что при использовании интерполяционной формулы Лагранжа 
абсолютная величина погрешности интерполяции для обратной интерполяционной 
модели не превышает значения 
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где интX� – абсолютная величина погрешности интерполяции; 

n  – порядок интерполяционного полинома; 

)()1( Yf n�  – производная (n+1)-го порядка обратной функции преобразования 

средства  измерений; 

         )(...)()()( 101 nn
YYYYYYY �������� �

. (7) 

При использовании метода образцовых сигналов  nYYY ,..., 10  – значения Y в узлах 

интерполяции, задаваемых образцовыми мерами. В тестовых методах фиксирован-
ные узлы интерполяции отсутствуют. На вход средства измерений поочередно по-
даются измеряемая величина и тесты, которые являются функциями измеряемой ве-
личины. В связи с этим вместо фиксированных узлов интерполяции здесь можно 
рассматривать подвижные (при изменении измеряемой величины) опорные точки, 
соответствующие подаваемым на вход тестам. 

В случае полинома порядка n  на вход средства измерений поочередно подаются 
измеряемая величина и ( 1�n ) тестов. Поскольку необходимо использовать тесты 
разного типа (аддитивные и мультипликативные), для определенности допустим, что 
применены n  аддитивных тестов и один мультипликативный. Таким образом, вы-
полняются ( 2�n ) измерений при подаче на вход величин 

XKMXMXXX nn ����� �110 ,,...,,, . Из этих величин необходимо выбрать ( 1�n ) 

опорную и одну в качестве текущей переменной, которая при изменении X должна 
изменять свое отклонение относительно всех опорных точек. Единственная входная 
величина из перечисленных выше, удовлетворяющая этому требованию, – мультип-
ликативный тест XKn ��1 , которому соответствует выходная величина 1�nY . При 

этом формула (7) принимает вид 

       )(...)()()( 10111 nnnxnn
YYYYYYY ������� ����� .                                            
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Поскольку 01 ���� XXKn , то 01 ��� xn YY . Следовательно, погрешность интер-

поляции равна нулю в том случае, когда jn YY ��1  ( j =0; 1; …; n ), т. е. при 

jn MXXK ����1 . Таким образом, указанная погрешность равна нулю в ( 1�n ) точ-

ках )1/( 1 �� �nj KMX . При других значениях X погрешность интерполяции отлич-

на от нуля, а ее зависимость от X  имеет n  экстремумов. 
В качестве примера рассмотрим алгоритм измерений, соответствующий формуле 

(2), в котором при n =2 используются два аддитивных и один мультипликативный 
тесты. В этом случае погрешность интерполяции определяется формулой 

                )()()(
6

)(max
12022

)3(

YYYYYY
Yf
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Учитывая монотонность реальной функции преобразования средств измерений, 
можно считать, что при использовании модели второго порядка действительная об-
ратная функция преобразования удовлетворительно описывается степенным поли-
номом 3-го порядка 

                                         3
3

2
210 YaYaYaax ������� .                                              

Тогда   

 3
)3( 6)(max aYf �� ,  а  )()()( 120223 YYYYYYaX xинт �������� .         (8)  

Допустим, что XYS ��� / – чувствительность средства измерений и она сущест-
венно не изменяется на интервале, которому принадлежат значения 

XKMXMXXX nn ����� �110 ,,...,,, . Тогда можно записать следующие равенства: 

;)1( 22 XKSYY x �����  ];)1[( 0202 MKSYY �����  ])1[( 1212 MKSYY ����� . 

При этом формула (8) примет вид 

])1[(])1[()1( 12022
3

3 MXKMXKXKSaX инт �������������� . 

Отсюда следует, что погрешность 0�� интX при 0�X , )1/( 20 �� KMX и 

)1/( 21 �� KMX .  

Пусть измеряемая величина изменяется в диапазоне [ max;0 X ]. Тогда приведенная 

погрешность интерполяции не превышает величины 

                ),,,(/ 2103max KFSaXX интинт ��������� ,  

где max/ XX�� – безразмерная измеряемая величина; 

max00 / XM�� , max11 / XM�� – безразмерные аддитивные «добавки» в адди-

тивных тестах; 

 ])1[(])1[()1(),,,( 12022210 ������������������� KKKKF . (9) 

Для оценки погрешности интерполяции во всем диапазоне измерений необходи-
мо проанализировать функцию (9). Эта функция равна нулю в точках 0�� ;  

)1/( 20 ���� K ; )1/( 21 ���� K и имеет два экстремума (максимума) в точках 
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Значения функции (9) в точках экстремума одинаковы по модулю и противопо-
ложны по знаку. 

Значение параметров 3a  и S определяется экспериментально путем проведения 

активного регрессионного эксперимента и построения обратной модели в виде сте-
пенного полинома 3-го порядка. 

Анализ случайной погрешности. Случайная погрешность проявляет себя в слу-

чайных отклонениях получаемых значений выходной величины nx YYYY ,...,, 10  от 

значений, соответствующих градуировочной характеристике средства измерений. 
Предположим, что эти отклонения nx YYYY ���� ,...,, 10  аддитивны, независимы и 

имеют одинаковую дисперсию 2
Y� . Эти случайные отклонения через функцию (1) 

трансформируются в случайную погрешность вычисленного результата измерений. 
Для анализа этой погрешности целесообразно погрешности Y� привести ко вхо-

ду средства измерений с помощью формулы  

 SYX /��� ,  

где X� – погрешность, приведенная ко входу средства измерений; 

Y� – погрешность на выходе средства измерений; 

S – чувствительность средства измерений в данной точке диапазона измерений. 

При анализе случайной погрешности можно пренебречь погрешностью нели-

нейности функции преобразования, т. е. можно считать, что constS � . Тогда дис-

персия случайной погрешности, приведенной ко входу средства измерений, равна       
222 / SYвх ��� . 

Случайную погрешность, приведенную ко входу, можно рассматривать как эк-

вивалентное изменение входной величины в соответствующем измерении. При по-

даче на вход средства измерений величины X случайная погрешность, приведенная 

ко входу, равна SYX Xвх /�� . Если ко входу подключаются аддитивные тесты 

jMX � , то приведенная ко входу погрешность SY j /� может рассматриваться как 

эквивалентное изменение jM� аддитивной «добавки» jM . Мультипликативные тес-

ты XK j � можно условно считать комбинированными тестами ( jj MXK �� ) с но-

минальным значением 0�jM , а приведенную ко входу случайную погрешность 

считать равной jM� . Таким образом, случайные отклонения nx YYYY ���� ,...,,, 10   

соответствуют эквивалентным отклонениям nвх MMMX ���� ,...,,, 10 входных вели-

чин nMMMX ,...,,, 10 . 

В соответствии с формулой (4) эти отклонения входных величин приводят к по-

грешности вычисленного значения измеряемой величины: 
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Отсюда следует, что дисперсия случайной погрешности вычисленного результа-

та измерений равна 
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характеризует степень усиления случайной погрешности в результате применения 

алгоритма повышения точности. Очевидно, что 1�� . 

Для модели 2-го порядка ( 2�n ) формула (10) принимает вид 
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При анализе случайной погрешности для упрощения формулы (11) можно пре-

небречь нелинейностью функции преобразования средства измерений. Тогда форму-

ла (11) примет вид 
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Из формулы (12) следует, что степень усиления случайной погрешности �  может 

достигать бесконечно больших значений при 00 �� , или 01 �� , или 01 ��� , или 

12 �K . Все эти ситуации соответствуют превращению трех тестов в два, что, есте-

ственно, не позволяет решить задачу измерений для полинома второго порядка. От-

сюда следует, что для уменьшения �  необходимо увеличивать значения 0� , 1� , а 

также модули разностей 01 ���  и  12 �K . При этом происходит расширение диа-

пазона изменения величины на входе средства измерений. Для оптимального выбора 

параметров тестов следует задаться допустимым расширением диапазона изменения 

входной величины. 

Пусть max0 XX �� , а допустимый диапазон с учетом тестов составит � �допX;0 , 

причем допX > maxX . Отношение ��max/ XX доп  – коэффициент расширения вход-

ного диапазона. При заданном значении �  оптимальные параметры тестов, обеспе-

чивающие минимум случайной погрешности, определяются формулами 

2/)1(0 ���� ; 11 ���� ; ��2K . 
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При заданном значении �  и оптимальном выборе параметров тестов формула 

(12) принимает вид                      

                     
2

222

)1(

1])12()1(16[
1

��

�������
��� . (13) 

Анализ функции (13) показывает, что она имеет минимум, равный 

2)1/(11)0( ����� в точке 0�� , два одинаковых максимума, равных 

2)1/(21)1()5,0( ������� в точках 5,0��  и 1�� , а также минимум, равный 

2)1/(614,11)85,0( ����� в точке 85,0�� .  

Так, например, при выборе 2��  значения �  в точках экстремума равны: 

2)0( �� ; 3)1()5,0( ���� ; 614,2)85,0( �� . Зависимости степени усиления �  

случайной погрешности от нормированного значения измеряемой величины �  при 

различных значениях коэффициента расширения входного диапазона � приведены 

на рисунке.  
 

 
 

Степень усиления случайной погрешности 
 

Из рисунка видно, что случайная погрешность результата измерений уменьшает-

ся при увеличении величины 1�� , причем целесообразно выбирать значение � , 

близкое к 2. При 2�� степень усиления случайной погрешности не превышает 

3 во всем диапазоне изменения измеряемой величины. Оценка величины 

вх� должна быть получена экспериментально. 

Таким образом, выполненный метрологический анализ тестовых методов на ос-

нове обратных интерполяционных моделей позволяет оптимизировать параметры 
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тестовых воздействий, а также оценить основные составляющие результирующей 

погрешности измерений.  
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