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Рассматривается синтез кусочно-постоянного пространственного управления мощно-
стью внутреннего тепловыделения в теплотехнически тонком теле. Целью управления 

является стабилизация температурного поля при наличии постоянных тепловых по-

терь с торца тела. Искомыми величинами являются количество интервалов постоян-

ства, длины интервалов и уровни управляющего воздействия на каждом из интервалов. 

Эти величины были найдены симплекс-методом для интегрального среднеквадратично-

го критерия и минимаксного критерия.  

Ключевые слова: оптимальный синтез, индукционный нагрев, стабилизация темпера-
турного поля,  пространственное управление. 

Большинство работ по индукционному нагреву металлов посвящено нагреву ма-
териала до заданной температуры с одновременной минимизацией одного из крите-
риев (точности, быстродействия, энергозатрат). Однако существуют и такие техно-
логические процессы, в которых требуется поддержание стационарного температур-
ного поля в течение достаточно длительного времени. Например, при отжиге спла-
вов, нормализации швов при сварке и других операциях необходимо обеспечить ми-
нимальный градиент температуры в объекте во время процесса гомогенизации ау-
стенита. При пайке также необходимо поддерживать определенную температуру в 
течение продолжительного времени, чтобы гарантировать надежное соединение де-
талей друг с другом.  

В этом случае встает вопрос стабилизации температурного поля на заданном 
уровне Tз(х), что при индукционном способе нагрева реализуется посредством 
управления мощностью внутреннего тепловыделения. Реальные технологии всегда 
связаны с существованием определенных допусков на отклонение температурного 
поля от требуемого. Формализацией этого факта является задание некоторой допус-
тимой погрешности отклонения от Tз(x). Наибольшее распространение на практике 
получила среднеквадратичная оценка такой погрешности, которая при допустимой 
ее величине, равной β, имеет вид 
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Однако достижение даже весьма малых значений β не гарантирует выполнения 
технологических требований, которые обычно формулируются в виде допустимого 
максимума абсолютного отклонения конечной температуры от заданной во всем на-
греваемом теле, поскольку минимизация (1) не исключает локальных «выбросов» 
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температуры в отдельных точках. Этим требованиям прямо отвечает другой способ 
оценки допустимой погрешности отклонения температурного поля по величине ε 
ошибки равномерного приближения к заданному температурному состоянию [1]: 
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Распределение температур в T(x,t) в зависимости от пространственной коорди-

наты � �Xx ,0�  и времени t при нагреве внутренними источниками тепла с объемной 

плотностью u(x,t) мощности тепловыделения описывается уравнением теплопровод-
ности 
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где T – температура, а – коэффициент температуропроводности [1, 2]. 
Уравнением (3) описываются нестационарные температурные поля. В статье 

рассматривается вопрос стабилизации температуры по длине тела, что дает возмож-
ность считать температурное поле стационарным. Из этого следует, что температура 
является функцией лишь координаты, а выражение (3) принимает следующий вид: 

 
� � � �xu

dx

xTd
a ��

2

2

, (4) 

где u(x) – пространственное управление мощностью внутреннего тепловыделения. 
Тепловые потери на границах тела описываются законом Фурье, определяющим 

тепловой поток: 
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где λ – коэффициент теплопроводности и q(t) – тепловой поток. Так как температур-
ное поле стационарно, то тепловой поток является постоянным. Тогда получим гра-
ничные условия второго рода: 
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Оценки погрешности (1), (2) могут быть использованы в качестве критериев оп-
тимальности:  
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Задача состоит в нахождении такого оптимального пространственного управ-
ляющего воздействия u(x), которое обеспечивает для объекта (4), (6) минимально 
возможное значение критерия оптимальности (7) или (8). Наиболее технологически 
приемлемым способом реализации пространственного управляющего воздействия 
u(x) является секционирование индуктора. В настоящее время существуют много-
секционные индукционные установки, в которых каждая секция может управляться 
независимо от остальных. Очевидно, что этот вариант позволяет реализовать кусоч-
но-постоянную функцию u(x) распределения мощности по длине тела. Искомыми 
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величинами в этом случае будут являться: количество интервалов постоянства 
функции u(x), длины интервалов и уровни управляющего воздействия на каждом из 
интервалов. Далее (по аналогии с временным) управление будем называть n-ин-
тервальным при n  интервалах постоянства управляющего воздействия. Эта задача 
оптимального управления успешно решается с помощью симплекс-метода, реализо-
ванного в среде MATLAB [3, 4]. 

Ограничимся рассмотрением симметричного случая, то есть одно граничное ус-
ловие (6) станет равным нулю. Краевая задача (4), (6) решалась в системе MATLAB 
решателем bvp4c. В нем используется метод коллокации, так как найти аналитиче-
ское решение краевой задачи бывает достаточно сложно. Суть данного метода за-
ключается в нахождении такого приближенного решения, которое бы удовлетворяло 
уравнению в некоторых заданных точках. При этом вычисляется и ошибка решения, 
и при слишком большой ее величине задача повторно решается для других точек. 
Более подробно данный решатель описан в [5]. 

Простейший вариант управления – одноинтервальное. Параметр оптимизации – 
мощность тепловыделения. Для этого случая при Tз(x)=1000 оС были получены ре-
зультаты, представленные на рис. 1, 2. T1(x) и u1(x) получены при использовании 
критерия оптимальности (7), T2(x) и u2(x) – критерия (8). Рассчитанные значения 
критериев I1=747 и I2=90. Можно сделать вывод, что одноинтервальное управление 
обеспечивает недостаточную точность, так как отклонение от заданной температуры 
на концах тела достигает 9 %. 

 

                

Рис. 1. Графики функций T1(x) и T2(x)         Рис. 2. Графики функций u1(x) и u2(x)  
при одном интервале управления        при одном интервале управления 

 
Далее был рассмотрен случай многоинтервального управления, реализуемого в 

многосекционном индукторе. Сначала исследовался вариант, при котором возможен 
выбор лишь величины управления каждой из секций индуктора, секции имеют оди-
наковую длину. Для двухинтервального случая результаты представлены на 
рис. 3, 4. Обеспечение полученного на первом интервале отрицательного управления 
с учетом неидеальности теплоизоляции по длине тела считается технически возмож-
ным. Полученные значения критериев: I1=168 и I2=32. Таким образом, при увеличе-
нии количества интервалов управления до 2 точность увеличилась примерно в 3 
раза. Для 3-интервального случая результаты представлены на рис. 5, 6. Полученные 
значения критериев: I1=91 и I2=25. На рис. 7, 8 представлены графики для случая с 
пятью равными секциями индуктора. Полученные значения критериев: I1=43 и I2=13. 
Из приведенных результатов видно, что при увеличении количества интервалов точ-
ность повышается. Но при этом увеличивается предельное значение величины 
управления, что повышает требования к реализующему процесс оборудованию. 
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Рис. 3. Графики функций T1(x) и T2(x)          Рис. 4. Графики функций u1(x) и u2(x)  
при двух равных интервалах управления         при двух равных интервалах управления 

 

             

Рис. 5. Графики функций T1(x) и T2(x)         Рис. 6. Графики функций u1(x) и u2(x)  
при трех равных интервалах управления        при трех равных интервалах управления 

 

            

Рис. 7. Графики функций T1(x) и T2(x)        Рис. 8. Графики функций u1(x) и u2(x)  
при пяти равных интервалах управления       при пяти равных интервалах управления 

 
Рассмотрим далее вариант, при котором определяются не только величина мощ-

ности, но и длина каждого из интервалов (длина каждой секции индуктора). На 
рис. 9, 10 представлены результаты для двухсекционного индуктора. Полученные 
минимальные значения критериев: I1=180 и I2=33. Для двухинтервального случая, 
судя по значениям критериев, введение второй степени свободы не дает заметного 
выигрыша. На рис. 11, 12 изображены результаты для варианта с трехсекционным 
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индуктором. Полученные значения критериев: I1=73 и I2=14. В данном случае выиг-
рыш от использования двух степеней свободы существенен. 

 

                

Рис. 9. Графики функций T1(x) и T2(x)       Рис. 10. Графики функций u1(x) и u2(x)  
при двух неравных интервалах управления  при двух неравных интервалах управления 

 

              

Рис. 11. Графики функций T1(x) и T2(x)       Рис. 12. Графики функций u1(x) и u2(x)  
при трех неравных интервалах управления при трех неравных интервалах управления 
 

 

              

Рис. 13. Графики функций T1(x) и T2(x)       Рис. 14. Графики функций u1(x) и u2(x)  
при пяти неравных интервалах управления при пяти неравных интервалах управления 

 
Для пятисекционного индуктора графики представлены на рис. 13, 14. Получен-

ные значения критериев: I1=38 и I2=6. Очевидно, что данный случай демонстрирует 
наилучшие результаты. Характерная особенность всех вариантов с двумя степенями 
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свободы (длины секций индуктора могут отличаться) заключается в том, что основ-
ная мощность прикладывается на последнем коротком интервале управления. 

В статье рассматривались вопросы стабилизации стационарного температурного 
поля при индукционном нагреве теплотехнически тонкого тела. С использованием 
симплекс-метода было синтезировано оптимальное по среднеквадратичному крите-
рию и критерию максимума отклонения пространственное управление. В качестве 
параметров оптимизации использовались длины интервалов и величины управляю-
щих воздействий. Было проведено сравнение результатов при различном количестве 
интервалов управления. Выявлено, что при увеличении числа интервалов качество 
управления улучшается. Наилучшее качество достигается при наличии двух степе-
ней свободы (выборе одновременно и длин интервалов, и величин управляющих воз-
действий). 
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