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Рассматриваются методы повышения точности измерений на основе обратных мате-
матических моделей измерительного канала, в качестве  которых используются интер-

поляционные полиномы Лагранжа. Анализируются основные составляющие погрешно-

сти результата измерений при использовании методов образцовых сигналов и обрат-

ных интерполяционных моделей, решается задача оптимального выбора значений об-

разцовых величин. 

Ключевые слова: повышение точности измерений, погрешность измерений, измери-
тельный канал, интерполяционный полином, методы образцовых сигналов. 

В работе  [1] рассмотрены алгоритмические методы повышения точности изме-
рений на основе обратных интерполяционных моделей измерительного канала, по-
казаны их достоинства и перспективность применения как для линейных, так и для 
нелинейных моделей функции преобразования средств измерений. Настоящая рабо-
та посвящена метрологическому анализу методов образцовых сигналов, в которых 
используются обратные интерполяционные модели, и оптимальному выбору значе-
ний образцовых сигналов. 

Если обратный интерполяционный полином Лагранжа имеет порядок n , то 
оценка значения измеряемой величины вычисляется по формуле [1] 

                                     j

n

j
n

ji
ji

ij

n

ji
ji

ix

M

YY

YY

X �

�

�

��
�

�

�

�
��

�
��

0

0;0

0;0

)(

)(

,                                                (1)  

где X – значение измеряемой величины;   

jM – значения образцовых величин;  

j  – номер узла интерполяции; 

xY  – значение выходной величины измерительного канала, соответствующее    

значению X  на его входе; 

ji YY ,  – значения выходной величины в узлах интерполяции; 

n  – порядок интерполяционного полинома. 
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Наиболее часто на практике используются интерполяционные полиномы второ-
го порядка ( n =2). Тогда формула (1) принимает вид 
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В этом случае выполняют последовательно четыре измерения: измеряемой вели-
чины X  и трех образцовых величин 210 ,, MMM . Соответствующие результаты из-

мерений обозначены 210 ,,, YYYYx . Оценка значения измеряемой величины X  вы-

числяется по формуле (2) и не зависит от параметров функции преобразования изме-
рительного канала, что и обеспечивает повышение точности измерений.  

Точность оценки значения измеряемой величины X определяется главным обра-

зом точностью образцовых величин 210 ,, MMM , отклонением используемой интер-

поляционной модели от реальной функции преобразования средства измерений и 
случайными погрешностями значений 210 ,,, YYYYx выходной величины. Проанали-

зируем каждую из указанных составляющих погрешности. 
 
Анализ погрешности из-за неточности образцовых сигналов. Из формулы (1) 

следует, что если значения образцовых величин jM имеют абсолютные погрешно-

сти jM� , то соответствующая абсолютная погрешность оценки значения измеряе-

мой величины MX� равна 

          jX

n

j

jM MYLX ���� �
�

)(
0

.                                           (3) 

В частности, для интерполяционного полинома второго порядка получим 

   221100 )()()( MYLMYLMYLX XXXM ����������  .                              

В большинстве случаев практики при анализе данной составляющей погрешно-
сти можно пренебречь нелинейностью функции преобразования средства измерений. 
Тогда формула (3) примет вид 
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Таким образом, погрешность MX�  равна сумме jM�  с весами j� , причем 
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Анализ формулы (4) показывает, что в узлах интерполяции ( jMX � ) погреш-

ность MX� равна погрешности соответствующего образцового сигнала, т. е. 

MX� = jM� , а в других точках диапазона измерений равна взвешенной сумме по-

грешностей образцовых сигналов. 
 

Анализ погрешности из-за отличия интерполяционной модели от реальной 

функции преобразования средства измерений. Из теории интерполирования 

функций известно [2], что при использовании интерполяционной формулы Лагранжа 

абсолютная величина погрешности интерполяции для обратной интерполяционной 

модели не превышает значения 
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где  интX� – абсолютная величина погрешности интерполяции; 

     n  – порядок интерполяционного полинома; 

    )()1( Yf n� – производная (n+1)-го порядка обратной функции преобразования 

средства  измерений; 
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Если используется модель 2-го порядка (n=2), то формула (5) принимает вид 
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Учитывая монотонность реальной функции преобразования средств измерений, 
можно считать, что при использовании модели второго порядка действительная об-
ратная функция преобразования удовлетворительно описывается степенным поли-
номом 3-го порядка 
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Тогда   
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В узлах интерполяции 210 ;; MxMxMx ���  значения выходной величины 

xY равны соответственно 210 ,, YYY , следовательно, по формуле (7) погрешность ин-

терполяции в узлах интерполяции равна нулю. 
Для оценки погрешности интерполяции во всем диапазоне измерений необхо-

димо проанализировать функцию (6). Пусть диапазон изменения измеряемой вели-
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чины составляет [ maxmin ; xx ]. Соответствующий диапазон изменения выходной ве-

личины [ maxmin ;YY ]. Предположим, что max2min0 ; xMxM �� , тогда 

max2min0 ; YYYY �� . 

Введем безразмерную выходную величину 
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�
�

� , которая в диапазо-
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]1;0[�� . Выходной величине xY  будет соответствовать нормированное значение 

]1;0[* �xY .   

Введем обозначение minmax YYDY �� – диапазон изменения выходной величины. 

Тогда формулу (7) можно представить в виде 
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Функция (8) равна нулю при 1;;0 *** ���� xxx YYY  и имеет два экстремума (мак-
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Подставив формулу (9) в (8), получим верхний предел погрешности интерполя-
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Значение коэффициента 3a определяется экспериментально путем проведения 

активного регрессионного эксперимента и построения обратной модели в виде сте-
пенного полинома 3-го порядка. 

 

Анализ случайной погрешности. Случайная погрешность проявляет себя в 

случайных отклонениях получаемых значений выходной величины nx YYYY ,...,, 10  от 

значений, соответствующих градуировочной характеристике средства измерений. 

Предположим, что эти отклонения nx YYYY ���� ,...,, 10  аддитивны, независимы и 

имеют одинаковую дисперсию 2
Y� . Эти случайные отклонения через функцию (1) 

трансформируются в случайную погрешность вычисленного результата измерений. 

Для анализа этой погрешности целесообразно все погрешности Y� привести ко 

входу средства измерений с помощью формулы  

 SYX /��� ,    

где X� – погрешность, приведенная ко входу средства измерений; 

Y� – погрешность на выходе средства измерений; 

S  – чувствительность средства измерений в данной точке диапазона измерений. 

При анализе случайной погрешности можно пренебречь погрешностью нели-

нейности функции преобразования, т. е. можно считать, что  constS � . Тогда дис-



66 

персия случайной погрешности, приведенной ко входу средства измерений, равна       
222 / SYвх ��� . 

Случайную погрешность, приведенную ко входу, можно рассматривать как эк-

вивалентное изменение входной величины в соответствующем измерении. Таким 

образом, случайные отклонения nx YYYY ���� ,...,,, 10  соответствуют эквивалентным 

отклонениям nвх MMMX ���� ,...,,, 10  входных величин nMMMX ,...,,, 10 . 

В соответствии с формулой (1) эти отклонения входных величин приводят к по-

грешности вычисленного значения измеряемой величины: 
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Отсюда следует, что дисперсия случайной погрешности вычисленного результа-

та измерений равна 
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характеризует степень усиления случайной погрешности в результате применения 

алгоритма повышения точности. Очевидно, что 1�� . 

Для модели 2-го порядка ( 2�n ) формула (10) принимает вид 
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Из формулы (12) следует, что в узлах интерполяции ( 1;;0 ���� ннн XXX ) 

случайная погрешность усиливается в 2 раз. На рисунке приведены зависимости 

степени усиления �  случайной погрешности от нормированного значения измеряе-

мой величины нX при различных положениях значения меры 1M  в диапазоне изме-

рений (при различных значениях � ). 

Из графиков видно, что если значение � выбирается в пределах 7,0...5,0�� , то 

степень усиления случайной погрешности не превышает 2 во всем  диапазоне из-
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менения измеряемой величины. Оценка величины вх� должна быть получена экспе-

риментально. 
 

 

Степень усиления случайной погрешности 
 

Таким образом, выполненный метрологический анализ методов образцовых сиг-

налов на основе обратных интерполяционных моделей позволяет оптимизировать 

значения образцовых воздействий, а также оценить основные составляющие резуль-

тирующей погрешности измерений.  
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In paper methods of raise of accuracy of measurements on the basis of return mathematical 

models of a measuring channel are observed, in the capacity of which interpolational polyno-

mials of Lagranzh are used. The basic making error+s of result of measurements are analyzed 

at use of methods of exemplary signals and return interpolational models, the problem of opti-

mum sampling of values of exemplary magnitudes is solved. 
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