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Рассматривается применение спектральной теории для построения математической 
модели процесса охлаждения потока движущейся среды в пространстве состояний. 

Процесс охлаждения потока описывается гиперболическим уравнением первого поряд-

ка. Приведены результаты сравнения переходного процесса реализованной модели с пе-

реходным процессом эталонной модели, полученной операторным методом. 
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Теплообменные аппараты различных конструкций широко применяются в раз-
личных отраслях промышленности. В качестве базовой математической модели теп-
ловых процессов, протекающих внутри теплообменного аппарата перекрестного то-
ка, может использоваться уравнение теплового баланса, согласно которому распре-
деление температуры охлаждаемого потока ),( tzT  по длине трубки теплообменника 

в зависимости от координаты точки z и времени t описывается уравнением в частных 
производных [1] 
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с соответствующими граничными и начальными условиями  

 )(),0( tgtT � , )()0,( 0 zTzT � .  (2) 

Здесь V – скорость потока; )(t�  – функция изменения коэффициента теплообме-

на; )(tTCP  – температура среды, принятая одинаковой по всей длине теплообменни-

ка; L – общая длина трубки теплообменника; )(0 zT  – начальное распределение тем-

пературы; )(tg  – функция изменения температуры потока на входе теплообменника. 

Управление температурой потока осуществляется за счет изменения скорости те-
чения охлаждающего потока, что учтено в модели (1)–(2) коэффициентом )(t� . Для 

синтеза системы автоматического управления температурой потока на выходе тепло-
обменного аппарата необходимо получить передаточную функцию по каналу «коэф-
фициент теплообмена» – «температура на выходе», )(t�  – ),( tLT . Аналитического 

решения уравнения (1) не существует, однако поведение температурного распределе-
ния потока можно рассмотреть в отклонениях от установившегося режима [2, 3].  
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Представим уравнение (1) в следующем виде: 
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Функции распределения температуры по длине теплообменного аппарата и из-
менения коэффициента теплообмена можно представить как суммы двух состав-
ляющих: 
 )()( tt C ������ ,    ),()(),( tzTzTtzT C ��� ,  (4) 

где  )(zTC  и C�  – постоянные составляющие температуры и коэффициента тепло-

обмена соответственно, соответствующие установившемуся режиму 
constTtT CPCP ��)( ; ),( tzT�  и )(t��  – функции, описывающие отклонения от вели-

чин постоянных составляющих для температуры и коэффициента теплообмена соот-
ветственно. Подставив (4) в (3) и приняв во внимание тот факт, что произведение 

)(),( ttzT ����  является бесконечно малой величиной высшего порядка, получим ли-

неаризованное представление уравнения (3): 
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В установившемся режиме при 0),( �� tzT  и 0)( ��� t  будем иметь 
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После решения уравнения (6) получим следующее: 
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Подставив (7) в (5) и упростив, получим 
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или, введя обозначение �
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Уравнение (9) представляет собой математическую модель теплообменного ап-
парата в отклонениях от установившегося режима, определяемого параметрами 

)(zTC , C� , CPT , 0)( �tg .  

Модель (9) можно преобразовать к бесконечномерной системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений в форме Коши, используя свойства спектральных ха-
рактеристик [4]. Для этого каждую из функций, зависящую от пространственной ко-

ординаты ),( tzT� , 
z

tzT

�
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 и ),,( tzU  следует представить в виде обобщенного ря-

да Фурье по пространственной переменной на основе выбранной ортонормирован-
ной системы функций ),( zkP , � �...,2,1�k : 
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где 1P  – бесконечномерная квадратная операционная матрица дифференцирования 

первого порядка [4],  
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На основании свойств спектральных характеристик уравнение (9) в спектраль-
ной форме по пространственной переменной примет вид 
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C
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где E  – бесконечномерная единичная матрица. 
Представление объекта (10) в векторно-матричной форме Коши имеет вид 
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где T�� φx  – вектор состояний, компонентами которого являются временные моды 

температуры потока внутри теплообменного аппарата; Uφu �  – вектор коэффици-

ентов разложения распределенного управления ),( tzU ; y  – вектор измеряемых пе-

ременных; A  и B  – числовые матрицы, определяемые выражениями 
 � �EPA 1 CV ���� , 

    

EB � . (12) 

D  – матрица, состоящая из нулей; C  – матрица, составленная в соответствии с [4] 
из элементов ортонормированной системы разложения, вычисленных для фиксиро-
ванных значений пространственных координат на интервале � �Lz ,0� . 

В качестве системы разложения выберем систему функций 

 � �LzkzkP 2)12(sin2),( ��� ; � �...,2,1�k . (13) 

Для выполнения вычислительных процедур ограничимся первыми пятью члена-
ми разложения в системе (13) и соответственно числом уравнений в системе (11). 
Для параметров модели 611�V  м/с, 03.0��C  1/с, СTCP �� 30 , 1�L  м матрицы 

A , B , C  и D  будут иметь следующий вид: 
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 � �4142.14142.14142.14142.14142.1 ���C ; � �00000�D . 

Вектор управляющих воздействий принимает вид 

 � �8903.28547.39322.43107.83167.9)( ���� tUφ . 

Для оценки качества модели, полученной на основе спектрального метода, срав-
ним ее переходный процесс (см. рисунок) с переходным процессом эталонной моде-
ли, полученной на основе операторного метода, 
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В момент времени t=0 происходит скачкообразное изменение управляющего сигнала 
)(t��  на входе исследуемой и эталонной моделей с нуля на –0.01. 
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Переходные процессы моделей на основе операторного и спектрального методов 

Анализ переходных процессов показал достаточную для задач синтеза систем 
управления точность исследуемой модели. Представление модели процесса охлаж-
дения потока в пространстве состояний (10) в дальнейшем будет использоваться для 
синтеза систем автоматического управления режимами работ теплообменных аппа-
ратов. 
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An application of the spectral theory for construction of mathematical model for cooling proc-

ess of moving medium flow in state space is considered. The process of flow cooling is de-
scribed by a first-order hyperbolic equation. Comparison results of the realized model tran-

sient and the reference model transient received by an operator method are given. 
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