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Рассматривается задача оптимального расположения точек измерения функции со-

стояния нестационарного процесса теплопроводности, минимизирующего погрешность 

ее восстановления. Проблема сводится к минимизации ошибки равномерного прибли-
жения к нулю разности функций Грина идентифицируемого и модельного представле-

ния решений исследуемой краевой задачи. 
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При синтезе замкнутых систем управления объектами с распределенными пара-
метрами (ОРП)  или при решении задачи идентификации неконтролируемого про-
странственно-временного внешнего воздействия (например, функции внутреннего 
тепловыделения при индукционном нагреве) получение максимально возможной 
информации о функции состояния объекта в каждый момент времени в любой точке 
пространственной области определения объекта является сложной актуальной зада-
чей. Ее сложность заключается в том, что получить полную информацию принципи-
ально невозможно, т.к.  практическое измерение бесконечного числа управляемых 
величин может быть осуществлено только с помощью конечного числа измеритель-
ных устройств. В этом случае речь идет только о неполном измерении состояния 
объекта [1]. В связи с этим, задача оптимального расположения измерительных уст-
ройств, минимизирующего погрешность восстановления функции состояния объек-
та, имеет важное значение.  

Рассматривается процесс нестационарной теплопроводности с внутренним теп-
ловыделением ),( �xF , описываемый линейным одномерным неоднородным урав-

нением Фурье с краевыми условиями третьего рода, представленный в  относитель-

ных единицах изменения пространственной координаты � �1,0�x  и безразмерного 

времени � �0,0 ��� , которому соответствует бесконечная система уравнений первого 

порядка относительно временных мод )(��n  управляемой функции состояния [2]: 
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где n�  - известные собственные числа модели объекта, ;),( ����� nn  

);,( ��� nn FF  )0,()0( nn ����  - изображения по методу конечных интегральных 

преобразований температурного поля ),( �� x , функции внутреннего тепловыделе-

ния  ),( �xF  и начального температурного распределения )(0 x� . 

Предполагается, что в течение всего процесса нагрева нестационарное темпера-

турное поле ),( �� x  внутри пространственной области D  в пределах объема нагре-

ваемого тела контролируется с помощью конечного числа N  наблюдающих уст-

ройств.  Измерения проводятся в некоторой пространственной области DD � , не 
совпадающей с областью определения координаты x . В результате эксперимента 

имеются температурные зависимости ),()(
** ����� ii x , полученные в некоторых 

фиксированных точках Nixi ,1],1,0[
* �� . При этом для обеспечения удовлетвори-

тельной точности число N  должно быть достаточно большим. 

Требуется в конце интервала идентификации 0���   при заданном числе N  

наблюдающих устройств определить координаты их размещения � � Nixx i ,1,
** ��  

таким образом, чтобы оцениваемое в равномерной метрике отклонение аппроксими-

рующей зависимости ),,(
~ * �� xx  управляемой величины ),( �� x , полученное по ре-

зультатам измерений � �),()(
** ����� ix , от ненаблюдаемого точного значения 

),(0 �� x  по всей области изменения ]1,0[�x   было минимально возможным 
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Задача аппроксимации пространственно-распределенного температурного поля  
может быть решена на основе модального представления функции состояния ОРП в 
форме конечного числа N первых членов бесконечного ряда  
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разложения ),( �� x  по ортогональной системе собственных функций 

� � � �)cos(),( xx mnn ����  [2, 3] с временными модами ),( ��� nn  в роли его коэффи-

циентов. 
Число учитываемых мод в (3) не должно превышать количество точек контроля 

N . Значения временных мод � �),()( ������ nn  определяются на основе экспери-

ментальных зависимостей )(* ��i  
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как решение системы уравнений (4), в векторной форме записи имеющей вид 

 )(),()( *1* �������� �
x . (5) 

Квадратная матрица ),(),( **
inn xx �����  содержит значения Nn ,1�  собст-
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венных функций объекта для точек контроля Nixi ,1,* � . В итоге получается систе-

ма для определения значений ),( ��� nn  
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где коэффициенты niK  в (5) определяются по формулам Крамера для матрицы 

),( *x��  [1]. 

На основании (3) и (6) аппроксимирующее выражение ),,(
~ * �� xx , зависящее от 

координат точек измерения 
*

ix , примет вид 
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Особенность постановки задачи  (2) состоит в том, что точное значение функции 

состояния ),(0 �� x  при произвольном характере функции внутреннего тепловыде-

ления ),( �xF  принципиально неизвестно. 

В таком случае воспользуемся основным соотношением, связывающим выход 
объекта ),( �� x  с внешним воздействием через основную фундаментальную харак-

теристику ОРП, отражающую внутренние свойства объекта и не зависящую от ха-

рактера входных воздействий – функцию Грина ),,( ����xG  [2,4]. Точное решение 

),(0 �� x  при этом имеет вид  

 � �
�

�����������
0

1

0

0 ),(),,(),( ddFxGx ,  (8) 

где �  и �  - переменные интегрирования по пространственной координате и време-

ни, а входящие в (7) зависимости для измеряемых температур можно представить в 
виде 
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В этом случае задача (2) на основании (6) и (9) формулируется как специальная 
задача математического программирования (СЗМП) 
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рассматриваемая на замкнутом компактном множестве параметров � �**

ixx � , обес-

печивающих минимальное значение критерия (10). Минимизация )( *xI  при любом 

пространственно-временном воздействии ),( �xF  достигается путем перехода к ре-

шению задачи 
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Используя известные выражения значений функции Грина рассматриваемого 
объекта [2, 4] 
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и выполняя процедуры интегрирования по пространственной  �  и временной �  ко-

ординатам, можно перейти к конкретному виду минимаксного критерия (11) 
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Решение СЗМП (15) осуществляется относительно вектора параметров про-

странственных координат � �**

ixx �   на некотором замкнутом ограниченном мно-

жестве, на котором разность 
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обладает специальными свойствами чебышевского альтернанса [5].  

 На основании этого на интервале � � x�1,0  достигаются знакочередующиеся 

максимальные по абсолютной величине значения, равные )( 0
0 �� I  в точках, число 

которых 1�N  на единицу превышает число искомых параметров. В соответствии с 
этим, для различных вариантов допустимой пространственной конфигурации кривой 
погрешности аппроксимации (16) составляется замкнутая система 1�N  соотноше-
ний для предельных отклонений в этих точках относительно всех неизвестных. Ре-
шение этой системы и дает искомый вектор значений пространственных координат 
точек размещения наблюдающих устройств. 

В качестве примера рассматривался частный случай пространственно-

временного управления constxF ��),(  при фиксированном числе наблюдающих 

устройств 4�N . Численным решением соответствующей системы уравнений  были 
найдены оптимальные значения координат точек контроля 

� �Tx 0.7513 0.7199; 0.4461; 0.1506;* � . Температурные зависимости ),,(
* �� ix  
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4,1�i , полученные в рассчитанных  точках 4,1,* �ix , позволили провести ап-

проксимацию неизвестного температурного состояния ),( �� x  на основе его пред-

ставления в виде суммы в (7).  
Полученная при этом результирующая пространственная конфигурация ошибки 

равномерного приближения температурного поля ),,(
~ * �� xx  к его точному значе-

нию ),(* �� x , представленная на рисунке, на рассматриваемом интервале � � x�1,0  

отличается наличием пяти упорядоченных по возрастанию точек  5,1, �ix iэ , в ко-

торых достигаются знакочередующиеся максимальные по абсолютной величине от-

клонения  ),,(
~

),(),( 0*000 �������� xxxx . 
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Ошибка ),,(
~

),(),( 0*000 �������� xxxx равномерного приближения расчетного 

температурного поля   к идентифицируемому температурному состоянию в конечный мо-

мент времени 
0� при оптимальном расположении  четырех наблюдающих устройств 

 
Таким образом, решение задачи оптимального расположения наблюдающих 

устройств может быть основано на возможности аппроксимации неполностью изме-
ряемой функции состояния ),( �� x  в виде ее разложения в усеченный сходящийся в 

среднем [5] ряд по ортогональной системе собственных функций ),( xnn ��  с вре-

менными модами объекта � � Nnnn ,1,),()( �������  в роли коэффициентов ряда. 

Число учитываемых членов ряда должно быть равно числу точек контроля темпера-
турного распределения. При этом для получения адекватных результатов точность 

полученного описания ),( �� x  суммой лишь первых N  членов ряда должна быть 

удовлетворительной. 
Задача определения координат мест расположения устройств контроля, миними-

зирующего погрешность восстановления температуры, может быть сведена к специ-
альной задаче математического программирования. При определении координат то-
чек измерения приходится учитывать известные ограничения: для определения вре-

менных мод )(��  на основе (5) или (6) объект должен обладать свойством наблю-

даемости, для чего достаточно, чтобы пространственные координаты точек наблю-

дения 
*

ix  не являлись нулями ни одной из собственных функций краевой задачи 
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),( xnn ��  [1]. Влияние остальных неучтенных мод объекта 

� � ,...2,1,),()( ��������� NNnnn  формирует ошибку аппроксимации 

),,(
~

),(),( *0 �������� xxxx . 
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The problem of optimal location of measurement points of the state function of non-steady heat 

conductivity process to minimize the approximation error is solved. It is considered an uniform 

error of approximation of Green's function of identified plant by Green's function of investi-

gated boundary value problem. 
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