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��������������������������������� ���������������� ���������������������������-
���, ������������� �� ��������� ���������� ������������� ������������� �������� ����-
������� ����������� ������������������� �������. ��� ������������ ������������� 
������������ ������������������� ������, ��������� ������ ������������ ����������-
�������������������������������������������������������������������. ���������-
��������������������������������������������������������������������������������-
��������������������������������������������������������.  

��������������:���������������������, ��������������, �����������������, ������-
�������������������, ���������������������� 

��������  
���������������������������������������������������������������������� 

���������� �����������������. ���������������, �� ���������� �� �������, �������� 
�������������������� ������������� �������� ��������������������� ��������� ��-
������,  �������������������,  �������������������������������������.  �.  �������� 
���������������������������, ������������������������������������������������ 
�� ��������� �������������� ������������ ��������������� ������������� ����������-
������. �� ����� ������ ������������ ��������� �������������� ������������, ������-
����������������������������������������������������������������������. ��� 
�������������� ������� ����������������� �������� �������� ��������� ���������� 
������������ ���������� �������. �� ������� �������������� �������� ����������-
����������������� [1-5 ����.] ��������������� �������������������������������. 
�������������������������������� [6] ����������������������������������������-
����������������������������������������������������������. �������� «��������� 
��������» �������������������������������������������������������������������, 
���������������������������������������������������. ���������������������-
��������������������������������������������������������������, ���������� 
�������������������������������, ���������������������������������������������� 
���������� ���������. ������� ���� ��������� ����������� ������������ ������� �� �� 
�������������� ����������� �������������� �������� ������������ ������������ ��� 
������������� ������������� ������������ ���������, �������� ANSYS. ������ 
���������������������������������������������������������������������������� 
�������. �� ������ �������������� ������� ��������� ���������� �������� ������ ���-
���������������������������������������������������: �����������, ���������� 
�. �. �������, ��������� ��� ����������� ������������� �� ��������������� ��������� 
�����������������������������, �����������������������������������������������-
���������������������������������������������������������. �������������������-

                                                   
� ��������������������������� (�����., ���.), ����������������� «��������». 
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�����������������������������������������������������������������������������-
��������������������������������������������������, ����������������������� 
�������� ������������� ��������������� ��� ����������������� ��������� ��������� 
���������. ����������������������������������������������������������������� 
��������������������������, ������������������������������������������������-
���. �����������������������������������������������������, ������������������ 
��������������������������������������. ����������� – ����������������������-
���� ������� �������� �������� ��������� ����������� ����������� �� �������������� 
���������������������������������������������������������������������.  

 
��������������������������������������������������������  
��������������������������������������������������������� ������������-

�������������������������������������������������: 

 M = M0·f��, b1, b1,… bn), (1) 

���  �0 – ���������������������������; 
  f��, b1, b1,… bn) – ������������������������������������������ bi.  

�����������������������������������������������������������������������-
�������������������������������������������������.  

�������������� ������� �������� �������� �������������� ��������� ��������� 
�����������������������, ��������������������� (����) �����������������������-
�������������. ���������������������� [7], ���������������������������������-
�������������������������������������������������������������������.  

����������������������� �����������������������������������, ���������� 
�������������������������������, ����������������������������� [7]:  

 222111 �� �� K�cK�c� , (2) 

��� �1, �2 – ���������������;  
�1, �2 – �����������������;  
K�1, K�2 – �������������������������������������������������������������-

�������11.  
������������� ������������� �������� ����������� ������������� ������ ����-

����������������������������������� 
V11� ������������������� V������������� 

����������� Vk����������������������� 
kV

11� :  
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�������� ���������� 
kV

11� � � 
V11� � ������������ ������ ����������������-

���������������������� 11�� �����������:  
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��������������������������� k����������������������������� (k = 1, 2).  
������������������������������������������������������������������������ 

���������������� ������������ ����� V�k. ��� �������� �������������� ��������� 
��������������������������������, ������������������������������������������� 
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��������� 
V11� � �� ������������ �������� ����������� ��� V�k� ������ ������ ����� 

����������������������������� 
kV

11� �������������� Vk:  

 kVkV
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��� VV kk /�� ��  – ��������������������������������������������������������� k-

���������������.  
������������������������� (3) � (6) �������, ����������������������������� 

K�k������������  
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����������������� (7) � (2) �������  

2211 ��� �� ���� .     (8) 

����������� (8) ��������������������������������������������������������. � 
�������� �������������������������������������������������������������������-
����������������������������������������������. ��������, ������������� 2 ��-
������������. ����������������� �2 = 0 ���� (8) �������  

 ,0�� t��  (9) 

��� �t – ��������������������������������������������������������������������-
����������������� �0.  

����������������������������������������������������� (9) �������  

 0���� s , (10) 

�����0 – ��������������������������; �s – ������������������������������������-
�����������������������.  

��������� (9) �������������������������������������������������� �t������ 
���������������������������������������������� �s.  ��������������������������-
�������������������������������������������������������� K�����������������-
��� [8]  
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�������0 – �������������������������������������������. �����������������-
�����������:  
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��������������������������������������� �s����������������������������� 
�������������������������������������� �t������������������:  

 
t

t
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����

���
��

)1(6

)7(

0

0 . (14) 

���� ���������� ������� ������� ��� ������������ (9),  (13)  ������������� ������ 
������, ��������, ����������������������������������������� (10), (14) ��������-
��������������������.  

����������������������������������������������������������������������-
���������������������������������������������������� [9]. ��������������������� 
�������������������������������������������������������������������������������-
����, ������������������������������������������������������������������������-
������� ������������� �����������. ��� �������������� ������������ (1) � (9), (10) 
�������, ���������������������������������������� ��������������������������-
��������������������������������������������������������������������������� 
f��, b1, b1,… bn).  

 
�������������������������  
������������������������������������������������������������������������-

��������������������������������������������������������������� =  1  -  �.  ����� 
����������������������������������������������������������������������������-
������� b, ������������������������������������������������������������������� 
���. �������).  

������������������������������������������� 

������������  ��������������������� ���������������������� b 
Gd2O3 SiO2 

1 bEE )1(0 ���  [10]  
1,92 6,44 

2 )exp(0 ��� bEE  [11] 2,2 7,61 
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0,93 2,9 
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0,68 

 
3,48 

 
������������������������������� 7 ����������0����������������������������� 

�������������� ���������. ���� ����������, ����������� ��� ��������, �0� �������� 
�������������� ��������� ����������. ���� ����������� ����������� �� �������� 
����������������������� �0 = 0,26. ������������������������������������������� 
[8]. �������� ����������� �� ���� �������������� ������������ �������������������� 
��������������������� ������ ������������ ������� ���������������������� �����-
����� (������ 1…5) ���������� (������ 6, 7).  
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������������������������ ��������������������������: ���������������� ����-
��������. ������������������ ������������ ������� ����� ���������� ���������, 
��������������������������������������� 0/ EEEr � , ���������������. 1. ������-

������������������������� [19] �������������������, ������������������������-
��� (������ �������) �������������� (���������������) ��������������������-
�������������������������������������. ������������������������������������ 
��������������������������������������������������������������������.  
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���. 1. ��������������������������������������������������������������������:  
� – ����������������: � – ������ [16]; � – ������ [15, 17]; � – ���� [17, 18];  

� – �����������������: � – Gd2O3 [19]; � – MgO [19]; � – SiO2 [19]; � – BN [20]  
 
�����, ���� ����������� Er��) ���������������������� �������� ��������������� 

��� �����. ��������� �������� ������������� �� ��������������� �������� ����������� 
���� ��������� �������� (���. 1, �).  ����� ���� ������� ��������� Gd2O3� ����������� 
Er��) �������������������������, ��������������������� SiO2���������������������-
������������������. ���������������������������������������������������������-
����������������������������������������������������������. �����������������, 
������������ �������� ��� �������������� ����������� �������� ������������� ���, 
������������������������������������������. �������������������������������-
������������������������������������������������������. �����������������-
�����������������������������������������������, ���������������������������-
������������������������. ���������������������������������������������, 
���������� �������� ���������������� �������������� �����������. �� ���������� 
�����������������������������������������������������������������������������-
���������.  

���������������������������� Er��) ���������������������: ���������������-
��� �� �������� ���� (���. 1, �). ������� �� ���� ���� ����������� ����������� ������-
�����������������������������. ���, ���������������� = 0,3 �������� �r����������� 
����������� �r = 0,2…0,4, �. �. � 2 ����.  

�������������, ���������������������������������������������������������� 
������������������������� �������������. ��������������� �������������� ������ 
�������������������������, �������������������������������������������������-
���������������.  
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��������������������������������������  
������ ����������������� ����������� Er��)  ���� �������� ��������� Gd2O3� � 

������� SiO2, ����������������������������������������������������� ��������-
���: �������� (����� Gd2O3) �� ������������ ���������� (����� SiO2). ��������-
�������������� b���������������������������������������������������������� 
����������������������: 

 2)( rr EEF ��� , (15) 

��� rE , rE �  – ���������������������������������������������������������������.  

�������� ����������� (15) ��������� �������� ������������ ������������� 
������. ������������������������������������������������������������������-
����������������������������������������������������.  

����������� �� �������������� ���� ������ ����������������� ����������� �� �����-
������ = 0…0,5. ��������� b� �������������������������� �������������������:  � =  
0,24 �������������������� Gd2O3���� = 0,29 ������������������ SiO2������������-
����������� ���������� ������������� ����������� Er =  0,59  � Er = 0,11 �������-
������� [19]. ��������������������������� [21]: �0 = 0,226 ���������� Gd2O3����0 = 
0,226 ���������� SiO2. �����������������������������������0��������������������-
�� 7 ������������������0 = 0,26. ���������������������������� b����������������-
����������������������.  

������. 2 ������������������������������������������������� Er��) ��������-
������ ������� ��������� Gd2O3. �������� ������������� ������������������� �������-
������� �������� ������������������� �������. �������� ������������� ����������� 
�������� �� ������������� ������������ ���� ������ 3  (���.  2,  �)  �� ������� 6,  7  
����. 2, �).  
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���. 2. ����������������������������������������������������� Gd2O3��������������: 
� – ����������� [19] 

 

����������� �������������� ����������� Er��) ���� ���������� ������� ������� 
SiO2� ���������� ��� ���. 3. �� ����� ������� ������� ���������� ����������������� 
������������� 1, 2, 3 (���. 1, �) �������� 6, 7 (���. 3, �). ������������������������-
����������������������������������������������������������������������� 3, 6 
� 7.  

���������������������������������������������������. ������������������� 
�����������������������������������������������������������������������, ����� 
�������������� ���������� ������ ����� � = 0. ������� �������� ������� ���������� 
����������� ����������� ����������� ������� ���� ���� ��������� ���������, ����� 

0�� . ��������������������������������������������������������������������-
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������, ���������������������������������������������������������. ���������-
���������������������������������� 7 ����������������0�����������������������-
��������������������������������������������������. ���������������� 1…6 ��-
������������������������������������������������������� (� = 0 ��� = 1), ������ 
������ 7 – ���������������������������������� 00 ���� . ��������������������-

������������������������������������������������������������. 
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���. 3. ����������������������������������������������������� SiO2��������������:  
� – ����������� [19] 

 

 
��� ���. 4 ���������� ���������� 

�������� ������������� ������� ���� 
���������������������������� 3, 6 � 7. 
������������� ��������� b� �������� 
��� ������������ �������� ���� �������-
����������� ������ �� � =  0,22  � Er = 
0,47. ��������������������� 7 ������-
���������������������������������-
������������ �0 = 0,227 [16]. ������-
�����������������������������0 = 0,28. 
���� ������ 3 �������� b = 2,68; ��� 
������ 6  –  b =  2,06;  ���� ������ 7  –  
b = 1. �������������� 3,0�� �������� 

��� ����� ����� �������� ���������� 
������������ ����������� ����������. 
����������������������������������� 
������������������������������������������������������������, ����������������� 
������������������������� 7.  

�����������������������������������������������������������������������-
��������������������������������������������������������. �������������������-
��������������������������������������������������������������������������. �� 
���. 5 ���������������������������������������������������������������������� 
MgAl2O4��������������.  

������������������������������� 7 ��������������������������������������� 
������������������������������������� )(�E . �������������������������������-

������������������������������ Er��) ���������������������.  
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� – ����������� [16] 
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���. 5. �������������������������������������������������� (�) ��������� MgAl2O4 (�)  
�������������: �, � – ����������� [16]; �, � – ����������� [22] 

 
������������������� ����������������������������������������������������� 

����������������������������������: �0 = 211 �������0 = 82 ���.  �������������� 
������������������ ������ �� � = 0,19 � E =  134  ���� ���� �0 =  0,26  �� ������������ 
����������0 = 0,24 [22] �������� b = 1,3. ��������������������������������������-
��� ���� ������������� ������� ����������� ����������� ���������� �t� ��� ��������-
���� (9) � (13) ������������������������������������������������������������� 
������ �s������������������. ��������������������������������������������������� 
������������� ���� ��������������� �� �������������� ����������. ������ �������, 
����������������������������������������������������������������������������-
��� ��� ���������������� ���������� ��������� ������������ ������������ ���� ������ 
�����������������.  

 
����������  
����������� �������������� ������, �� �������� �������� ������� ���������� 

����������� ����������� ������������� ������ ������������ ������� ����������� ��-
��������. ���������������������������������������������������������������� 
�������������������������������������������������������������������������-
������������������������. ����������������������������������������, ��������� 
�������������� ������������������� �������� ��������� ������ ���������� �������-
������������������������ 3, 6 � 7. ��������������� 7 �������������������������-
�������������������������������������������������������������������������, ��� 
������ 3 � 6. ��������������������������������������������������������������-
������������������������������������������������������������������������������ 
����������������������������.  

����������������������� 

1. �������������.����������������������������������������. – �.: �����, 1977. – 400 �. 
2. ������������.�������������������������������. – �.: ���, 1982. – 334 �. 
3. ���������.����������������������������������������. – �.: �������������, 1985. – 304 �.  
4. �������� ���., �������� ���.� ��������� ��������� �� ������������� ������. – �.: ���������������, 

1991. – 248 �. 
5. ������������., �������������.��������������������������������������������. – �.: �����,1984. – 

352 �.  
6. �����������.����������������������������. // ������������������������. ����������������-

������������������. – �.: ���, �. 2, 1978. – �. 61-101.  



91 

7. ���������. �.�������������������������������������������������������������������������� 
������������������������������������������������� // ���. �����. ������������������������ 
�����������������������. – 2010. – � 4. – �. 19-26.  

8. �����������.��������������������������������������������������������������������������� 
�������� �������� ���������� ���������� // ��������� ��������������� ����������� �� ��������-
���. – 2011. – �. 17. – � 1. – �. 3-18.  

9. ������������.�������������������������������������������������������������������. – �.: ���-
����, 1982. – 167 �.  

10. Spriggs R.M. Expression for Effect of Porosity on Elastic Modulus of Polycrystalline Refractory Materi-
als, Particularly Aluminum Oxide // Journal of the American Ceramic Society. – 1961. – V. 44. – P. 628-
629.  

11. Pabst W., Gregorova E. Effective elastic properties of alumina-zirconia composite ceramics. Part 2. Mi-
cromechanical modeling // Ceramics – Silikáty. – 2004. – V. 48. – � 1. – P. 14-23.  

12. Hasselman D.P.H. On the porosity dependence of the elastic moduli of polycrystalline refractory materi-
als // Journal of the American Ceramic Society. – 1962. – V. 45. – P. 452-453.  

13. Coble R.L., Kingery W.D. Effect of porosity on physical properties of sintered alumina // Journal of the 
American Ceramic Society – 1956. – V. 39. – P. 377-385.  

14. ���������������.�����������������������������������������������������. 1. ���������������-
����������������� // ����������������������. – 1993. – � 1. – �. 89-96.  

15. ���������� ���., ������������., ��������������.��������������������������� �������� ��������� 
������ // ����������������������. – 1965. – � 7. – �. 88-96.  

16. �����������., �����������.������������������������������������� // �������������������������-
�������. – 1995. – �. 79. – ���. 2. – �. 57-60.  

17. �����������.������������������������������������������������������������. – �.: ��������-
���, 1972. – 336 �.  

18. ��������� �., ���������� ���.� ���������: ������ �������������, ������������ ��������������� � 
�������������������, ��������������������������������������������������������������������. 
IV. �������������� ������� ���������� �� ������������������ ������� ��� ��������������� �� ����-
��������������������������� // ����������������������. – 1993. – � 8. – �. 81-88.  

19. ���������������.���������������������������������������������������� // ����������������-
������. – 2003. – � 1/2. – �. 91-99. 

20. ����������������������������������. ����������. – �.: �����������, 1978. – 472 �.  
21. Munro R.G. Analytical Representations of Elastic Moduli Data With Simultaneous Dependence on Tem-

perature and Porosity // Journal of Research of the National Institute of Standards and Technology. – 
2004. – V. 109. – �. 497-503.  

��������������������������� 23 ��� 2013 �. 
 
 
CONTINUUM MODEL OF ELASTIC PROPERTIES OF ISOTROPIC 
POROUS MATERIALS WITH EMPIRICAL FUNCTIONS OF POROSITY 

A.F. Fedotov � 

Samara State Technical University  
244, Molodogvardeyskaya st., Samara, 443100 

The continuum model of isotropic elastic modules of porous materials was considered. This 
model is used as the calculated dependences of the empirical function of porosity for one-
dimensional phenomenological models. According to the results of approximation phenomeno-
logical models which most accurately describe the experimental data for metallic and ceramic 
porous materials were determined. The proposed continuum model allows to calculate the oth-
ers modules of elasticity by using the known dependence between porosity and modulus of 
elasticity.  

Keywords: continuum model, modules of elasticity, porous material, phenomenological model, 
empirical constants.  
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