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Определен вид передаточной функции объекта управления, в Simulink построены модели 
оптимальных по быстродействию систем управления различной структуры. В MATLAB 

выполнены все необходимые расчеты для заданных исходных данных, произведена оцен-

ка эффективности замкнутой системы управления с идентификатором состояния по 

сравнению с замкнутой системой управления в условиях полного объема информации об 

объекте. 

Ключевые слова: система с распределенными параметрами, индукционный нагрев, 

управление в условиях интервальной неопределенности, компьютерное моделирование, 

сравнительный анализ, регулятор с идентификатором. 

С целью апробации полученного в [1] оптимального по быстродействию алго-
ритма управления процессом индукционного нагрева в условиях интервальной не-
определенности характеристик объекта, а также оценки его эффективности по срав-
нению с алгоритмом управления, полученным в условиях полной информации об 
объекте, было произведено компьютерное моделирование в пакете прикладных про-
грамм MATLAB с приложениями Simulink и Stateflow, предназначенном для инже-
нерных и научных расчетов. 

Передаточная функция объекта управления 

Процесс индукционного нагрева металлических изделий цилиндрической фор-
мы с управляющим воздействием по мощности внутреннего тепловыделения u(t) 
описывается в первом приближении линейным, неоднородным и пространственно-
одномерным уравнением теплопроводности в цилиндрических координатах сле-
дующего вида [2]: 
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где на управляющее воздействие u(t) по мощности нагрева накладывается следую-
щее ограничение: 
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Здесь R – радиус цилиндра; �,c – удельная теплоемкость и плотность материала; 

a  – коэффициент температуропроводности нагреваемого изделия; ��, – коэффици-

енты теплопроводности и конвективной теплопередачи; ),( tx� – температурное поле 

нагреваемого металлического изделия, изменяющегося во времени t по радиальной 
координате x; 0� – равномерное начальное распределение температур; )(C t� – тем-

пература окружающей среды; max0P  – максимальная поверхностная плотность мощ-

ности нагрева; �
�
�

�
�
�

v
R

x
Fb ,1  – функция пространственного распределения по радиусу 

цилиндра внутренних источников тепла, определяемая по выражению 
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где  f – частота питающего индуктор тока;  
� – электропроводность нагреваемого материала;  

a� – абсолютная магнитная проницаемость нагреваемого материала;  

zzzz ibe,rbe,bei,ber �� – функции Кельвина и их первые производные. 

Объект управления (1)-(4) представляет собой при сосредоточенном внутреннем 
управлении u(t) распределенный x-блок [2] с передаточной функцией 
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где tL – оператор преобразования Лапласа;  

),,( ��� txG  – функция Грина краевой задачи (1)-(3). 

Выражение для функции Грина, полученное методом конечных интегральных 
преобразований [2], имеет следующий вид: 

 .),()(),(),(),,(
1

*�
�

�

�������������
n

nnnnnn tGrxtxG  (7) 

Здесь 
a

r
�

��)(  – весовая функция; ),( xnn ��  и ),( ��� nn  – нормированные соб-

ственные функции, определяемые по следующим выражениям: 
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1  – функция Бесселя первого порядка;  
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R

Bi  – безразмерный критерий Био [2]. 

Функция ),(* ��� tG nn  для рассматриваемого случая имеет следующий вид: 
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Передаточная функция x-блока (6) с учетом (7)-(9) принимает следующий вид: 
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По виду выражения (10) можно сделать вывод, что объект управления (1)-(4) в 
структурном отношении представляет собой бесконечное число параллельно соеди-
ненных типовых апериодических звеньев. Очевидно, что промоделировать такую 
систему невозможно, поэтому необходимо провести процедуру усечения или, дру-
гими словами, представить объект укороченной структурой. Следует помнить, что 
такая процедура приводит к искажению представления о свойствах распределенного 
объекта, однако ее использование возможно с некоторой заданной точностью. 

Одним из вариантов определения количества учитываемых звеньев является вы-
бор количества звеньев по виду переходной функции объекта на отрезке времени 

� ��01.0;0 , где 
2R

at
��  – безразмерное время. Согласно ему выбирается такое коли-

чество звеньев, при превышении которого картина теплового поля на обозначенном 
отрезке времени практически перестает меняться. 

Рассмотрим в качестве примера процесс индукционного нагрева цилиндриче-
ских слитков из сплава Д16 на промышленной частоте тока 50 Гц, характеристики 
которых указаны в табл. 1, для исходных данных, представленных в табл. 2. 

 
Таблица 1 

Характеристики нагреваемых заготовок 

Параметр Значение 

2R, толщина заготовки, м 0,16 

� , коэффициент теплопроводности, Вт/(м ∙ ºС) 130 

� , плотность материала, кг/м3 2800 

c, теплоемкость, Дж/(кг ∙ ºС) 922 

a, коэффициент температуропроводности, м2/c 61049 ��  
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Таблица 2 
Исходные данные для процесса индукционного нагрева 

Параметр Значение 

v, характерный параметр 5 

Bi, критерий Био 0,04 

0� , начальная температура, ºС 300 

**� , конечная температура, ºС 460 

max0P , максимальная поверхностная плотность мощности нагрева, кВт/м2 130 

Экспериментальны путем, опираясь на предложенный выше метод, было выяс-
нено, что вполне достаточно учитывать 30 апериодических звеньев. 

Сравнительный анализ системы управления с детерминированным 
регулятором и системы управления с автокоррекцией коэффициентов 
обратных связей 

Для количественной оценки преимущества предложенной в [1] оптимальной по 
быстродействию системы управления процессом индукционного нагрева в условиях 
интервальной неопределенности характеристик объекта по сравнению с системой 
управления, синтезированной в условиях полной информации об объекте [3], были 
построены их Simulink-модели и проведен сравнительный анализ результатов моде-
лирования. 

Модель оптимальной по быстродействию системы управления с детерминиро-
ванным регулятором, в роли которого выступает блок Controller, реализованный в 
Stateflow в форме диаграммы состояний и переходов, представлена на рис. 1. 

Блоки ro1 и ro2 содержат значения коэффициентов в обратных связях. Блоки 
Qt_1 и Qt_2 содержат результирующие значения температур (Qk) в конце оптималь-
ного процесса. Для исходных данных, представленных в табл. 1 и 2, были получены 
следующие значения этих параметров: ro1 = 1; ro2 = 0,927; Qk = 459,488 ºС. Расчет-
ные значения всех указанных величин получены по методике, предложенной в [3]. 
Блок Obj представляет собой модель объекта с распределенными параметрами (1)-
(4), представленного усеченными передаточными функциями, описывающими его 
поведение на поверхности нагреваемой заготовки и в ее центре, и реализованного 
как LTI-модель в среде MATLAB в соответствии с (10).  

Модель предложенной в [1] оптимальной системы управления, структура кото-
рой дополнена идентификатором реализуемых величин неопределенных параметров, 
представлена на рис. 2. 
Блоками g11, g12 и g21, g22, в которых содержатся значения коэффициентов 
gamma11, gamma12, gamma21, gamma22, реализована автоматическая коррекция ко-
эффициентов обратных связей ro1, ro2. Коррекция значений заданных распределе-
ний температурного поля Qk1, Qk2 реализуется с помощью блоков gt11, gt12 и gt21, 
gt22, содержащих значения коэффициентов gammaT11, gammaT12, gammaT21, gam-
maT22. Параметры Q1n и Q2n содержат значения температур на поверхности заго-
товки и в ее центре в окрестности некоторой номинальной точки. Блок Shutter 
(рис. 3) играет роль устройства, срабатывающего только в тот момент, когда время 
таймера Clock совпадает с некоторым заданным моментом времени nT, выбранный 
ближе к началу интервала, лежащего в пределах длительности первого интервала 

постоянства оптимального программного управления 0
1�  и фиксирующего в этот 
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момент времени разницу наблюдаемого значения температуры и ее номинального 
значения. Все значения коэффициентов и параметров заранее рассчитываются в 
MATLAB по соответствующим формулам, полученным в [1]. 

 

 
 

 
 

а б 

Р и с. 1. Simulink-модель (а) системы оптимального по быстродействию управления для 
детерминированной задачи и Stateflow-модель (б) регулятора 

 

 

Р и с. 2. Simulink-модель оптимальной по быстродействию системы управления  
с автоматической коррекцией коэффициентов обратных связей 
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Для рассматриваемого примера, исходные данные которого приняты за номи-
нальные и даны в табл. 2, найдены следующие значения коэффициентов: gamma11 = 
gamma12 = 0; gamma21 = -0,3643; gamma22 = 0,3703; gammaT11 = 0,7310; 
gammaT12 = -0,7429; gammaT21 = 0,7310; gammaT22 = -0,7429. Значения температур 

в номинальных точках C; 346Q1n ��  C 321Q2n ��  в момент времени nT = 30 с. 

 

 

 

Р и с. 3. Реализация алгоритма функционирования блока Shutter в Stateflow 

 
Был произведен сравнительный анализ полученных моделей по следующему ал-

горитму: 
1) для объекта с измененными параметрами находится точное оптимальное по 

быстродействию программное управление; 
2) для этого же объекта производится моделирование в системе управления с де-

терминированным регулятором; 
3) объект с измененными параметрами включается в модель системы управле-

ния, структура которой дополнена идентификатором. 
Для наглядного представления результата строятся кривые результирующего 

температурного распределения, а оценка эффективности производится путем срав-

нения полученных значений минимакса )2(
min�  в замкнутых оптимальных системах 

управления с эталонным, найденном на первом этапе алгоритма. 
На рис. 4 представлены графики распределения температуры по радиусу заго-

товки при изменении параметра Bi. Рассматриваются четыре ситуации, когда 
**** 5,1;2,1;8,0;5,0 BiBiBiBiBiBiBiBi ���� , где 04,0* �Bi  – значение коэффициен-

та для номинального случая. Из графиков видно, что конечное распределение тем-
ператур оптимальной по быстродействию САУ с автокоррекцией коэффициентов 
обратных связей (линия 3), в отличие от конечного распределения температур (ли-
ния 2) оптимальной по быстродействию системы управления с фиксированными ко-

эффициентами, рассчитанными для номинального случая (когда *
BiBi � ), практиче-

ски совпадает с эталонным распределением температуры (линия 1). 
 
 
 



173 

 

Р и с. 4. Совмещенные графики результирующих температурных распределений  
при разных значениях критерия Био 

 

 

Р и с. 5. График зависимости )()2(
min Bid�  
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Из графика зависимости 
)2(

min3

)2(
min2)2(

min �
�

��d  от Bi, изображенного на рис. 5, где 

)2(
min3

)2(
min2 ,��  – значения минимаксов, полученных на втором и третьем этапах алго-

ритма сравнительного анализа соответственно, видно, что система автоматического 
управления (САУ) с алгоритмами автоматической коррекции коэффициентов обрат-
ной связи в среднем ближе к эталонному значению в 1,75 раза, что доказывает ее 
эффективность по сравнению с САУ в детерминированной задаче. 
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