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Получено точное аналитическое решение гиперболического уравнения, описывающего 

течение вязкой несжимаемой жидкости в простом трубопроводе в условиях гидравли-

ческого удара. 

Ключевые слова: вязкая несжимаемая жидкость, гидравлический удар, гиперболиче-
ское уравнение, точное аналитическое решение, метод Фурье, ортогональные методы 

взвешенных невязок. 

Фундаментальный вклад в решение проблемы исследования нестационарного 
течения идеальной упругой жидкости внесен Н.Е. Жуковским [1, 2]. В случае иде-
альной жидкости решение краевой задачи о распределении давления в трубопроводе 
по пространственной переменной и времени сводится к интегрированию классиче-
ского линейного гиперболического уравнения, методы решения которого в настоя-
щее время хорошо разработаны. Трудности решения краевых задач о течении реаль-
ных вязких жидкостей связаны с их нелинейностью ввиду зависимости коэффициен-
та гидравлического сопротивления от скорости. Уравнения, описывающие распреде-
ление давления и скорости для несжимаемой жидкости, в данном случае имеют вид 
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В качестве конкретного примера получения аналитического решения уравнений 
(1), (2) рассмотрим краевую задачу о распространении скачка давления в трубопро-
воде с неподвижной в исходном состоянии жидкостью. Допустим, что в сечении 

0�x  произошло скачкообразное изменение давления, а сечение lx �  перекрыто 
(скорость равна нулю). Требуется найти распространение давления по длине трубо-
провода во времени [1]. На практике подобная задача встречается при расчете гид-
равлических регуляторов или передач, когда в сечении 0�x  находится источник 
давления, а в сечении lx �  к трубопроводу присоединен какой-либо прибор (напри-
мер регулятор расхода или давления), включающийся в работу лишь после того, как 
давление в данном сечении достигает определенной (заданной) величины. Практи-
ческий интерес здесь представляет определение запаздывания импульса и его вели-
чины, что зависит от длины трубы, вязкости жидкости и коэффициента гидравличе-
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ского сопротивления. К тому же определение величины импульса в сечении lx �  
представляет решение задачи о гидравлическом ударе.  

Математическая постановка задачи по определению давления в данном случае 
имеет вид 
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� � ;0, 0 constpxp ��         (4) 

 � � ;0/0, ��� txp          (5) 

� � ;,0 1 constptp ��         (6) 

 � � ,0/, ��� xtlp          (7) 

где 0p  – начальное давление в трубе; 1p  – давление, приложенное в точке 0�x  и 

действующее в течение всего времени процесса вплоть до установления стационар-

ного состояния � �01 pp � ; l  − длина трубопровода. 

С целью упрощения математической постановки задачи и процесса получения 
аналитического решения, а также для нахождения решения наиболее общего вида 
введем следующие безразмерные переменные и параметры: 
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где �  − безразмерное давление; Fo  − число Фурье (безразмерное время); y  − без-

размерная координата; constr �Fo  − безразмерный параметр.  

С учетом принятых обозначений задача (3) – (7) приводится к виду 
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� � ;10, �� y       (10) 

 � � ;0Fo/0, ���� y      (11) 

� � ;0Fo,0 ��       (12) 

 � � .0/Fo,1 ���� y       (13) 

Для удобства получения аналитического решения сделаем замену независимой 
переменной y  по формуле 

.1 y���          (14) 

Относительно переменной �  задача (9) – (13) примет вид 
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� � ;10, ���         (16)  

� � ;0Fo/0, �����         (17) 

� � ;0Fo,1 ��         (18)  

� � .0/Fo,0 �����         (19) 

Решение задачи (15) – (19) принимается в виде 
� � � � � � .FoFo, ������        (20) 

Подставляя (20) в (15), получаем 

;0Fo/Fo/Fo 22 ������� ddddr      (21)  
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,0/ 22 ������ dd        (22) 

где �  − некоторая постоянная. 
Подставляя (20) в (18), (19), находим 

� � ;0/0 ��� dd         (23) 

� � .01 ��          (24) 

Решение краевой задачи Штурма − Лиувилля (22) – (24) принимается в виде 

� � � � � ���������� ,1;12r.2/cos kkr     (25) 

Собственные функции � ���  ввиду однородности уравнения (22) с точностью до 

постоянного множителя (который в данном случае можно принять равным единице 
[5]) находятся из (25). 

Очевидно, что соотношение (25) удовлетворяет граничным условиям (23), (24). 
Подставляя (25) в (22), для определения собственных чисел k�  получаем формулу 

� �������� ,1;12r.4/22 kkrk      (26) 

Характеристическое уравнение для уравнения (21) будет 

.0Fo 2 ���� kr zz        (27) 

Уравнение (27) для каждого собственного числа имеет два корня: 

� � � �.Fo2/Fo411 rkrikz �����       (28) 

Если дискриминант � � ,01Fo4 ���� krD  то из (28) для каждого собственного 

числа будем иметь два действительных отрицательных корня kk zz 21 и  � ��� ,1k . С 

учетом найденных значений kk zz 21 и  решение уравнения (21) для каждого собст-

венного числа будет 
� � � � � �FoexpFoexpFo 2211 kkkkk zСzС ��� ,     (29) 

где jkС  � ���� ,1;2,1 kj  − неизвестные коэффициенты. 

Подставляя (25), (29) в (20), находим  
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Каждое частное решение (30) точно удовлетворяет уравнению (15) и граничным 
условиям (18), (19), но ни одно из них не удовлетворяет начальным условиям (16), 
(17). Для их выполнения составим сумму частных решений  
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Неизвестные коэффициенты kС1  и kС2  определяются из начальных условий 

(16), (17). Подставляя (31) в (17), получаем 
./ 1221 kkkk zzСС ��        (32) 

Подставляя (31) в (16), с учетом (32) находим 
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Соотношение (33) представляет разложение единицы в ряд Фурье по собствен-
ным функциям краевой задачи Штурма − Лиувилля на отрезке [0; 1]. Умножим обе 
части соотношения (33) на � �2/cos ��j  и найдем интеграл в пределах от 0��  до 

:1��  
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Соотношение (34) ввиду ортогональности косинусов принимает вид 
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Определяя интегралы в (35), находим 
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После определения постоянных интегрирования точное аналитическое решение 
задачи (15) – (19) находится из (31). 

Если в соотношении (28) � � 01Fo4 ���� krD , то будем иметь следующие два 

комплексных корня: 

;1 ���� iz k  ,2 ���� iz k  

где ;1��i  ;Fo5,0 r���
 

� � )Fo2/(1Fo4 rkr ���� . 

Частные решения уравнения (21) будут 
Fo)exp(1 ����� ik ; Fo)exp(2 ����� ik .     (37) 

На основе частных решений запишем общий интеграл уравнения (21): 
� � � �Fo)(expFo)(exp)Fo( 21 ��������� iСiС kkk ,    (38) 

где kjС  � ���� ,1;2,1 kj  − неизвестные постоянные. 

Соотношение (38) можно переписать следующим образом: 
Fo)]exp(Fo)exp([Fo)exp()Fo( 21 ������� iСiС kkk .   (39) 

При использовании формул Эйлера sisissisis sincos)exp(;sincos)exp( �����  

соотношение (39) приводится к виду 
����������� Fo)]sinFo(cosFo)sinFo(cos[Fo)exp()Fo( 21 iСiС kkk  

Fo)])sin((Fo))cos([(Fo)exp( 1221 ������� kkkk ССiСС  .    (40) 

Соотношение (40) с учетом обозначений kkk BСС 121 �� ; kkk BССi 212 )( ��  будет 

Fo)]sin(Fo)cos([Fo)exp()Fo( 21 ������ kkk BB .     (41) 

Подставляя (25), (41) в (20) и составляя сумму частных решений, находим 
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Для определения постоянных kB1  и kB2  используются начальные условия (16), 

(17). Подставляя (42) в (17), получаем 
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Отсюда находим 

β/γ 12 kk BB � .         (44) 

Подставляя (42) в (16), получаем 
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Соотношение (45) представляет разложение единицы в ряд Фурье по собствен-
ным функциям краевой задачи Штурма – Лиувилля на отрезке [0; 1]. Поступая так 
же, как при определении коэффициента kС2 (см. (33)), получим 

)/(41 �� rB k .         (46) 

После определения постоянных интегрирования kB1  и kB2  точное аналитиче-

ское решение задачи (15) – (19) в замкнутом виде находится из (42). 
На рис. 1 – 3 даны результаты расчетов по формулам (31), (42) конкретной зада-

чи о распределении давления в находящейся в стальном трубопроводе нефти при 
следующих условиях: 

м/с;998м/с;2;0;01,0;м1,0;/см1065,7 10
26 ������� � сd ����

атм.100;атм10МПа;102МПа;1500;кг/м840 10
53 ������ ppEkρ  

Расчеты выполнялись для следующих длин трубопровода:  
.км1;км100км;500 ��� lll  

Соответственно указанным длинам числа rFo  для ламинарного режима течения 

были следующие: 

.0277,1662Fo;1662,0Fo;10648,6Fo 3 ���� �
rrr  

Аналогично для турбулентного режима  

.1,224Fo;02241,0Fo;108964,0Fo 3 ���� �
rrr  

Анализ результатов расчетов позволяет заключить, что изменение давления ха-
рактеризуется движением гидравлической волны, на фронте которой наблюдается 
скачок давления от его значения на фронте до величины давления невозмущенного 
потока. Область, находящаяся за пределами фронта гидравлической волны, оказыва-
ется невозмущенной, и давление здесь равно начальному давлению 0p . Отмечается 

линейная закономерность движения фронта гидравлического возмущения по про-

странственной переменной во времени 5,0FoFor�� , что подтверждается исследова-

ниями решения уравнения вида (3), выполненными другими авторами [6] примени-
тельно к определению температуры в теле с учетом конечной скорости распростра-
нения теплоты. 

В зависимости от величины числа rFo  наблюдается существенное отличие по-

лучаемых результатов. Так, при очень малых его значениях скачок кривых давления 
имеет место лишь на некоторых начальных участках трубопровода. Например, при 

310648,6Fo ���r  скачок давления наблюдается лишь в диапазоне 07,0Fo0 ��  (см. 

рис. 1). Для всех 0,07Fo �  решение для безразмерного давления полностью совпа-

дает с решением параболического уравнения теплопроводности вида 
22 /)Fo,(Fo/)Fo,( ����������       (47) 

при аналогичных начальном (16) и граничных (18), (19) условиях [3, 6, 7]. 
Из анализа кривых распределения давления следует, что при 0,07Fo �  возрас-

тание давления по длине трубопровода во времени не сопровождается возникнове-
нием его скачков – давление с течением времени плавно повышается вплоть до дос-
тижения стационарного состояния, при котором давление по всей длине трубопро-
вода устанавливается равным давлению на входе р = р1. Отметим, что 0,07Fo �  (при 
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310648,6Fo ���r ; км82�l ) соответствует времени c46,10t �  при турбулентном 

режиме течения и c28,1t �  при ламинарном режиме. 

Для очень малых значений rFo  (длинные трубопроводы или трубопроводы с 

большим гидравлическим сопротивлением) скачок давления наблюдается лишь на 
незначительном по длине участке трубопровода вблизи сечения lx �  и при малых 

значениях времени. Например, при 710Fo ��r  скачки давления практически закан-

чиваются при 601Fo �� . Фронт гидравлического возмущения для данного момента 
времени перемещается лишь на величину 003,0�� , что составляет 0,3 % от всей 

длины трубопровода.  

На всей остальной части трубопровода при 601Fo ��  повышение давления про-
исходит без скачков вплоть до достижения стационарного состояния, когда давление 
в сечении lx �  )0( ��  становится равным давлению, заданному граничным услови-

ем первого рода в сечении 0�x  )1( �� . Решение задачи (15) – (19) на временном 

участке ���� Fo10 6  (при 710Fo ��r ) полностью совпадает с классическим точным 

аналитическим решением параболического уравнения теплопроводности вида (47) 
при симметричных граничных условиях первого рода [7]. Значения rFo , близкие к 

нулевым, могут быть в следующих случаях: большая длина трубопровода; высоко-
вязкая жидкость; большое значение коэффициента гидравлического сопротивления. 

 

�

�  

Р и с. 1. Распределение давления в трубопроводе при 310648,6Fo ���r  

 
При дальнейшем увеличении времени наблюдается обратная волна гидравличе-

ского возмущения со скачком давления в сторону, противоположную скачку давле-
ния в прямой волне. По сути это скачок давления, вызывающий гидравлический 
удар. Причем давление в обратной волне может превышать давление, заданное на 
входе в трубопровод. С увеличением времени участки трубопровода, на которых на-
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блюдается превышение давления по сравнению с давлением атм1001 �p , переме-

щаются по направлению к точке, где задано это давление, то есть к точке 1�� . 

С увеличением времени наблюдается периодическое изменение давления в каж-
дой точке трубопровода вплоть до наступления стационарного состояния, при кото-
ром давление по всей длине трубопровода становится равным давлению 

атм1001 �p , заданному на входе. 
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Р и с. 2. Распределение давления в трубопроводе при For = 1662, n = 100 

(n – число членов ряда решений (31), (42)) 
 

 

Р и с. 3. Распределение давления в точке ξ = 0  
во времени Fo при For = 1662 (n = 100) 
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