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Настоящее исследование посвящено моделированию процесса заводнения в двояко-

периодической области, а именно решению задачи о продвижении фронта вытес-

нения нефти водой на площади элемента выбранной двоякопериодической (рядной, 

площадной) схемы расстановки скважин. Совместное течение жидкостей описы-

вается моделью поршневого вытеснения: физические свойства воды и нефти пола-

гаются различными, а слой водонефтяного контакта (ВНК) – бесконечно тонким, в 

связи с чем ВНК совпадает с фронтом вытеснения.  
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ди.  

Введение и актуальность исследования, его цели и задачи 
Заводнение – первый в истории вторичный метод нефтедобычи и одна из ста-

рейших технологий в нефтяном промысле, доказавшая свою эффективность за 
десятилетия применения: с ее помощью, к концу XX – началу XXI вв. осуществ-
лялась добыча 90 % «черного золота» в РФ [1] и 50 % в США [2, 3]. Основная 
идея заводнения заключается в закачке в нефтеносный пласт так называемого 
вытесняющего агента (обычно воды): нагнетаемая с поверхности жидкость вос-
станавливает упавшее пластовое давление, в то время как между ней и ранее не-
освоенной нефтью формируется фронт вытеснения, проталкивающий нефть в 
сторону добывающих скважин.  

Одним из ключевых аспектов обсуждаемой технологии является геометрия 
взаимной расстановки добывающих и нагнетательных скважин на территории 
нефтеносного пласта, соотношение их числа и мощности: задачи, включающие 
подобный теоретический анализ, остаются актуальными и в наше время.  

Прогнозирование хода заводнения, анализ его качественных и количествен-
ных характеристик при различных схемах расстановки скважин – цель настояще-
го исследования: для ее достижения была поставлена и решена задача о монито-
ринге водонефтяного контакта (ВНК) в процессе вытеснения нефти нагнетаемой 
водой. В результате был разработан программный комплекс для сравнительного 
анализа различных схем расстановки скважин: геометрия схем заводнения явля-
ется одним из входных параметров программы. Основанный на решении задачи 
о мониторинге ВНК (фронта вытеснения), программный комплекс позволяет 
проводить как качественное, так и количественное сравнение схем расстановки 
скважин: в качестве выходных данных можно назвать картины заводненной об-
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ласти, позволяющие оценить характер вытеснения нефти в различные моменты 
времени, а также время начала обводнения добывающих скважин и коэффициент 
охвата по площади (Кохв

1). Необходимым условием предлагаемого решения явля-
ется допущение о гладкости фронта вытеснения в процессе его мониторинга: в 
связи с этим получение результатов возможно только до момента начала обвод-
нения добывающих скважин, т. е. окончания «безводного» периода добычи [1].  

 
Задача о мониторинге ВНК: постановка и решение 
Настоящее исследование основано на результатах, полученных в работе [4], и 

обобщает ранее построенное решение аналогичной задачи на случай так называ-
емого поршневого вытеснения.  

В рамках решаемой задачи нефтеносный пласт полагается однородным, плос-
ким, бесконечным, фиксированной толщины; добывающие и нагнетательные 
скважины, разрабатывающие моделируемое месторождение, размещаются на его 
поверхности повторяющимися наборами, образующими ячейки двоякопериоди-
ческой решетки. Благодаря двоякой периодичности совместная фильтрация жид-
костей протекает одинаковым образом во всех ячейках решетки: в связи с этим 
область исследования может быть сужена до одной ячейки. Указанная модель 
пласта и схема размещения скважин были описаны в работах [4, 5] и использова-
лись в рамках настоящего исследования без изменений: как и в предыдущем слу-
чае, все вычисления производятся в комплексной плоскости.  

Основное отличие настоящей задачи от ее предшественницы [4] заключается 
в применении модели поршневого вытеснения нефти водой, что позволяет учесть 
различия в физических свойствах жидкостей. Указанное изменение значительно 
усложняет процесс решения задачи о мониторинге ВНК, в то же время заметно 
приближая модельные представления к реалиям нефтедобытчиков. В рамках 
настоящего исследования допускается различие в вязкостях (�) нефти (oil) и во-
ды (water): из-за разницы в физических свойствах жидкостей наблюдается раз-

рыв касательной компоненты tV  комплексной функции скорости )(zV  (далее 

будет использована ее комплексно-сопряженная форма )(zV ) на ВНК. При этом 

нормальная компонента nV скорости и давление p сохраняют непрерывность:  
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В связи со скачком значений )(zV , обусловленным разрывом касательной 

компоненты, возникла необходимость в определении функции скорости на ВНК. 
Также разумным представляется проводить дальнейшие рассуждения в системе 
координат ),( nt , образуемой векторами касательной и нормали, связанными с 

точками фронта вытеснения z(x,y) так, как показано на рис. 1a: здесь ВНК пред-
ставлен замкнутым контуром L, разделяющим области, занятые водой (WATER) 
и нефтью (OIL). При этом комплексная функция скорости примет вид 

� � �i
ntyx eziVzVziVzVzV ����� )()()()()( , где угол α связан с точкой z (см. рис. 1a).  

Рассмотрим вид )(zV  на контуре L: она представляет собой полусумму значе-

ний скоростей фильтрации со стороны воды и нефти: 
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где oilwater ��� /�  – величина, обратная коэффициенту подвижности M. Вид 

функции скорости во многом определил необходимость учитывать как скачок 
значений касательной компоненты на ВНК, так и двоякую периодичность иссле-
дуемой области:  
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Рис. 1. Положение векторов ),( nt ,
 
связанных с выбранной точкой z(x,y), на ВНК (a) 

и схема разбиения контура L (б) для вычисления сингулярного интеграла 
(см. уравнение 4) 

 
Здесь )(z�  представляет собой функцию скорости, полученную в [4] для 

двоякопериодической схемы заводнения:  
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где n1 и n2 – число добывающих (мощности Qu) и нагнетательных (мощности Qw) 
скважин соответственно, размещенных в точках zu и zw (u и w – индексы сумм) 
ячейки двоякопериодической решетки; 
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�� ��  – числовые параметры, обеспечивающие двоякую 

периодичность )(z�  [6, 7];  

� – площадь ячейки;  
h – толщина пласта;  
ω – узел двоякопериодической решетки (� = m�1 + n�2/ ��nm, ).  

Применяя для (3) формулы Сохоцкого – Племеля, можно получить выражения 

для )(zV
water

, )(zV
oil

 и далее для функции 

��� iwater
t

oilwater
ezVzVzVz ����� ]1)[()()()( . Согласно (2) для вычисления значений 

скорости )(zV  на ВНК достаточно определить касательные 
water

tV  и нормальные 
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water

nV  компоненты скорости со стороны воды, которые находятся из следующе-

го интегрального уравнения:  
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где угол ��связан с точкой на контуре L, определяемой переменной τ.  
При решении (4) следует перейти от контурного интеграла к определенному, 

для чего удобно воспользоваться естественной параметризацией, как показано на 

рис. 1б: здесь каждой точке kz  соответствует значение ks параметра длины дуги, 

т. е. )( kk szz � . Для вычисления сингулярного интеграла, входящего в состав (4), 

использовался комплексный метод граничных элементов (схема разбиения гра-
ницы L показана на рис. 1б) с линейной аппроксимацией подынтегральной функ-
ции: при этом сингулярная часть бралась в смысле главного значения Коши, а 
для построения квадратурных сумм использовалась формула трапеций. 

Мониторинг ВНК осуществлялся посредством вычисления траекторий z(t) от-
слеживаемых частиц (трассеров): объединение положений трассеров в выбран-
ный момент времени t образует фронт вытеснения. Для определения траектории 
отдельной частицы z использовалась система уравнений из работы [4] (с учетом 
выражения (2) для определения функции скорости на ВНК):  
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Здесь m – пористость пласта; z0 – центр призабойной зоны радиуса rw нагнета-
тельной скважины, сквозь которую в месторождение поступает вода. Изначально 
все отслеживаемые частицы размещаются вокруг ствола скважины на равном 
удалении от центра: угол � указывает на точное местоположение трассера отно-
сительно центра z0 колонны, а величина �� определяет суммарное число трассе-
ров. Для решения системы (5) применялись методы Рунге – Кутты, модифициро-
ванные для использования в комплексной плоскости.  

 
Результаты расчетов 
В рамках настоящего исследования были проведены два численных экспери-

мента: опыты проводились с целью сравнить результаты, получаемые в рамках 
моделей разноцветных жидкостей и поршневого вытеснения, а также оценить 
влияние различия в вязкостях воды и нефти на эффективность заводнения. Для 
экспериментов были задействованы пятиточечная, лобовая рядная, семиточечная 
и девятиточечная схемы расстановки скважин. Суммарные дебиты добычи и за-
качки принимались равными, число отслеживаемых трассеров составило 180, для 
численного решения основной задачи Коши (5) применялась схема Эйлера.  

Первый эксперимент был посвящен сравнению результатов, полученных для 
моделей «разноцветных жидкостей» и поршневого вытеснения: физические 
свойства воды и нефти полагались одинаковыми. Часть результатов эксперимен-
та представлена в табл. 1: здесь перечислены значения времени � прорыва воды в 
добывающие скважины, а также коэффициента (Кохв) охвата по площади. Для 
большей наглядности таблица дополнена столбцом данных о Кохв из монографии 
Ф. Крэйга [8] для коэффициента подвижности, равного единице. 

Сравнительный анализ показывает хорошее соответствие количественных ре-
зультатов, полученных в рамках применения обеих моделей; также было зафик-
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сировано визуальное сходство картин заводненной области для всех четырех ис-
следованных схем расстановки скважин. Полученные графические данные каче-
ственно соответствуют результатам как математического моделирования [9], так 
и физических экспериментов [10], описанных другими авторами.  

Таблица 1 

Результаты подсчетов � и Кохв для нескольких схем заводнения 

Схема заводнения 

Данные о � и Кохв, полученные из разных источников 

 Разноцветные  
жидкости 

 Поршневое  
вытеснение 

 Ф. 
Крэйг 

� Кохв, % � Кохв, % Кохв, % 

Пятиточечная обращенная  2288 72 2304  72,5 70 

Лобовая рядная 1815 57 1820 57,2 58 

Семиточечная обращенная  1539  74,6 1548 75,2 73 

Девятиточечная обращенная 1108 52,3 1108 52,7 55 
 

Целью второго эксперимента стала оценка влияния различия в вязкостях на 
эффективность процесса заводнения: в рамках опытов физические свойства воды 
и нефти полагались различными. Известно [1, 8], что с увеличением разницы в 
вязкостях воды и нефти наблюдается уменьшение нефтеотдачи из-за растущей 
нестабильности процесса заводнения. Кроме того, возможно проявление эффек-
та, называемого «вязким пальцами» [11, 12], при котором нагнетаемая вода 
«пронзает» нефтяную область острыми мысами (пальцами), оставляя за собой 
неосвоенные нефтяные запасы. Рис. 2 демонстрирует указанный эффект для чет-
верти элемента пятиточечной (обращенной) схемы заводнения: изображение 
слева соответствует картине «вязких пальцев», полученной в рамках настоящего 
исследования, изображение справа – данным из работы [12] (Figure 6a в цитиру-
емой работе). Таким образом, описанный эффект был обнаружен в ходе второго 
численного эксперимента при определенных значениях параметра �, индивиду-
альных для каждой схемы заводнения. Следует отметить, что вопрос неустойчи-
вости ВНК не является предметом настоящего исследования и может быть изу-
чен в будущем.  

Часть результатов второго эксперимента представлена ниже. На рис. 3 изоб-
ражена заводненная область для семиточечной и девятиточечной (обращенных) 
схем расстановки скважин в момент прорыва воды τ и для различных отношений 
вязкостей �: на картинах представлены окрестности добывающих скважин (бе-
лые круги), в сторону которых движется фронт вытеснения (траектории частиц 
жидкости обозначены белым). При сравнении изображений виден схожий харак-
тер изменений в форме мысов, образуемых нагнетаемой водой: подобный харак-
тер изменений наблюдается для всех четырех исследованных схем заводнения. 

Значения Кохв, подсчитанные в рамках второго эксперимента для всех четырех 
схем заводнения, приведены в табл. 2; для наглядности столбцы данных также 
дополнены результатами Ф. Крэйга [8] для коэффициента подвижности M=1. В 
рамках настоящего исследования �� /1M . Аббревиатура VF (viscous fingers) 
указывает на появление «вязких пальцев» для выбранной схемы заводнения, из-
за чего дальнейший мониторинг ВНК для данного значения � невозможен. 

 



170 

  

Рис. 2. Пример «вязких пальцев» для четверти элемента пятиточечной  
обращенной схемы заводнения  

 
 

  
 

 �= 1 �= 1539    �= 1/4 �= 1317  
 

  
 

 �= 1 �= 1108    �= 1/4 �= 928 

Рис. 3. Картины заводненной области для семиточечной и девятиточечной  
(обращенных) схем расстановки скважин при различном отношении  

� вязкостей воды и нефти  
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Таблица 2 

Значения Кохв при различном отношении вязкостей воды и нефти, % 

Схема заводнения Величина Кохв при различных значениях � 

 Ф. Крэйг � = 1  � = 1/2 � = 1/3 � = 1/4 

Пятиточечная 70 72,5 63,5 60 VF 

Лобовая рядная 58 57,2 47 VF VF 

Семиточечная 73 75,2 68,5 65,3 63,3 

Девятиточечная 55 52,7 48 45,5 44 

 
Результаты эксперимента подтверждают выводы, сделанные другими автора-

ми: с увеличением разницы в вязкостях наблюдается сокращение «безводного» 
периода нефтедобычи и уменьшение площади, охватываемой заводнением, что 
негативно сказывается на нефтеотдаче.  
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The main content of that research is waterflooding process modeling in dual-periodical 
area: to reach that goal there was defined and solved oil displacement task in element’s 

area of dual-periodical waterflooding scheme. It was used pistonlike displacement pattern 
to describe joint water-oil filtration process: according to that pattern the water-oil con-
tact’s thickness is supposed infinity thin and the both liquids are defined physically differ-
ent.  

Keywords: waterflooding, dual periodical lattice, pistonlike displacement, oil-water con-
tact, production well filling, areal sweep efficiency. 
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