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Объектом управления является процесс индукционного нагрева металлических по-

луфабрикатов перед последующими операциями пластической деформации. Сфор-

мулированы и решены задачи оптимального по типовым критериям качества 

управления процессом нагрева с чебышевской оценкой конечных температурных со-

стояний. Параметрическая оптимизация алгоритмов оптимального по быстродей-

ствию, точности нагрева и расходу энергии управления проведена с помощью аль-

тернансного метода оптимизации систем с распределенными параметрами, разра-

ботанного в СамГТУ. В качестве примеров рассматриваются решения поставлен-

ных задач оптимального управления процессами индукционного нагрева массивных 

цилиндрических алюминиевых заготовок. В оптимизационную процедуру интегриро-

вана двумерная численная модель взаимосвязанных электромагнитных и тепловых 

полей, построенная на базе специализированного конечно-элементного пакета 

Cedrat FLUX. 
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Введение 
В настоящее время традиционные и инновационные технологии, в которых 

применяется индукционный нагрев, заняли прочное место в различных отраслях 
промышленности. В последние три-четыре десятилетия индукционные нагрева-
тельные установки (ИНУ) находят все более широкое применение на практике 
благодаря ряду преимуществ перед нагревательными агрегатами других типов: 
возможности интенсивного высокоскоростного локального нагрева, эффективно-
сти применения в массовом производстве, повторяемости процесса и его гаран-
тированному качеству, сравнительной простоте автоматизации, высокой степени 
надежности, пониженным затратам на обслуживание и эксплуатацию, встраива-
емости в общую технологическую линию, экологической безопасности, ком-
пактности и др. 

Промышленные процессы сквозного индукционного нагрева металлических 
заготовок до требуемой температуры по всему объему нагреваемых тел широко 
используются для термообработки металлов перед последующими технологиче-
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скими операциями пластической деформации при ковке, штамповке, прокатке, 
прессовании и т. д. 

Актуальность решения задач оптимального управления (ЗОУ) процессами 
сквозного индукционного нагрева напрямую связана с постоянно возрастающей 
потребностью в повышении экономической эффективности и конкурентоспособ-
ности производственных процессов. Проблема достижения предельных каче-
ственных показателей процессов нагрева может быть решена с помощью опти-
мизации режимов работы и конструктивных характеристик периодических ИНУ 
по соответствующим критериям оптимальности. 

 
1. Модельные ЗОУ процессом индукционного нагрева 
Процесс индукционного нагрева цилиндрических заготовок перед обработ-

кой давлением, рассматриваемый в качестве объекта управления с распределен-
ными параметрами (ОРП), в самом общем виде может быть описан взаимосвя-
занной системой уравнений Максвелла и Фурье: 
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где H  – вектор напряженности магнитного поля; )(T�  – электрическая прово-

димость; T  – температура; E  – вектор напряженности электрического поля; D  – 

вектор плотности электрического потока; t  – время; B  – вектор плотности маг-
нитного потока; )(T� , )(Tс , )(T�  – соответственно удельная теплоемкость, 

плотность и коэффициент теплопроводности нагреваемого металла; V  – вектор 
скорости перемещения заготовки; ];0[ Rr�  и ];0[ Ll �  – соответственно ради-

альная и продольная пространственные координаты, R  – радиус заготовки, L  – 
длина заготовки. 

Уравнение (2) с соответствующими краевыми условиями описывает темпе-
ратурное распределение ),,( tlrT  по объему нагреваемого тела, которое рассмат-

ривается в качестве распределенной функции состояния ОРП [1, 2]. 
Поскольку основной целью процесса нагрева является получение заданных 

температурных кондиций, в большинстве практических случаев требования к 
конечному состоянию объекта формулируются с помощью задания максимально 
допустимой величины �  отклонения температурного распределения ),,( tlrT  в 

конечный момент процесса нагрева 0tt �  от заданного температурного распре-

деления ),(* lrT : 
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Условие (3) означает, что в конце процесса нагрева температура в каждой 
точке по объему нагреваемого тела должна отличаться от требуемого значения 
не более чем на величину � . 

В качестве сосредоточенного управляющего воздействия рассмотрим 
напряжение индуктора )(tu , которое связано нелинейной функцией 



150 

)),,(),,,(( tlrTtlrHf , определяемой по сопротивлениям схемы замещения «ин-

дуктор – металл», с напряженностью ),,( tlrH  магнитного поля на поверхности 

нагреваемого тела, которая, в свою очередь, может быть получена в результате 
решения электромагнитной задачи. Ограничение на управляющее воздействие 

)(tu  задается в виде диапазона его возможного изменения, в пределах допусти-

мых границ 0min �u  и constu �max : 

 ).;0(,)( 0
maxmin ttutuu ���  (4) 

В каждой конкретной производственной ситуации необходимо произвести 
обоснованный выбор критерия оптимальности работы ИНУ. Применительно к 
установившимся режимам работы типовые критерии качества учитывают такие 
основные характеристики ИНУ, как производительность, качество продукции, 
энергетические затраты. 

В случае, когда требуется обеспечить максимальную производительность 
ИНУ при заданных температурных кондициях нагреваемых изделий, в качестве 
критерия оптимальности выступает критерий быстродействия, минимизирую-

щий длительность процесса нагрева 0t : 
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При необходимости достижения равномерных структурных свойств матери-
ала заготовки по ее объему и наименьшего разброса температурных кондиций 
заготовок от одного цикла обработки к другому достижение максимальной точ-
ности нагрева при наличии резерва времени обеспечивает критерий, который 
может быть представлен в следующем виде: 
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Во многих случаях основную статью себестоимости процессов нагрева пред-
ставляют энергетические затраты (расход энергии на нагрев), которые в этом 
случае и следует рассматривать в роли критерия оптимальности, представляемо-
го в интегральной форме: 
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где )(tP  – закон изменения во времени потребляемой ИНУ мощности. 

Рассмотрим наиболее простой идеализированный вариант ЗОУ с полным 
объемом информации об ОРП и предъявляемым к нему требованиям, считая, что 
возмущающие воздействия отсутствуют, и не учитывая период транспортировки 
изделия к деформирующему оборудованию и технологические ограничения. То-
гда можно сформулировать следующую общую постановку ЗОУ. 

Требуется найти такой алгоритм изменения управляющего воздействия 
)(tuопт  во времени, который обеспечивает перевод рассматриваемого ОРП, 

функция состояния которого ),,( tlrT  описывается уравнениями (1)-(2) с соот-

ветствующими краевыми условиями, из заданного начального состояния в тре-

буемое конечное состояние ),(* lrT  с допустимой абсолютной точностью � , со-
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гласно (3), при минимально возможном значении выбранного критерия опти-
мальности из набора (5)-(7) в условиях заданных ограничений на управляющее 
воздействие вида (4). Для простоты будем далее считать начальное температур-
ное состояние равномерным, принимая ;),()0,,( 00 constTlrTlrT ���  ];,0[ Rr�  

].,0[ Ll �  

Рассмотрим возможные постановки и методики решения задач оптимального 
по критериям (5)-(7) управления процессом индукционного нагрева металличе-
ских заготовок цилиндрической формы перед последующей обработкой давле-
нием. 

 
Задача оптимального по быстродействию управления 
Данная задача, представляющая собой простейшую, но характерную и пред-

ставительную ЗОУ ПИНМ, может быть сформулирована следующим образом. 
Требуется найти такой закон изменения во времени оптимального управляющего 

воздействия )(tuопт , стесненного ограничением (4), который обеспечивает за 

минимально возможное время перевод объекта из заданного начального состоя-

ния в требуемое конечное ),(* lrT  с заданной точностью � , согласно (3), в усло-

виях моделирования температурного поля уравнениями (1)-(2). 
Используя методы теории оптимального управления системами с распреде-

ленными параметрами, можно показать [3-5], что в рамках сформулированной 
нелинейной задачи оптимальное по быстродействию управление 

],0[),( 0tttuопт �  есть релейная функция времени t , принимающая попеременно 

только свои предельно допустимые, согласно (4), значения maxu  и 0min �u , и, 

следовательно, оптимальный процесс состоит из чередующихся интервалов 
нагрева с максимальной интенсивностью и последующего выравнивания темпе-
ратур: 
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Число 1�N  интервалов управления однозначно определяется заданной точ-
ностью нагрева �  и возрастает с уменьшением � , а оптимальное управление за-
ведомо задается с точностью до числа N и длительностей N21 ...,,, ���  указан-

ных интервалов, конкретные значения которых изначально неизвестны и должны 
быть найдены в процессе последующего расчета. Тем самым задача оптимально-
го по быстродействию управления параметризуется, т. е. сводится к поиску па-

раметров Nii ,1),( ���Δ , однозначно характеризующих искомое управление 

)(tuопт , которое можно теперь записать следующим образом: 
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При управляющем воздействии вида (9) температурное поле в конце процес-

са нагрева при 0tt �  в любой точке по объему заготовки при заданной началь-
ной температуре и известных тепловых потерях зависит только от величин 

Nii ...,,2,1, �� , т. е. ),,( 0tlrT  описывается зависимостью ),,( ΔlrT  от пере-

менных lr,  и Δ . 
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Тогда условие (3) достижения заданных конечных температурных кондиций 
записывается в виде 

 .),,(max)( 0
*

];0[];;0[
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LlRr
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Дальнейшая задача сводится к определению таких длительностей 

Nii ,1, �� , чередующихся интервалов нагрева и выравнивания температур, ко-

торые обеспечивают выполнение условия (10) за минимально возможное время, 
очевидно, равное сумме всех i� . Тогда в роли критерия оптимальности выступа-

ет эта сумма: 

 .min)(
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В итоге исходная задача оптимального по быстродействию управления сво-
дится к задаче математического программирования (ЗМП) на минимум целевой 

функции (11) N переменных i�  с бесконечным числом ограничений, записывае-

мых в форме требования (10), предъявляемого к конечному температурному со-
стоянию ОРП, описываемому уравнениями (1)-(2).  

В свою очередь ЗМП (10)-(11) может быть решена с помощью альтернансно-
го метода оптимизации ОРП применительно к моделям конкретных технологи-
ческих ПИНМ рассматриваемого класса. 

 
Задача на максимум точности нагрева 
Одним из типовых критериев оптимизации, наряду с критерием быстродей-

ствия, является точность достижения за заданное время требуемых конечных 
температурных кондиций, которая оценивается по абсолютному отклонению �  
результирующего температурного распределения от требуемой температуры, 
согласно (3). 

В данной задаче требуется найти такой закон изменения во времени опти-
мального управляющего воздействия )(tuопт , стесненного ограничением (4), 

который обеспечивает нагрев заготовки от начальной температуры до состояния, 
соответствующего минимальному значению критерия (6), за заданное время 

процесса 0t  в условиях моделирования температурного поля уравнениями (1)-
(2). 

Можно доказать [1, 2], что в задаче на максимум абсолютной точности 
нагрева за заданное время параметризованное оптимальное управление имеет 
вид (9), как и в задаче быстродействия. В итоге эта задача сводится к ЗМП 
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на минимум целевой функции )(ΔI  с ограничением на )(Δ� , решение которой 

совпадает с решением задачи (10)-(11) [1-2].  
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Задача на минимум расхода энергии 

Одним из важнейших критериев оптимизации является расход энергии (7) на 
нагрев заготовок до заданной температуры с заданной точностью. Аналогично 
приведенным выше постановкам задач оптимального быстродействия и макси-
мальной точности нагрева, задача оптимального по расходу энергии управления 
ПИНМ может быть сформулирована следующим образом. 

Требуется найти такой закон изменения во времени оптимального управля-
ющего воздействий )(tuопт , стесненного ограничением (4), который позволяет 

получить в конце процесса нагрева требуемое распределение температуры 

),(* lrT  с заданной точностью � , согласно (3), при минимально возможном зна-

чении критерия (7) в условиях моделирования ОРП уравнениями (1)-(2). 
Необходимые условия оптимальности в форме принципа максимума Понт-

рягина [1, 2] устанавливают однотипный («двухпозиционный») характер опти-
мальных управлений по мощности внутреннего тепловыделения периодически-
ми процессами индукционного нагрева по критериям быстродействия и энерго-
затрат. Данный вывод может быть распространен на рассматриваемую двумер-
ную нелинейную задачу [6], т. е. оптимальным по расходу энергии при заданной 
точности �  будет алгоритм управления )(tuопт  такого же вида, как и для опти-

мального по быстродействию процесса, с чередующимися интервалами нагрева 
при максимальной мощности и отключения индуктора от источника питания. 
При этом в целом ряде ситуаций управляющим воздействиям вида (9) в задачах 
оптимального по быстродействию и по расходу энергии управления соответ-
ствуют различные длительности Nii ...,,2,1, �� , и числа N интервалов посто-

янства. 
Для рассматриваемой задачи при использовании управляющего воздействия 

вида (9) критерий (7) превращается в сумму длительностей всех нечетных интер-
валов управления (вместо суммы (11) длительностей всех интервалов в задаче 
оптимального быстродействия) [1-2].  

Тогда условия достижения заданных конечных температурных кондиций 
(10) в совокупности с критерием оптимальности приводят к следующей ЗМП: 

.),(),,(max)(;min)( *

];0[];;0[
...,,5,3,1

1

1

�������
��

�
� lrTylTФI

LyRl

N

Ni

iЭ ΔΔΔ
Δ

 (13) 

Зависимости ),,( ΔlrT  от l , r  и Δ  в задачах (10)-(11), (12), (13) могут быть 

найдены с помощью численных двумерных электротепловых моделей ПИНМ, 
либо в линейном приближении в явной аналитической форме разложения 

),,( ΔlrT  в ряд по собственным функциям соответствующей краевой задачи. 

К виду ЗМП (10)-(11), (12), (13) приводится и целый ряд других параметри-
зуемых задач оптимизации процессов индукционного нагрева металла [1-2]. При 

этом, во-первых, параметры i� , однозначно характеризующие искомые управ-

ляющие воздействия, могут приобретать самый различный физический смысл 
применительно к особенностям каждой конкретной задачи. Во-вторых, в зависи-
мости от содержательной характеристики вектора Δ  изменяются зависимости 
температурного поля от данного вектора, определяемые с помощью моделей 
объекта различного уровня сложности в соответствующем классе управлений. 
Кроме того, применительно к выбранным критериям оптимальности видоизме-
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няются выражения для целевых функций, которые могут существенно услож-
ниться по сравнению с вариантами (5)-(7). 

Принципиальная общая специфика подобных задач сводится к необходимо-
сти учета ограничения вида (4), диктуемого требованиями к конечным темпера-
турным кондициям, или (и) к необходимости минимизации целевой функции 
аналогичного типа, как, например, в задаче (12). Эти особенности приводят к 
большим математическим трудностям при расчетах оптимальных ПИНМ, сво-
димых к решению подобного рода ЗМП. 

Известные формальные способы поиска таких решений традиционно осу-
ществлялись лишь с помощью достаточно сложных специальных численных ме-
тодов общего характера, никак не связанных с конкретным содержанием задачи. 
К настоящему времени разработан новый конструктивный метод решения по-
добных задач, в значительной степени опирающийся на физические свойства ис-
следуемых объектов и открывающий на этом основании большие возможности 
построения достаточно простых и эффективных инженерных методик расчета 
оптимизируемых процессов [1, 2]. 

 
2. Параметрическая оптимизация алгоритмов управления с помощью 

альтернансного метода 
Задачи математического программирования (10)-(11), (12), (13), к которым 

редуцируются сформулированные в разделе 1 модельные задачи оптимального 
по типовым критериям качества (5)-(7) управления, могут быть решены с помо-
щью альтернансного метода параметрической оптимизации ОРП. Данный метод 
опирается на качественные свойства температурных состояний оптимальных 
ПИНМ, подобные известным в математике свойствам наилучших равномерных 
приближений заданных функций к нулю [1, 2]. 

Поскольку альтернансный метод и базирующиеся на нем вычислительные 
процедуры детально описаны в литературе [1, 2, 7-12], ограничимся рассмотре-
нием специфики применения метода в рамках рассматриваемых ЗОУ в условиях 
описания процесса нагрева двумерными нелинейными моделями. 

Оптимальное управление, являющееся решением одной из сформулирован-
ных задач, отличается в каждом рассматриваемом случае от всех других 
N-интервальных управлений вполне определенными длительностями 

00
2

0
1 ...,,, N���  интервалов постоянства, совокупность которых и является реше-

нием одной из ЗМП (10)-(11), (12), (13). 

Оптимальному значению 0Δ  вектора Δ  отвечает, в свою очередь, простран-

ственное распределение температур ),,( 0ΔlrT  в конце оптимального процесса, 

которое должно удовлетворять соответствующим ограничениям и критерию оп-
тимальности рассматриваемой задачи. 

В теории альтернансного метода доказано [1-2], что температурное распре-

деление ),,( 0ΔlrT  отличается от всех других конечных состояний ),,( ΔlrT  при 
0ΔΔ �  рядом свойств, на которых и базируется альтернансный метод.  

Основное свойство результирующего распределения ),,( 0ΔlrT  состоит в 

том, что число K точек � �000 , jjj lrx �  по объему нагреваемой заготовки, в которых 

достигаются предельные допустимые абсолютные отклонения �  конечной тем-

пературы ),,( 0ΔlrT  от требуемой *T , всегда оказывается не меньшим числа N 
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искомых параметров оптимального процесса. Другими словами, если решение 
рассматриваемой оптимальной задачи сводится к определению N параметров, 
однозначно характеризующих оптимальный процесс нагрева, то в конечный мо-

мент времени всегда найдутся такие K точек � �000 , jjj lrx � , 

;...0 00
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1 Rrrr R �����  Llll L ����� 00
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1 ...0 , для которых выполняется сле-
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Здесь )(
min
N� – предельно достижимые отклонения результирующей температу-

ры от заданной в классе управляющих воздействий с N интервалами постоянства, 
составляющие ряд неравенств: 

 ,0...... inf
)(

min
)1(

min
)(

min
)2(

min
)1(

min

*

�������������� � NNN  (15) 

где inf� – предельно достижимая точность нагрева в классе кусочно-постоянных 

управлений вида (9) с любым числом интервалов постоянства. 
Для рассматриваемого класса моделей число интервалов постоянства N оп-

тимального управления однозначным образом связывается с заданным значени-
ем �  правилом: 

 .:всехдля )1(
min0

)(
min

���������� SSSN  (16) 

Основные особенности решения задач с двумерными моделями процессов 
нагрева связаны со сложным характером пространственной конфигурации дву-
мерных температурных полей в конце оптимального процесса, отличающейся 
многовариантными комбинациями расположения по объему нагреваемого тела 

точек � �000 , jjj lrx �  с предельными отклонениями конечной температуры от за-

данной *
kT . Отбор претендентов на роль точек 0

jx  в базовых соотношениях (14) 

альтернансного метода должен производиться в пределах поперечных сечений 
цилиндра, а для поиска самих сечений, в границах которых расположены эти 
точки, следует ввести в качестве дополнительных неизвестных их координаты 

� �00 , jj lr  в расчетные системы уравнений альтернансного метода.  

При выполнении для температурного распределения в конце оптимального 
процесса нагрева основных свойств (14) здесь уже нельзя сформулировать пра-

вило знакочередования отклонений ),,( 0ΔlrT  от заданной температуры *T  в по-

добном одномерному случаю виде. Процедура опознания координат точек 0
jx  и 

знаков температурных отклонений в этих точках приводит к существенным осо-
бенностям вычислительного алгоритма определения оптимальных управляющих 
воздействий, который описан в [1-2, 6, 12]. 
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Указанные свойства (14), аналогии с одномерной задачей, а также непрерыв-

ный характер зависимостей 0Δ  и ),,( 0ΔlrT  от �  и физические свойства нестаци-

онарных температурных полей в ПИНМ в задаче быстродействия приводят к 
возможности построения в каждой из рассматриваемых ЗОУ систем уравнений, 
замкнутых относительно искомых параметров процесса. Решение данных систем 
приводит к решению исходных ЗОУ. 

 
3. Результаты решения задач параметрической оптимизации на базе 

численной двумерной FLUX модели 
Рассмотрим решение сформулированных задач оптимального по типовым 

критериям качества управления процессом сквозного индукционного нагрева на 
частоте 50 Гц алюминиевых цилиндрических слитков диаметром 500 мм и дли-
ной 1000 мм до температуры С�450 . Конструктивные параметры индуктора, со-
стоящего из 69 витков, и цилиндрической заготовки показаны на рис. 1. 

 
  

  
а б 

Рис. 1. Конструктивные параметры индуктора и заготовки, мм: 
а – геометрия индуктора; б – геометрия заготовки 

Конечно-элементный анализ взаимосвязанных электромагнитных и тепло-
вых полей в процессе периодического индукционного нагрева проводится на ба-
зе специализированного пакета FLUX (Cedrat), в котором разработана численная 
двумерная электротепловая модель [13-14].  

Теплофизические свойства алюминия проиллюстрированы графическими за-
висимостями на рис. 2а. Коэффициент лучистого теплообмена – 0,3, коэффици-
ент конвективного теплообмена – 20. На рис. 2б представлено разбиение конеч-
но-элементной сеткой нагревательной системы «индуктор – заготовка», заданной 
конструктивными параметрами, представленными на рис. 1. 

Ограничение на управляющее воздействие )(tu  задается в простой форме 

допустимых границ 0min �u  и Вu 470max �  диапазона его возможного изменения, 

в пределах которого управление может изменяться произвольным образом. 
 

Решение задач оптимального по быстродействию и точности нагрева 

управления 
Поскольку решение задачи (12) оптимального по точности нагрева управле-

ния определяется однозначным образом по решениям ряда задач оптимального 
быстродействия для различных значений � , полученные ниже алгоритмы управ-
ления являются оптимальными одновременно по двум рассматриваемым крите-
риям (5) и (6). 
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а б 

Рис. 2. Теплофизические свойства алюминия (а) и конечно-элементная сетка нагрева-
тельной системы «индуктор – заготовка» (б) 

 
Задача оптимального по быстродействию и максимальной точности управ-

ления была решена для трех различных значений точности нагрева: )1(
min� , )2(

min�  и 

)1(
min0

)2(
min �����  по приведенной в [1-2, 6, 12] методике решения двумерных ЗОУ 

процессом индукционного нагрева заготовок цилиндрической формы.  

При точности нагрева )1(
min��� , согласно основным соотношениям (14) аль-

тернансного метода, оптимальное управление )(tuопт  имеет один интервал 

нагрева длительностью 0
1�  с максимальным значением напряжения источника 

питания maxu . При значениях точности нагрева )1(
min0

)2(
min �������  и )2(

min���  оп-

тимальное управление )(tuопт  является двухинтервальным. В этом случае после 

первого интервала нагрева с максимальным значением напряжения maxu  следует 

интервал выравнивания температуры длительностью 0
2�  при отсутствии напря-

жения на источнике питания. Соответствующие расчетные системы уравнений 
для каждого из рассматриваемых случаев точности могут быть записаны в виде 

(17) – для )1(
min��� , (18) – для )1(

min0
)2(

min �����  и (19) – для )2(
min��� : 
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Расположение точек с максимальной и минимальной температурами по объ-
ему цилиндра в конце оптимального по быстродействию и точности нагрева 
процесса показаны на рис. 3, a–в [1-2, 6, 12]. 

В результате решения систем уравнений (17)-(19), в которых зависимости 
),,( ΔlrT  от r , l  и Δ  рассчитываются по описанной выше численной двумер-

ной электротепловой FLUX модели, получены основные параметры оптималь-
ных по быстродействию и точности нагрева процессов управления, представлен-
ные в таблице: значения точности нагрева для каждого из рассмотренных случа-

ев )1(
min��� , )2(

min���  и )1(
min0

)2(
min ������� , длительности 0

1�  и 0
2�  интервалов 

нагрева и выравнивания температур, расход энергии индE  на нагрев заготовки. 

Вычислительная процедура поиска решений систем уравнений (17)-(19) про-
водилась в режиме диалога с ЭВМ с использованием генерации пробных точек 
решений на описанной электротепловой модели. Оптимальные значения иско-
мых параметров определялись просмотром массива температур в узлах про-
странственной сетки цифровой модели в различные моменты времени процесса. 
Подобный полуавтоматический вычислительный алгоритм позволил значительно 
сократить время вычислений и получить оптимальные решения при минимально 
возможном числе вызовов FLUX модели. 

Результаты решения модельных ЗОУ 

 

Точность 
нагрева 

 

Расчетные параметры оптималь-
ных по быстродействию и точно-

сти ПИНМ 

Расчетные параметры оптималь-
ных по энергосбережению ПИНМ 

С0,�  сек,0
1�  сек,0

2�  

МДж

Eинд ,
 

С0,�  сек,0
1�  сек,0

2�  

МДж

Eинд ,
 

)1(
min���  85 1552 – 228,8 85 1430 179 207,9 

)1(
min

)2(
min �����  50,8 1640 45 243,4 39,1 1610 164 238,29 

)2(
min���  25,4 1665 158 247,67 25,4 1665 158 247,67 

 
Решение задачи оптимального по расходу энергии управления 
Задача на минимум расхода энергии также была решена для трех различных 

значений точности нагрева: )1(
min� , )2(

min�  и )1(
min0

)2(
min ������� . В данной задаче 

для всех трех значений точности нагрева, согласно альтернансному методу, оп-

тимальное управление )(tuопт  является двухинтервальным. Соответствующие 

системы уравнений для каждого из рассматриваемых случаев точности могут 

быть записаны в виде (20) – для )1(
min��� , (21) – для )1(

min0
)2(

min �������  и (22) – 

для )2(
min��� . Расположение точек с максимальными температурными отклонени-

ями от заданного значения показаны на рис. 3, г–е [15]. 
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Рис. 3. Расположение точек с максимальной и минимальной температурами  
по объему цилиндра: 

а–в – в конце оптимального по быстродействию и точности нагрева процесса: 

a – )1(
min��� ; б – )1(

min0
)2(

min ����� ; в – )2(
min��� ; 

г–е – в конце оптимального по расходу энергии процесса: 

a – )1(
min��� ; б – )1(

min0
)2(

min ������� ; в – )2(
min���  

 
Результаты решения задачи на минимум расхода энергии, полученные с по-

мощью численной FLUX-модели, представлены в таблице. 
Радиальные температурные распределения для значения точности нагрева 

)2(
min0 ��� , представленные на рис. 4, совпадают в задачах на минимум расхода 

энергии, оптимальное быстродействие и максимум точности нагрева. 
На рис. 5-6 приведены сравнительные результаты расчета процессов индук-

ционного нагрева массивного цилиндра, оптимальных по критериям быстродей-
ствия и расхода энергии при изменении требуемой точности нагрева �  в интер-

вале от )2(
min�  до )1(

min� . Согласно представленным данным, именно в этом диапа-

зоне изменения 0�  оптимальные алгоритмы управления по рассматриваемым 

критериям различаются, совпадая лишь на границе диапазона при )2(
min��� . Та-
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ким образом, при )2(
min���  полученный алгоритм оптимального управления яв-

ляется универсально-оптимальным, т. е. оптимальным по всем трем рассматри-
ваемым критериям (5)-(7).  

Полученные зависимости (рис. 5, 6) наглядно показывают, что при переходе 
от алгоритмов, оптимальных по быстродействию, к оптимальным по энергосбе-
режению достигаются возрастающие с уменьшением точности нагрева выигрыш 
по расходу энергии и потери по производительности процесса. 

 

Рис. 4. Распределение температуры по радиусу заготовки в конце оптимального по быст-

родействию, точности и расходу энергии процесса нагрева для точности )2(
min��� :  

1 – в сечении, в котором достигается максимальная температура,  
2 – в сечении, в котором достигается минимальная температура 

 

На рис. 7 представлено температурное распределение по объему заготовки 

для значения точности )2(
min��� , при которой рассчитанный алгоритм управления 

является универсально-оптимальным. 
 
Заключение 
В работе сформулированы задачи оптимального управления процессом пе-

риодического индукционного нагрева цилиндрических заготовок по критериям 
быстродействия, точности нагрева и минимума энергопотребления для трех раз-
личных значений точности нагрева заготовки.  
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Рис. 5. Зависимость длительности процесса от точности нагрева при )1(
min

)2(
min ����� :  

1 – в задаче на минимум энергопотребления; 2 – в задаче оптимального быстродействия 

 

 

Рис. 6. Зависимость расхода энергии от точности нагрева при )1(
min

)2(
min ����� : 

1 – в задаче на минимум энергопотребления; 2 – в задаче оптимального быстродействия 

Исходные задачи редуцируются к задачам математического программирова-
ния, которые решаются на базе альтернансного метода прикладной оптимизации 
системами с распределенными параметрами. Анализ рассчитанных с помощью 
численной двумерной электротепловой модели оптимальных процессов показы-
вает, что при переходе от оптимальных по быстродействию алгоритмов управле-
ния к алгоритмам, оптимальным по расходу энергии, достигается увеличение 
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выигрыша по расходу энергии при уменьшении точности нагрева. При предель-
но достижимой в классе двухинтервальных управлений точности нагрева полу-
ченный алгоритм оптимального управления является универсально-
оптимальным, т. е. оптимальным по всем трем рассматриваемым критериям. 

 

 

Рис. 7. Температурное поле по объему заготовки в конце оптимального по быстродей-

ствию, точности и расходу энергии процесса нагрева для значения точности )2(
min���  
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TWO-DIMENSIONAL PROBLEM OF OPTIMAL WITH RESPECT  
TO TYPICAL QUALITY CRITERIA CONTROL OF THROUGH 
INDUCTION HEATING PROCESSES 

 
Yu.E. Pleshivtseva, A.V. Popov, A.I. Dyakonov� 

Samara State Technical University 
244, Molodogvardeyskaya st., Samara, 443100, Russian Federation 

A process of induction heating of metal billets before hot forming is considered as an ob-
ject to be optimized. Optimal with respect to typical optimization criteria control problems 
are formulated and solved under conditions of Chebyshev's estimations of final tempera-
ture states. Three typical optimization problems are considered: time-optimal control 
problem, problem of maximum heating accuracy and minimum energy consumption prob-
lem. Parametric optimization of control algorithms is based on the developed at SamSTU 
alternance method of optimization of distributed parameters systems. Computational re-
sults for optimal heating of aluminum cylindrical billets are shown as examples of formu-
lated problems solutions. Two-dimensional numerical model of interrelated electromag-
netic and temperature fields has been developed in Cedrat FLUX software and integrated 
in optimization procedure. 

Keywords: induction heating, optimal control, time-optima; problem, heating accuracy, 
minimum of energy consumption, alternance method, numerical model, interrelated elec-
tromagnetic and temperature fields, Cedrat FLUX. 
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