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Рассматриваются изгибные колебания шпинделей металлорежущих станков с уче-

том податливости тела шпинделя и его опор. Отмечены особенности разработки 

динамической модели, связанные с формой шпинделя как вала с участками, несуще-

ственно отличающими по диаметру, существенной разницей величин жесткостей 

передней и задней опор и анизотропией их радиальной жесткости. Для годографа 

жесткости в виде овальности получены аналитические выражения для собствен-

ных частот изгибных колебаний. Показано, что наличие анизотропии жесткостей 

опор шпинделя приводит к появлению диапазона собственных изгибных частот 

шпинделя, существенно затрудняющему проведение диагностических мероприятий. 

На примере конструкции шпиндельного узла токарного станка мод. 16Б16Т1 рас-

смотрены факторы, влияющие на формирование приведенных коэффициентов 

жесткости динамической системы. Представлены результаты оценки влияния 

упругих характеристик опор шпинделя, формируемых при конструировании и при 

сборке на изменение величины и диапазон приведенных коэффициентов жесткости. 

Ключевые слова: шпиндельный узел, изгибные колебания, собственные частоты, 

жесткость, годограф жесткости, анизотропия податливости опор, приведенный 

коэффициент жесткости. 

Повышение точности обработки на металлорежущих станках наряду с уве-
личением диапазона регулирования привода главного движения и конструктив-
ным упрощением шпиндельных узлов диктует необходимость поиска резервов в 
прогнозировании динамических процессов и разработке мероприятий по сниже-
нию возможных резонансных явлений. 

Использование теоретических положений, разработанных для роторных си-
стем [1–6], для исследования динамических процессов в шпиндельных узлах 
требует учета ряда особенностей шпинделей, не нашедших отражения в имею-
щихся моделях. 

Первая особенность состоит в том, что современные шпиндели представля-
ют собой массивные валы с участками, несущественно отличающимися по диа-
метру, что позволяет при рассмотрении динамики шпинделя пренебречь гиро-
скопическими силами и рассматривать шпиндель как вал постоянного сечения. 

Еще одной особенностью шпиндельных узлов является необходимость обес-
печения высокой жесткости шпиндельного узла в зоне обработки, в связи с чем 
радиальная жесткость передней опоры обычно в несколько раз превышает жест-
кость задней. Кроме того, как показывают эксперименты, жесткость опор носит 
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анизотропный характер, то есть не является одинаковой для различных радиаль-
ных направлений. Причем анизотропность может быть постоянной, связанной с 
упругими характеристиками системы «тела качения – наружное кольцо – кор-
пус» и имеющей угловую привязку к корпусу шпиндельного узла, и переменной, 
связанной с вращением шпинделя: система «тела качения – внутреннее кольцо – 
вал». 

Ограничимся рассмотрением годографа в виде овальности, характеристика 
которой оценивается соотношением размеров t  и s  и их ориентацией относи-
тельно координатной системы yoz  (рис. 1). 

 

   
 
Рис. 1. Годограф жесткости    Рис. 2. Ориентация годографов  
в виде овальности     жесткости опор шпинделя  

 
Поскольку выбор координатной системы произволен, будем считать, что 
tmax  и smin  для годографа жесткости совпадают соответственно с координат-

ными осями z  и y . 

Рассматривая анизотропию податливости задней опоры шпинделя, следует 
учесть ее произвольную ориентацию относительно выбранной по передней опоре 
ориентации системы координат (рис. 2). 

Тогда 

  ����� 2222 sincos зzзузу cсс ; ����� 2222 cossin зzзузz cсс .   (1) 

Представим динамическую модель шпиндельного узла как одномассовую с 
массой m , сосредоточенной в точке, определяемой координатами a  и b , совер-
шающую изгибные колебания. Упругие свойства системы учтем изотропной 
упругостью тела шпинделя и анизотропной упругостью каждой из опор (рис. 3), 
где zy;  – смещение массы m ; зп cc ;  – жесткость передней и задней опор соот-

ветственно; попо zy ;  – смещения оси шпинделя в передней опоре; зозо zy ;  – сме-

щения оси шпинделя в задней опоре. 
Для определения собственных частот воспользуемся энергетическим мето-

дом. 
Используя уравнения Лангранжа второго рода и учитывая, что потенциаль-

ная энергия системы будет складываться из потенциальной энергии деформации 
опор и шпинделя, получим 
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где c  – жесткость упругой изгибной деформации шпинделя в точке расположе-
ния массы m ;  

oo yz ;  – перемещения массы m  вследствие деформации опор (рис. 4): 
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 Рис. 3. Динамическая модель    Рис. 4. Перемещения массы m   
 изгибных колебаний шпинделя    вследствие деформации опор  

 
При пyзy сс ��  и пzзz сс ��  обобщенных координат остается всего четыре 

);;;( позопозо yyzzzy �� , и при ba � , учитывая (3), получим  
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Полученная система (4) совпадает с системой, разработанной для случая 
ba �  и анизотропных, но одинаковых опор [7]. 
Рассматривая третье и пятое уравнения системы (2), получим  

�oz z

cAc
a

ba

cA

пz �
�

,     (5) 

где  
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Подставив выражение (5) в первое уравнение системы (2), получим  

0�� zczm z�� ,      (7) 

где zc – приведенный коэффициент жесткости: 
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Из уравнения (7) можно найти собственные частоты: 

m

cz
z �� .      (9) 

Используя второе, четвертое и шестое уравнения системы (2), получим вы-
ражения для координаты y : 
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Из выражения (8) при ba �  и пzзz сс �� легко получается приведенный коэф-

фициент жесткости для симметричного расположения массы и одинаковых опор, 
рассмотренный в [7]: 
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Преобразуем выражения (8) и (10), подставив в них соответственно (6) и 
(11): 
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Таким образом, приведенный коэффициент жесткости по соответствующей 
координате и соответственно собственная частота изгибных колебаний зависят: 

– от расположения центра масс по длине шпинделя (значение 
ba

b

�
); 

– от жесткости передней опоры ( пzс  или пyс ); 

– от соотношения жесткостей передней и задней опор ( зzпz cc �  и зyпy cc � ); 

– от соотношения жесткостей передней опоры и тела шпинделя ( сcпz  и 

сcпy ). 

Учитывая овальность годографа жесткости, следует отметить, что приведен-
ный коэффициент жесткости и собственная частота изгибных колебаний будут 
меняться по мере вращения шпинделя при повороте на 90�: 
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Разработка 3D-модели шпиндельного узла токарного станка мод. 16Б16Т1, у 
которого �� ba 365 мм, позволила определить массу вращающегося ротора m , 
положение центра тяжести ( a , b ) и жесткость тела шпинделя с  для двух случа-
ев:  

– модель I – тело шпинделя ( m = 20,9 кг; �a 180 мм; �b 185 мм; �с

2,49 � 105 Н/мм); 
– модель II – тело шпинделя с шестерней перебора, полумуфтой и патроном 

(m = 56,5 кг; �a 354 мм; �b 11 мм; �с 182 � 105 Н/мм). 
Жесткость опор шпинделя токарного станка мод. 16Б16Т1, рассчитанная по 

зависимостям, приведенным в [8], составила соответственно �пс 871612 Н/мм; 

�зс 375150 Н/мм.  

Обозначая овальность годографов жесткости передней опоры через 

пyпz ссW � и задней – через зyзz ссV �  и считая, что значения жесткостей опор 

пс  и зс  связаны с предельными значениями выражениями 

2

пz
с

пy
с

п
с

�
� ; 

2

зz
c

зy
c

з
с

�
� , 

получим 
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Подставив (15) в выражения (12) и (13), получим значения приведенных ко-
эффициентов жесткости по соответствующим осям: 
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Таким образом, полученные выражения учитывают форму годографа жест-
кости передней опоры (параметр W ) и форму и ориентацию годографа жестко-

сти задней опоры (параметры зус�  и зzс� ). 

Так как ориентация годографа жесткости задней опоры носит случайный ха-

рактер, то зус�  и зzс�  могут принимать любые значения в диапазоне от 
V

cз

�1

2
 до 

V

Vc з

�1

2
. 

Таким образом, приведенные коэффициенты жесткости имеют не фиксиро-
ванное значение, а определяются некоторым диапазоном, связанным с возмож-

ным варьированием W  и зус�  (или зzс� ). 

Результаты расчета приведенных коэффициентов жесткости шпиндельного 
узла токарного станка мод. 16Б16Т1 для обеих расчетных моделей приведены в 
таблице. 

Приведенные коэффициенты жесткости (Н/мм) шпиндельного узла  
токарного станка мод. 16Б16Т1 

3D-модель 
zс  yc  

min  max  min  max  

I 1,88 · 105 2,11 · 105 1,83 · 105 2,08 · 105 

II 8,80 · 105 11,55 · 105 5,96 · 105 8,80 · 105 

 
Объединенный диапазон изменения приведенного коэффициента жесткости 

(Н/мм) по осям y  и z  (изменения ус  и zс ) составляет для модели I – 

1,83 · 105...2,11 · 105, а для модели II – 5,96 · 105...11,55 · 105. 
Так как изменение приведенного коэффициента жесткости для расчетных 

моделей связано не только с изменением положения центра тяжести, но и с из-
менением массы шпинделя, то оценим собственные частоты изгибных колебаний 
� , Гц, с учетом диапазонов варьирования приведенного коэффициента жестко-
сти: для модели I диапазон изменения �  составит 2957,00...3174,49; для модели 
II – 3247,96...4519,91. 
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Представляет интерес оценка влияния упругих характеристик опор шпинде-
ля, формируемых при конструировании (выбор конструкции опоры и типа под-
шипников) и при сборке (величина предварительного натяга), на изменение ве-

личины и диапазон приведенных коэффициентов жесткости ус  и zс . 

Для этого были рассчитаны значения ус  и zс  для следующих случаев: 

– при увеличении жесткости передней опоры путем введения для пс  увели-

чивающего коэффициента �К 1,1; 1,2; 1,3; 1,4; 1,5; 

– при увеличении жесткости задней опоры путем введения для зс  увеличи-

вающего коэффициента �К 1,1; 1,2; 1,3; 1,4; 1,5; 
– при одновременном увеличении жесткости обеих опор. 

Результаты сравнения приведенных коэффициентов жесткости ус  и zс  при 

увеличении только жесткости передней опоры и при одновременном увеличении 

жесткости обеих опор путем введения для пс  и зс  увеличивающего коэффици-

ента �К 1,1; 1,2; 1,3; 1,4; 1,5 приведены на рис. 5 и 6. 
 
 

 
    а     б 

Рис. 5. Изменения приведенных коэффициентов жесткости ус  при одновременном уве-

личении жесткости обеих опор (С0Y) и увеличении жесткости только передней опоры 
(CY): а – расчетная модель I; б – расчетная модель II 

 

 
    а      б 

Рис. 6. Изменения приведенных коэффициентов жесткости zс  при одновременном уве-

личении жесткости обеих опор (С0Z) и увеличении жесткости только передней опоры 
(CZ): а – расчетная модель I; б – расчетная модель II 
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Из приведенных графиков следует, что увеличение жесткости обеих опор 

более существенно сказывается на уровне приведенных коэффициентов жестко-
сти. Однако это наблюдается только для расчетной модели I. Для расчетной мо-
дели II, у которой центр тяжести расположен вблизи передней опоры, влияние 
жесткости задней опоры практически не наблюдается. Для расчетной модели I 
одновременное увеличение жесткости обеих опор приводит к некоторому незна-
чительному уменьшению диапазона изменения приведенных коэффициентов 
жесткости по сравнению с диапазонами, полученными при изменении жесткости 
только передней опоры.  

 
Выводы: 
1. Получены зависимости, позволяющие оценить величины собственных 

изгибных колебаний шпинделя с учетом собственной жесткости шпин-

деля, межопорного расстояния, жесткостей опор шпинделя. 

2. В отличие от существующих методик при определении собственных из-

гибных колебаний шпинделя учтена анизотропия жесткостей опор, свя-

занная с погрешностями монтажа, и для случая годографа жесткости в 

виде овальности показано влияние взаимной ориентации годографов 

жесткостей передней и задней опор.  

3. Показано, что наличие анизотропии жесткостей опор шпинделя приво-

дит к появлению диапазона собственных изгибных частот шпинделя, 

что существенно затрудняет проведение диагностических мероприятий. 
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DETERMINING NATURAL BENDING FREQUENCY  
OF A MACHINE-TOOL SPINDLE TAKING INTO ACCOUNT  
BEARING ANISOTROPIC ELASTICITY  
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The paper considers bending vibrations of machine-tool spindles, taking into account the 
compliance of the spindle body and bearings. The features of the development of dynamic 
models concerning the spindle shape as a shaft with portions slightly different in diameter, 
a significant difference in stiffness values of the front and rear bearings, and their radial 
stiffness anisotropy. For a stiffness hodograph in the form of an oval, analytical expres-
sions for the natural frequencies of flexural vibrations are obtained. It is shown that the 
presence of the spindle bearing stiffness anisotropy results in a range of the spindle bend-
ing frequencies, which makes it difficult to conduct diagnostic activities. Taking as an ex-
ample the design of a model 16B16T1 lathe spindle assembly, the factors affecting the 
formation of the given stiffness coefficients of the dynamical system are examined. The re-
sults of evaluating the influence of the spindle bearing elastic characteristics formed dur-
ing the designing and assembly on changing the magnitude and range of the stiffness coef-
ficients given. 

Keywords: spindle assembly, bending vibrations, natural frequencies, stiffness, hodograph 
stiffness, anisotropy supports compliance, reduced stiffness coefficient. 
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