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На основе использования двукратного интегрального преобразования Лапласа – Карсона 
задача нестационарного теплообмена для движущейся в цилиндрическом канале жидко-
сти разделяется на две независимые задачи – нестационарную и стационарную, каждая 
из которых определена лишь в определенных диапазонах временной и пространственной 
координат. Нестационарная задача совпадает с задачей теплопроводности для беско-
нечного цилиндра (теплообмен протекает как бы в неподвижной жидкости), точные 
аналитические решения которой известны. Для решения стационарной задачи (задача 
Гретца – Нуссельта) применяется интегральный метод теплового баланса при использо-
вании дополнительных искомых функций и дополнительных граничных условий. Благодаря 
использованию дополнительных искомых функций задача Гретца – Нуссельта разделяет-
ся на две задачи, в каждой из которых решение уравнения в частных производных сво-
дится к интегрированию обыкновенного дифференциального уравнения. Использование 
дополнительных граничных условий позволяет, выполняя искомым решением уравнение 
лишь на границах, получить его выполнение и внутри области с точностью, зависящей от 
числа приближений. 

Ключевые слова: течение жидкости в цилиндрическом канале, нестационарная задача 
теплообмена, интегральные преобразования Лапласа – Карсона, ортогональный метод 
Бубнова – Галеркина, интегральный метод теплового баланса, дополнительные искомые 
функции, дополнительные граничные условия. 

Введение 
В процессе решения нестационарной задачи теплообмена при ламинарном 

течении жидкости в цилиндрическом канале происходит ее физически обосно-
ванное разделение на нестационарную и стационарную задачи, границы приме-
нимости которых определяются соответствующими диапазонами временной 
и продольной пространственной переменных. Последующее решение каждой из 
этих задач выполняется раздельно. Нестационарная задача теплообмена, по сути, 
представляет собой задачу теплопроводности для сплошного цилиндра (тепло-
обмен протекает как бы в неподвижной жидкости), точные аналитические реше-
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ния которой известны. Наибольшую трудность представляет решение стацио-
нарной задачи с учетом движения жидкости (задача Гретца – Нуссельта) [1–5]. 
Эта задача впервые была решена Гретцем в 1885 г. [4] и независимо от Гретца 
Нуссельтом в 1910 г. [5]. Уточненное решение задачи Гретца – Нуссельта, дан-
ное в [1], представляет бесконечный ряд, плохо сходящийся при малых значени-
ях продольной координаты. К тому же в зависимости от величины поперечной 
координаты решение содержит функции Бесселя различного (в том числе 
и дробного) порядка. Такое решение малопригодно для инженерных приложе-
ний. В настоящей работе приводится метод решения задачи Гретца – Нуссельта, 
основанный на определении дополнительных искомых функций и дополнитель-
ных граничных условий в интегральном методе теплового баланса [7, 8]. 

Для решения нестационарной задачи теплообмена при течении жидкости 
в цилиндрическом канале введем следующие допущения: течение жидкости 
и процесс теплообмена стационарны; жидкость несжимаема, ее физические 
свойства постоянны; профиль скорости не изменяется по длине трубы; темпера-
тура жидкости на входе в трубу неизменна по сечению и равна 0t ; температура 

внутренней поверхности стенки трубы постоянна и равна сt , причем 0с tt ≠ ; 

начальная температура жидкости равна нt ; внутренние источники тепла и дисси-
пация энергии не учитываются; переносом теплоты теплопроводностью вдоль 
оси трубы пренебрегается (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Схема стабилизированного ламинарного течения  
жидкости в круглой трубе 

 
Математическая постановка задачи имеет вид [1–4] 
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где      t  – температура;  
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−ξη, продольная и поперечная координаты;  

−r радиус трубы;  

−0t  температура жидкости на входе в трубу (при 0=η );  

сt  − температура стенки;  

нt  – начальная температура;  

−a коэффициент температуропроводности;  

−ξ−ω=ω )/1(2 22
ср rx распределение скорости по координате )0( r≤ξ≤ξ ;  

maxср 5,0 ω=ω
 − средняя скорость;  

−ωmax максимальная скорость ламинарного течения (см. рис. 1). 

Введем следующие безразмерные переменные и параметры: 
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где  Θ  – относительная избыточная температура;  
−xy, безразмерные поперечная и продольная координаты;  

−Pе число Пекле;  
−Fo число Фурье. 

С учетом принятых обозначений задача (1) – (5) будет 
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 ( ) н0,, Txy =Θ ; (8) 

 ( ) 1Fo,,0 =Θ y ; (9) 

 ( ) 0Fo,,1 =Θ x ; (10) 

 ( ) 0Fo,,0 =∂Θ∂ yx , (11) 

где  ( ) ( )c0cнн ttttT −−= .   

 

1. Математическая постановка задачи 
Для решения задачи (7) – (11) применим двукратное преобразование Лапласа – 

Карсона по безразмерному времени Fo и относительной координате x  [2, 3]: 
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где SP,  – параметры двукратного преобразования Лапласа – Карсона. 
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Соотношение (13) с учетом (12) примет вид 
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Задача (7) – (11) в области изображений будет 
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Решение задачи (15) – (17), следуя ортогональному методу Бубнова – Галер-
кина, в первом приближении примем в виде 

 

 ( ) ),(),(,, 11 yPSPSyT ϕν=  (18) 
где  ),(1 PSν  – неизвестный коэффициент – изображение;  

−ϕ )(1 y координатная функция, принимаемая в виде 

 .1)( 2
1 yy −=ϕ   (19) 

Очевидно, что соотношение (18) при использовании координатной функции 
вида (19) точно удовлетворяет граничным условиям (16), (17). Для определения 
неизвестного коэффициента ),(1 PSν  составим невязку уравнения (15) и потре-

буем ортогональности невязки и координатной функции )(1 yϕ , то есть 
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Подставляя (18) в (20), находим 
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Определяя интегралы в (21), относительно неизвестного коэффициента 
),(1 PSν  получаем формулу 
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 ∫ −=
1

0

32
4 )1( dyyyF ; ∫ −=

1

0

2
5 )1(4 dyyyF .  (23) 

В пространстве оригиналов соотношение (18) принимает вид 
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Верхняя строка формулы (24) совпадает с решением в первом приближении 
задачи (7) – (11) при равенстве нулю конвективного члена (второе слагаемое 
в левой части) уравнения (7), то есть с решением нестационарной задачи тепло-
проводности для бесконечного цилиндра. Нижняя строка этой формулы совпада-
ет с решением в первом приближении стационарной задачи конвективного теп-
лообмена, то есть при равенстве нулю первого члена в левой части уравнения (7). 
Таким образом, для областей теплообмена, которых не достигло возмущение, 
вызванное начальной температурой нt  жидкости на входе в канал (при )0=х , 
нестационарный теплообмен происходит как бы в неподвижной жидкости, то 
есть перенос теплоты происходит только теплопроводностью. Данная задача 
представляет нестационарную задачу теплопроводности для бесконечного ци-
линдра, классические точные аналитические решения которой известны. 

Для областей, подверженных влиянию температурных условий на входе 
в трубу (жидкость при течении достигла этих областей), теплообмен не зависит 
от времени (не зависит от начальной температуры 0t ) и полностью определяется 
течением среды, то есть задача становится стационарной с учетом конвективного 
переноса теплоты по оси х. 

Подобное разделение решения нестационарной задачи конвективного теплообме-
на при течении жидкостей в трубах и плоских каналах на стационарную 
и нестационарную составляющие физически обосновано и в других работах [1, 2]. 

 
2. Решение задачи Гретца – Нуссельта 
Математическая постановка стационарной задачи теплообмена (задача Грет-

ца – Нуссельта) имеет вид 
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 ( ) 1,1 =Θ x .  (28) 

Процесс нагрева среды разделим на две стадии по координате х: 10 xx ≤≤  

и ∞<≤ xx1 . Для этого введем движущуюся по координате у границу (фронт 
температурного возмущения), разделяющую исходную область на две подобла-
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сти: прогретую 1)(1 ≤≤ уxq  и непрогретую )(0 1 xqу ≤≤ . Здесь −)(1 xq функция, 
определяющая продвижение границы раздела по координате у в зависимости от 
продольной координаты х (фронт температурного возмущения), являющаяся до-
полнительной искомой функцией (рис. 2 а). При этом в области, не затронутой 
нагревом, сохраняется температура 0t , заданная на входе в канал. Первая стадия 
процесса заканчивается при достижении движущейся границей центра трубы 

).0( =y  Во второй стадии изменение температуры происходит по всему объему 

среды 10 <≤ у . Здесь в рассмотрение вводится новая функция )(2 хq , характери-

зующая изменение температуры во времени в центре трубы =)(2 хq ( )x,0Θ . 
 
2.1. Первая стадия процесса 
Для упрощения получения решения сделаем замену переменной y , отсчиты-

ваемой от центра трубы, новой переменной yz −= 1 , отсчитываемой от ее стен-
ки. Тогда задачу нагрева жидкости для первой стадии процесса можно сформу-
лировать в виде (рис. 2 б) 
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где соотношения (31), (32) представляют условия тепловой изоляции подвижной 
границы (условия сопряжения прогретой и непрогретой зон). Первое из них 
означает равенство температуры жидкости на движущейся границе ее темпера-
туре на входе в канал ( ) 00, =Θ y . Второе – отсутствие теплового потока за преде-
лы фронта температурного возмущения (за пределами подвижной границы). От-
метим, что в задаче (29) − (32) отсутствует граничное условие вида (26), так как 
за пределами фронта температурного возмущения она вообще не определена. В 
задаче (29) − (32) отсутствует также граничное условие вида (27), так как оно не 
влияет на процесс теплообмена в первой его стадии. 

Потребуем, чтобы искомое решение задачи (29) − (32) удовлетворяло не ис-
ходному уравнению (29), а осредненному по толщине термического слоя 

)(0 1 xqz≤≤ уравнению. Определяя интеграл от уравнения (29) по переменной z  

в пределах от 0=z  до )(1 xqz= , получаем следующее интегральное уравнение 
(интеграл теплового баланса): 
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Рис. 2. Расчетная схема теплообмена 

 
Решение задачи (29) – (32) принимается в виде 
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где )( 1qak  – неизвестные коэффициенты. 

Для определения коэффициентов )( 1qak  используются граничные условия 
(30) – (32). Подставляя (34) (ограничиваясь тремя членами ряда) в (30) – (32), от-
носительно )( 1qak , )2,1,0( =k  будем иметь систему трех алгебраических линей-
ных уравнений. После определения из решения этой системы коэффициентов 

)( 1qak  соотношение (34) принимает вид 
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Подставляя (35) в (33), получаем  
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Определяя интегралы в (36), находим 

 .60/)1092( 11
2
1

2
1 =+− dxdqqqq  (37) 

Уравнение (37) – нелинейное. Для получения его приближенного аналитиче-
ского решения введем новую, независимую переменную 1/η xx= , где 1x  – рас-
стояние, на которое перемещается бывшая на входе в канал жидкость по оси x  
после достижения фронтом температурного возмущения ( )xq1  координаты 1=z , 
то есть это граница раздела возмущенного граничным условием на входе в канал 
участка трубы по оси x ( )10 xx≤≤  и невозмущенного ( )∞<≤ xx1 , где теплооб-
мен протекает как бы в неподвижной жидкости. Напомним, что для невозмущен-
ного по оси x  участка ( )1xx >  температурное состояние жидкости определяется 
из решения нестационарной задачи теплопроводности для бесконечного сплош-
ного цилиндра, коэффициент теплопроводности материала которого равен теп-
лопроводности жидкости при ламинарном течении (см. выше решение, получен-
ное с использованием преобразования Лапласа – Карсона и метода Бубнова – 
Галеркина). 
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С учетом новой независимой переменной уравнение (37) будет 

 ( ) ηdxdqqqq 111
2
1

2
1 601092 =+− ; (38) 

 ( 1η0 ≤≤ ; ( ) )1η0 1 ≤≤ q . (39) 

Решение уравнения (38) при граничном условии ( ) 001 =q  принимается в виде  

 ( ) λ
1 µηη =q , (40) 

где µ , λ  – некоторые постоянные. 

Решение (40) должно также удовлетворять условию ( ) 111 =q , следующему из 
неравенств (39). Отсюда находим 1µ = . 

( ) λ
1 ηη =q . 

Потребуем, чтобы соотношение (40) удовлетворяло осредненному по пере-
менной η  уравнению (38): 

 
∫
1

0








−+− 1

1
1

2
1

2
1 60

η
)1092( x

d

dq
qqq 0η =d . (41) 

Подставляя (40) в (41), находим 

 
∫
1

0 .0)60)109η2(η 1
ηλ2λ2λ =η








−

η
η+−

λ

dx
d

d
 (42) 

Вычисляя интегралы в (42), получаем 

 
.0

60

89
60 1 =−x

 (43) 

Из соотношения (43) находим 0247,01 =x . 
Для определения λ  потребуем, чтобы соотношение (40) (при 1µ = ) удовле-

творяло уравнению (38) в точке 1η = . Подставляя (40) в (38), применительно 
к точке 1η =  будем иметь 

 

.060
η

)10)1(9)1(2)(1( 1

1η

1
1

2
1

2
1 =−+−

=

x
d

dq
qqq

 (44) 
Последнее соотношение приводится к следующему уравнению относительно λ : 

 .0603 1 =− xλ  (45) 

Из решения уравнения (45) находим 4944,0λ = . 
Соотношение (40) с учетом найденных значений 1x  и λ  для независимой пе-

ременной x  приводится к виду 

 0,4944

1
1 2305,6)( x

x

x
xq =








=

λ

.  
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Уточняя полученные значения 1x  и λ , в соответствии с методом, изложен-
ным в [6], получаем 

 54,0
1 1464,7)( xxq = . (46) 

 
Результаты расчетов по формуле (46) практически совпадают с точным ре-

шением уравнения (38). Следовательно, формула (46), являясь приближенным 
аналитическим решением уравнения (38), с достаточной точностью может быть 
использована в соотношении (35). Подставляя (46) в (35), находим 

 

 
254,0 )13993.01(),( −−=Θ zxxz . (47) 

 

Формула (47) представляет решение задачи (29) – (32) в первом приближе-
нии. Результаты расчетов безразмерных температур в первом (по формуле (47)) и 

последующих приближениях при 54 10;10;005,0 −−=х  в сравнении c точным 

решением [1, 2] представлены на рис. 3–5. Расхождение результатов при 410−=х  
составляет более 15 % и увеличивается при уменьшении х . 

 

 
 

Рис. 3. Распределение температуры при :005,0=x  
1, 2, 3, 5, 10, 15 – соответственно первое, второе, третье, пятое, десятое,  

пятнадцатое приближения; - - - – численное решение;  
––– – приближенное аналитическое решение 
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Рис. 4. Распределение температуры при :10 4−=x   

1, 2, 3, 5, 10, 15 – соответственно первое, второе, третье, пятое, десятое,  
пятнадцатое приближения; - - - – численное решение;  

––– – приближенное аналитическое решение 
 

 
 

Рис. 5. Распределение температуры при 510−=x :  
1, 2, 3, 5, 10, 15 – соответственно первое, второе, третье, пятое, десятое,  

пятнадцатое приближения; - - - – численное решение;  
––– – приближенное аналитическое решение 
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Для повышения точности найдем решение задачи (29) – (32) во втором при-
ближении. При этом будем использовать шесть членов ряда (34), для нахождения 
неизвестных коэффициентов которого основных граничных условий (30) – (32) 
будет недостаточно. В связи с этим необходимо ввести три дополнительных гра-
ничных условия, определяемых из основных граничных условий (30) – (32) и 
уравнения (29) и имеющих вид [6, 7] 

 
( ) ( )

0
,0,0

2

2

=
∂

Θ∂−
∂
Θ∂

z

x

z

x
; 0/),( 2

1
2 =∂Θ∂ zxq ; 0),( 3

1
3 =∂Θ∂ zxq .   (48) 

Подставляя (34) во все основные и дополнительные граничные условия, для 

определения коэффициентов ka , ( )5,0=k  получаем цепочную систему шести 
алгебраических линейных уравнений. После нахождения из решения этой систе-

мы неизвестных коэффициентов ka , ( )5,0=k  соотношение (34) принимает вид 

 rq

zq

rq

zq

rq

zq

rq

z

rq

z
xz

5
1

5
1

4
1

4
1

3
1

3
1

1

2

1

)3(4)83(5)2(201020
1),(

+++−++−−=Θ
, (49) 

где 81 += qr . 

Подставляя (49) в интеграл теплового баланса (33), получаем 

 
0201602520)552150415( 1

1
1

2
1

3
1

4
1

2
1 =++++−− q

dx

dq
qqqqq

. (50) 

Используя метод, изложенный выше, при начальном условии 0)0(1 =q  нахо-
дим следующее решение уравнения (50): 

 
43302,0

1 8676,5)( хxq = . (51) 

Положив в (51) 1)(1 =хq , находим 0168,01 == хх . 
Анализ результатов расчетов по формуле (51) позволяет заключить, что 

с увеличением числа приближений n величина продольной координаты х, при 
которой фронт температурного возмущения достигает координаты 1=z , умень-
шается. И в пределе при 0→∞→ xn . Этот результат находится в полном со-
ответствии с гипотезой о бесконечной скорости распространения теплоты, ле-
жащей в основе вывода параболического уравнения (29). 

Соотношения (49), (51) определяют решение задачи (29) – (32) во втором 
приближении. Результаты расчетов по формуле (49) в сравнении с точным реше-
нием даны на рис. 3–5. Их анализ позволяет заключить, что во втором прибли-
жении происходит существенное уточнение решения. И, в частности, при 

410−=х  расхождение результатов расчетов составляет менее 10 %. 
Для дальнейшего повышения точности ограничимся в соотношении (34) де-

вятью членами ряда, следовательно, для нахождения девяти неизвестных коэф-
фициентов ka  к трем основным (30) – (32) и трем дополнительным (48) необхо-
димо использование трех дополнительных граничных условий, которые в данном 
случае имеют вид  

 0
),0(),0(),0(

2

2

3
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=
∂

Θ∂−
∂
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∂
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z
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; 0),( 4
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 0),( 5
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5 =∂Θ∂ zхq . (52) 
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Для нахождения решения задачи (29) – (32) в третьем приближении исполь-
зуются основные (30) – (32) и дополнительные (48), (52) граничные условия. 
Подставляя (34) во все перечисленные условия, относительно неизвестных ко-

эффициентов )( 1qak , ( )8,0=k  получаем цепочную систему девяти алгебраиче-
ских уравнений. После подстановки (34) с учетом найденных значений коэффи-
циентов )( 1qak  в интеграл теплового баланса (33) находим  

 +−−−++ 3
1

4
1

5
1

6
1

7
1

8
1 428401207818038010510 qqqqqq  

 3492720498960138600 1
2
1 =−+ qq . (53) 

 

Используя изложенный выше метод, при начальном условии 0)0(1 =q  получаем  
 

 39974,0
1 56428,5)( хxq = . (54) 

 

Положив в (54) 1)(1 =xq , находим 013654,01 == xx . 
Результаты расчетов по формуле (34) в третьем приближении (n = 8) даны на 

рис. 3–5. Их анализ позволяет заключить, что при 410−=х  расхождение с точным 
аналитическим решением [1, 2] не превышает 5 %. С увеличением числа при-
ближений точность существенно возрастает. Так, в пятнадцатом приближении 
точное и приближенное решения практически совпадают. 

 
2.2. Вторая стадия процесса 
Вторая стадия теплового процесса, соответствующая продольной координате 

1xx ≥ , характеризуется изменением температуры уже по всему сечению канала 
вплоть до состояния, когда вся жидкость прогреется до температуры стенки. Для 
этой стадии понятие термического слоя теряет смысл, и в качестве дополнитель-
ной искомой функции принимается температура в центре канала ( ) )(,1 2 xqx =Θ  
(рис. 2 б). Математическая постановка задачи в данном случае имеет вид 
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; (55) 

 ( 1xx≥ ; 10 << z )  

 ( ) ;1,0 =Θ x  (56) 

 ( ) ;)(,1 2 xqx =Θ  (57) 

 ( ) 0/,1 =∂Θ∂ zx . (58) 

Начальным условием задачи (55) – (58) будет формула (35) при :1)( 11 =xq  

 ( ) ( )2
1 1, zxz −=Θ . (59) 

Осредняя дифференциальное уравнение (55) по всему объему среды 
( )10 ≤≤ z , получаем интеграл теплового баланса вида 
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Решение задачи принимается в виде 

 
( ) ( ) k

n

k
k zqbxz 2

0

, ∑
=

=Θ
, (61) 

где −)( 2qbk неизвестные коэффициенты. 

После определения коэффициентов kb , ( )2,1,0=k  из граничных условий 
(56) – (58) соотношение (61) будет 

 ( ) ( )( )zzqxz −−+=Θ 211, 2 . (62) 

Подставляя (62) в интеграл теплового баланса (60), находим 

 [ ] 01)(12/)( 22 =−+ xqdxxdq . (63) 

Интегрируя уравнение (63), получаем 

 
[ ] 1)(12exp

12

1
)(2 +−−= xСxq

, (64) 

где C  – постоянная интегрирования, определяемая из начального условия 
0)( 12 =xq . После определения постоянной интегрирования соотношение (64) 

принимает вид 

 [ ])(12exp1)( 12 xхxq −−= , (65) 

где 02731,01 =х  получено в первом приближении первой стадии процесса. 

Подставляя (65) в (62), находим 

 [ ] 1)(12exp)2(),( 1 +−−=Θ xxzzxz . (66) 
Непосредственной подстановкой можно убедиться, что соотношение (66) 

точно удовлетворяет граничным условиям (56) – (58), начальному условию (59) 
и интегралу теплового баланса (60). Уравнение (55), как это следует из (60), 
в данном случае удовлетворяется лишь в среднем. 

Результаты расчетов по формуле (66) в сравнении с точным решением [1, 2], 
даны на рис. 6. Из анализа следует, что их расхождение составляет 16–18 %. 

Для повышения точности найдем решение задачи (55) – (58) во втором при-
ближении с привлечением дополнительных граничных условий. Первое допол-
нительное условие в данном случае совпадает с первым соотношением из (48), 
а второе и третье имеют вид 

 ( ) ( ) ;/5,0/,1 2
22 dxxdqzx =∂Θ∂  ( ) 0/,1 33 =∂Θ∂ zx . (67) 

Подставляя (61) в основные и дополнительные граничные условия и ограни-
чиваясь шестью членами ряда, относительно неизвестных коэффициентов 

)5,0(),( 2 =kqbk  получаем цепочную систему шести алгебраических уравнений. 

После определения неизвестных )( 2qbk  соотношение (61) будет 

 ++++++=Θ )2010605516(
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1),( 2341 zzzz
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xz  
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2342 zzzz

dx

dqz
, (68) 

где 121 −= qr . 
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Рис. 6. Распределение температуры при 15,0;05,0 == xx . 1, 2, 3 – соответственно  

первое, второе, третье приближения; 4 – точное решение [1]; - - - – численное решение 
 
Подставляя (68) в интеграл теплового баланса (60), находим 
 

 
40320)(40320

)(
6484

)(
129 2

2
2

2
2

=++ xq
dx

xdq

dx

xqd

. (69) 

Граничные условия к уравнению (69) имеют вид 
 

 0)( 12 =xq ; 0/)( 12 =∂∂ xxq . (70) 

Интегрируя (69), находим 
 

 )99371,42exp()26986,7exp(1)( 212 xCxCxq −+−+= , (71) 

где 1C , 2C  – постоянные интегрирования, определяемые из граничных усло-
вий (70). 

Подставляя (71) в (70), получаем 

 )99371,42exp();26986,7exp( 1211 xCxC == . (72) 

Подставляя (72) в (71), находим 
 

 [ ] [ ])(99371,42exp)(26986,7exp1 112 xxxxq −−+−−+= , (73) 

 
где −= 0168,01x  получено во втором приближении первой стадии процесса. 

Соотношения (68), (73) представляют решение задачи (55) – (58) во втором 
приближении. 
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Отметим, что константы, расположенные под знаком экспонент, незначи-
тельно отличаются от первых двух собственных чисел, получающихся при реше-
нии задачи (25) – (28) точными аналитическими методами [1, 2]. Точные значе-

ния этих чисел 6095,44;3136,7 21 =λ=λ . 

Результаты расчетов по формуле (68) даны на рис. 6. Их анализ позволяет 
заключить, что максимальное расхождение результатов второго приближения по 
сравнению с точным решением не превышает 3 %. 

Для повышения точности найдем решение задачи (55) – (58) в третьем при-
ближении. Для этого будем использовать еще два дополнительных условия вида 
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Подставляя (61) во все перечисленные условия и ограничиваясь девятью 

членами ряда, относительно неизвестных коэффициентов )8,0(, =kbk  получаем 

цепочную систему девяти алгебраических уравнений. Подставив (61) (с учетом 

найденных )8,0(, =kbk ) в интеграл теплового баланса (60), получаем 
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. (75) 

Решение уравнения (75) имеет вид 

 1)exp()exp()exp()( 3322112 +ν+ν+ν= xCxCxCxq , (76) 
 

где C1, C2, C3 – константы интегрирования; 321467,71 −=ν ; 789754,422 −=ν ; 
174485,2433 −=ν . 

Константы интегрирования 321 ,, CCC  находятся из граничных условий 

 0)( 12 =xq ; 0/)( 12 =dxxdq ; 0/)( 2
12

2 =dxxqd . (77) 

После их определения соотношение (76) принимает вид  
 

 [ ] [ ] [ ] 1)(exp)(exp)(exp)( 1331221112 +−ν+−ν+−ν= xxAxxAxxAxq ,  (78) 
 

где 006629,0;250502,0;243873,1 321 −==−= AAA . 

Соотношения (61) и (78) с учетом найденных значений коэффициентов 

)8,0(, =kbk  представляют решение задачи (55) – (58) в третьем приближении. 

Результаты расчетов по формуле (61) в третьем приближении (n = 8) даны на рис. 
6. Их анализ позволяет сделать заключение о существенном повышении точно-

сти решения. И, в частности, в диапазоне ∞<≤= xx 013654,01  расхождение 

с точным решением не превышает 1,5 %. 
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Выводы 
1. С использованием двукратного интегрального преобразования Лапласа – 

Карсона, ортогонального метода Бубнова – Галеркина и интегрального метода 
теплового баланса получено аналитическое решение нестационарной задачи теп-
лообмена при течении жидкости в цилиндрическом канале. Математически пока-
зано, что решение задачи разделяется на два решения, одно из которых представ-
ляет решение нестационарной задачи, а второе – стационарной. Пространствен-
но-временные границы раздела этих двух задач определяются на основе исполь-
зования интегрального преобразования Лапласа – Карсона и ортогонального ме-
тода Бубнова – Галеркина. Дальнейшее решение выполняется раздельно для не-
стационарной и стационарной задач.  

2. Для решения стационарной задачи (задача Гретца – Нуссельта) использу-
ется интегральный метод теплового баланса, согласно которому процесс тепло-
обмена разделяется на две стадии по продольной пространственной переменной. 
На каждой из этих стадий вводятся дополнительные искомые функции и допол-
нительные граничные условия. Введение дополнительных искомых функций 
позволяет в обеих стадиях сводить решение уравнения в частных производных 
к интегрированию обыкновенного дифференциального уравнения. 

3. Дополнительные граничные условия находятся в таком виде, чтобы их вы-
полнение искомым решением в граничных точках и на фронте температурного воз-
мущения было эквивалентно выполнению исходного дифференциального уравнения 
(в частных производных) и производных от него различного порядка по переменной 
z в граничных точках. Показано, что выполнение уравнения в граничных точках 
приводит к его выполнению и внутри области с точностью, зависящей от числа при-
ближений (числа дополнительных граничных условий) [7]. 
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ANALYTICAL SOLUTION OF THE NON-STATIONARY HEAT TRAN S-
FER PROBLEM FOR A LAMINAR FLUID FLOW IN A CYLINDRIC AL 
CHANNEL 
 
V.A. Kudinov, A.V. Eremin, E.V. Stefaniuk, V.V. Zhukov, T.B. Tarabardina      

Samara State Technical University 
244, Molodogvardeyskaya st., Samara, 443100, Russian Federation 

On the basis of the use of the twofold Laplace-Carson integral transformation, the problem 
of non-stationary heat transfer for a fluid moving in a cylindrical channel is divided into two in-
dependent problems - non-stationary and stationary, each of which is defined only in certain 
ranges of time and space coordinates. The non-stationary problem coincides with the problem of 
thermal conductivity for an infinite cylinder (heat transfer proceeds as if in a fixed liquid), the ex-
act analytical solutions of which are known. To solve the stationary problem (the Gretz-Nusseltt 
problem), an integral heat balance method is used when using additional unknown functions and 
additional boundary conditions. Owing to the use of additional unknown functions, the Gretz-
Nusselt problem is divided into two problems, in each of which the solution of the partial differen-
tial equation is reduced to the integration of an ordinary differential equation. The use of addi-
tional boundary conditions makes it possible, by carrying out the desired solution, the equation 
only at the boundaries, and obtaining its fulfilment within the region with an accuracy that de-
pends on the number of approximations. 

Keywords: fluid flow in a cylindrical channel, non-stationary heat transfer problem, Laplace – 
Carson integral transforms, Bubnov – Galerkin orthogonal method, integral heat balance meth-
od, additional unknown functions, additional boundary conditions. 
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