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Аннотация. Предлагается постановка и метод решения задачи оптимального по 

быстродействию управления температурным полем неограниченной пластины с 

двумя граничными управляющими воздействиями по величине внешнего теплового 

потока на ее поверхностях в условиях заданной точности равномерного приближе-

ния конечного температурного распределения по толщине пластины к заданному. 

Предлагаемый метод использует процедуру предварительной параметризации 

управляющих воздействий на основе аналитических условий оптимальности, после-

дующую редукцию к специальной задаче математического программирования и спо-

собы ее решения, базирующиеся на альтернансных свойствах искомых параметри-

ческих характеристик и знаниях физических закономерностей предметной области. 

Приводятся расчетные результаты и их анализ для различных вариантов кривой 

результирующего температурного распределения. 

Ключевые слова: оптимальное управление, двухканальное управление, альтернанс-

ный метод, задача полубесконечной оптимизации. 

Постановка задачи оптимального управления 

В качестве объекта управления рассматривается процесс нагрева неограни-

ченной пластины, температурное поле которой ),( txQ  описывается с учетом не-

равномерности температурного распределения только по одной координате x 

линейным однородным уравнением теплопроводности следующего вида [1]: 
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с заданными начальными 

  ;0)()0,( 0  xQxQ  (2) 

и граничными условиями 2-го рода 
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где  R  
– толщина пластины;  

 ,a  – теплофизические постоянные; 

)(),( 1101 tgtg  – сосредоточенные граничные управляющие воздей-

ствия, стесненные заранее известными пределами их изменения  

(рис. 1):  

  .)(  ;)(
max1111min11max0101min01 gtgggtgg   (4) 

 

 
 

Рис. 1. Иллюстрация двухканального управления 

Требуется обеспечить заданную точность   равномерного приближения ко-

нечного распределения температуры ),( TxQ  к заданному constQxQ  *)(* : 

  


*),(max
],0[

QTxQ
Rx

. (5) 

Качество процесса управления оценивается интегральным функционалом 

  
Uu

T

TdtI
  min

0

. (6) 

Метод конечных интегральных преобразований [2, 3] приводит к описанию 

управляемой функции ),( txQ
 
в (1) в зависимости от пространственной коорди-

наты ],0[ Rx  и времени ],0[ Tt  бесконечной системой дифференциальных 

уравнений для временных мод  tQ nn ,  разложения ),( txQ
 

в сходящийся 

в среднем ряд по собственным функциям  xnn ,  начально-краевой задачи (1)–

(3): 
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Здесь  ,, xnn   собственные числа 2
n  и коэффициенты nE  определяются 

соотношениями [3]: 
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Интегрирование уравнений (7) с последующей подстановкой результата в (8) 

приводит к следующим зависимостям температурного поля от внешних воздей-

ствий по граничным условиям: 
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Таким образом, может быть сформулирована следующая задача оптимально-

го по быстродействию управления. Требуется определить такие программные 

управляющие воздействия )( ),( *
11

*
01 tgtg , стесненные ограничениями (4), которые 

переводят объект управления (7) из заданного начального состояния в требуемое 

конечное согласно (5), где ),( txQ  определяется выражениями (8)–(10) при ми-

нимальном значении критерия оптимальности (6). 

 

Параметризация управляющих воздействий и редукция к задаче  

полубесконечного программирования 

На основании необходимых условий оптимальности в форме принципа мак-

симума Понтрягина оптимальное по быстродействию управление устанавливает-

ся в форме релейных функций времени, попеременно принимающих только свои 

предельно допустимые значения согласно (4) [4]: 
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и *
n  – конечные значения )(Tn  сопряженных переменных )(tn . 
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В соответствии с (11) )(*
01 tg  и )(*

11 tg  определяются в параметризованной 

форме ),(
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где согласно (2) 
maxmax 11

*
1101

*
01 )( ;)( gtggtg   в пределах первого интервала 

постоянства. 

Подстановка управляющих воздействий вида (12) в выражение (10) приво-

дит к параметризованной форме представления конечного температурного со-

стояния   ,,
)(

1

)(

0
10 NN

xQ   после вычисления интегралов в (10) при Tt  . В част-

ности, ограничиваясь здесь и далее случаем двухинтервального управления при 

210  NN , будем иметь в результате: 
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где переходные функции объекта ),(01 tx  и ),(11 tx , представляющие собой 

реакции объекта на единичные ступенчатые воздействия по граничным управле-

ниям )(01 tg  и )(11 tg , определяются следующими выражениями [1]:  
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При полученном параметрическом представлении искомых управляющих 

воздействий можно представить критерий оптимальности (6) в виде простой 
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суммы длительностей отдельных интервалов постоянства оптимального управ-

ления: 

  min,)2(
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01 I  (16) 

в условиях одинаковой продолжительности процесса управления для обоих 

управляющих воздействий, а условие (5) оценки конечного распределения тем-

ператур представляется в форме 
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где  )2(
1

)2(
0 ,, xQ  определяется по формуле (13). 

Таким образом, производится точная редукция исходной задачи к задаче по-

лубесконечной оптимизации (ЗПО) (16)–(17) на минимум целевой функции (16) 

конечного числа переменных 
)2(

1
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0 ,  с бесконечным числом ограничений (17) 

для всех точек ],0[ Rx  [4,5]. 

 

Решение задачи полубесконечной оптимизации альтернансным методом 

Задача (16)–(17) разрешима только для 
)2(

min   в (17), где 
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min  – минимально 

достижимая величина   в рассматриваемом классе граничных управлений: 
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В этих условиях искомое решение задачи 
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равное 110  NN  в условиях одинаковой длительности процесса управления 

для обоих управляющих воздействий. 

В рассматриваемом случае 210  NN  получаем отсюда 

  3s  (21) 
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Рис. 2. Форма кривой результирующего температурного распределения  
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Редукция системы равенств (19)–(21), замкнутой относительно искомых па-

раметрических характеристик оптимального процесса, к однозначно фиксируе-

мой системе уравнений, разрешаемой относительно этих неизвестных, должна 

быть выполнена путем определения координат точек 0
jx  и знаков разностей 
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0
0 QxQ j 







   в каждой из них. Эта задача может быть решена только 

при известной конфигурации кривой температурного распределения 
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   на отрезке xR ],0[  при двухинтервальном граничном 

управлении, устанавливаемой на основании физических закономерностей про-

цессов нестационарной теплопроводности в зависимости от величины  .  
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Рис. 3. Оптимальные по быстродействию граничные управления  

 

При этом согласно (19)–(21) в обоих случаях ,41 sRx  и формам кривой 

результирующих температурных состояний, указанным на рис. 2, а и рис. 2, б, 

отвечают соответственно системы (22) и (23), составляемые на основании ра-

венств (19), дополняемых условиями существования экстремума функции 
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ления их координат. 
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Эти системы семи уравнений решаются стандартными численными методами 

относительно семи неизвестных 
0
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11 ,,,,,, xxx  в (22) 

и 
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01 ,,,,,, xxx  в (23).  

Численные результаты решения систем уравнений (22), (23) в программной 

среде MATLAB для исходных данных, указанных в табл. 1, приведены в табл. 2 

и на рис. 2. Решение систем уравнений производилось с учетом первых 10 чле-

нов бесконечного ряда в (14), (15). Оптимальным считается вариант с наимень-

шей длительностью процесса управления. 
Таблица 1 

Исходные данные для расчета 

 

Материал Титановый сплав 

Толщина пластины R, м 0,2 

Начальная температура 0Q , C  0 

Требуемая конечная температура 
*Q , C  960 

Коэффициент теплопроводности титанового сплава λ, C2м/Вт  35 

Коэффициент температуропроводности a , с/м 2   1034,4 6  

Коэффициент теплопередачи  , C2м/Вт  260 

Максимальная температура в рабочем пространстве печи пQ , C  1600 
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Материал Титановый сплав 

Максимальная величина теплового потока ,
max01g 2м/Вт  416000 

Минимальная величина теплового потока ,
min01g 2м/Вт  -62400 

Максимальная величина теплового потока ,
max11g 2м/Вт  208000 

Минимальная величина теплового потока ,
min11g 2м/Вт  -31200 

 

Таблица 2 
Расчетные результаты при двухканальном управлении 

 

Решение системы (22) 

)2(
11 , с 

)2(
12 , с 

)2(
01 , с 

)2(
min  0

2x , м 0
3x , м 0

4x , м 

4276 3952 1260 7 0,032 0,1 0,167 

Решение системы (23) 

)2(
01 , с 

)2(
02 , с 

)2(
11 , с 

)2(
min  

0

2x , м 0

3x , м 0

4x , м 

3880 4374 1745 10 0,03 0,112 0,1803 

 

Для сравнения решалась задача одноканального управления как со стороны 

внешнего теплового потока )(01 tg
 
на границе x=0, так и отдельно для случая, 

когда управляющее воздействие )(11 tg  сосредоточено на границе x=R . Тогда 

вместо систем (22) и (23) имеет место система четырех уравнений относительно 

четырех неизвестных:
 

0
2

)2(
min

)2(
02

)2(
01 ,,, x

 
или 

0
2

)2(
min

)2(
12

)2(
11 ,,, x .Численные ре-

зультаты решения для двух случаев одноканального управления приведены в 

табл. 3. 
Таблица 3 

Расчетные результаты при одноканальном управлении 

 

Со стороны теплового потока )(11 tg  

)2(
11 , с 

)2(
12 , с 

)2(
min  0

2x , м 

4031 892 13,6 0,134 

Со стороны теплового потока )(01 tg  

)2(
01 , с 

)2(
02 , с 

)2(
min  

0

2x , м 

4031 891 13 0,065 

 

На рис. 4 приведены два варианта пространственного распределения управля-

емой величины в конце оптимального процесса с отклонениями 
)2(

min  от заданно-

го состояния. 

На основе полученных результатов отметим, что двухканальное управление 

процессом нестационарной теплопроводности обеспечивает более высокую точ-

ность приближения конечного распределения температуры к заданному. 
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 )2(

min
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 )2(
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 )2(

min

x, м
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Рис. 4. Кривые результирующего температурного распределения  

при одноканальном управлении 
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Abstract. Proposed formulation and the method of solution of the problem of time-optimal 

control of temperature field of an infinite slab with two boundary control actions by the 

value of the external heat flux on its surfaces in conditions of a given accuracy of uniform 

approximation of the final temperature distribution of the thickness of the slab to a given 

one is proposed. The proposed method uses the procedure of preliminary parametrization 

of control actions based on analytical conditions of optimality, subsequent reduction to a 

special problem of mathematical programming and methods of its solution based on the 

alternance properties of the desired parametrical characteristics and knowledge of physi-

cal regularities of the subject area. The results and their analysis for different variants of 

the resulting temperature distribution curve are given. 
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