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Аннотация. Объектом исследования является двухканальная ненадежная система 

обслуживания с потерями. Предполагается, что поступающий в нее поток заявок 

является простейшим, а все остальные случайные величины, описывающие функци-

онирование системы, имеют общий вид. Во время обслуживания заявки может 

произойти отказ канала, и обслуживание заявки продолжается за счет случайного 

временного резерва. Резерва времени может оказаться достаточно либо для за-

вершения обслуживания, либо для восстановления канала, и тогда обслуживание 

заявки вновь продолжается каналом. В случае недостаточности резерва заявка те-

ряется и на дообслуживание не возвращается. С помощью аппарата теории полу-

марковских процессов с дискретно-непрерывным множеством состояний построе-

на математическая модель функционирования системы и найдены финальные веро-

ятности пребывания системы в различных физических состояниях, а также сред-

ние стационарные времена пребывания в этих состояниях.  

Ключевые слова: ненадежная двухканальная система обслуживания, полумарков-

ский процесс с дискретно-непрерывным фазовым пространством состояний, ста-

ционарное распределение вложенной цепи Маркова, финальные вероятности состо-

яний, среднее стационарное время пребывания в состояниях. 

 

Введение 

Одним из методов повышения надежности технических систем является 

временное резервирование – такой способ повышения надежности, при котором 

системе в процессе функционирования предоставляется возможность израсходо-

вать некоторое время, называемое резервом, для восстановления надежностных 

характеристик. Резерв времени может создаваться за счет увеличения времени, 

выделяемого системе для выполнения задания. Он возникает и при создании за-

паса производительности отдельных устройств. Еще одним источником резерва 

времени является функциональная инерционность протекающих в системе про-

цессов. Построение математических моделей таких систем и обзор результатов 

в этом направлении содержится, например, в [1–4]. Отказ от экспоненциальности 

распределений случайных величин, описывающих системы обслуживания, при-

водит к усложнению моделей. В этом случае для исследований может привле-

каться аппарат теории полумарковских процессов с дискретно-непрерывным фа-

зовым пространством состояний. Так, в [5] найдены стационарные характеристи-

                                                      

*Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ (проект № 5-01-05840). 

Песчанский Алексей Иванович (д.т.н., проф.), профессор кафедры «Высшая мате-

матика». 



37 

ки ненадежной одноканальной системы обслуживания с потерями и мгновенно 

пополняемым резервом времени в предположении общего вида случайных вели-

чин, определяющих систему. В данной работе результаты [5] обобщаются на 

случай двухканальной системы обслуживания.  

 

Постановка задачи 

В ненадежную систему обслуживания 0/2//GM  поступает простейший 

поток заявок с интенсивностью  . Длительность обслуживания заявки k -м ка-

налом – случайная величина (СВ) k  с функцией распределения (ФР) 

 tPtF kk  )(  и плотностью распределения (ПР) 2,1),( ktfk . Во время об-

служивания заявки канал может выйти из строя. Время с момента начала обслу-

живания заявки до момента отказа канала – СВ k  с ФР )(tk  и ПР 

2,1),( ktk . Восстановление канала начинается сразу после его отказа и длит-

ся случайное время k  с ФР )(tk  и ПР 2,1),( ktk . После отказа канала 

обслуживание заявки продолжается за счет временного резерва, который пред-

ставляет собой СВ k  с ФР )(tRk  и ПР 2,1),( ktrk . Если временной резерв 

исчерпывается, то обслуживание заявки прекращается и она теряется. Следую-

щую заявку на обслуживание канал принимает после своего восстановления. 

В случае завершения обслуживания заявки за счет резерва следующая заявка 

к обслуживанию также принимается после восстановления канала. Если же вос-

становление канала происходит до завершения обслуживания, то обслуживание 

заявки вновь продолжается каналом. В случае повторного отказа канала обслу-

живание заявки снова продолжается за счет временного резерва, который пред-

ставляет собой ту же СВ k . Таким образом, обслуживание заявки может быть 

завершено за счет неоднократного использования временного резерва. Предпо-

лагается, что все указанные случайные величины имеют конечные математиче-

ские ожидания и дисперсии. 

Цель работы – найти финальные вероятности пребывания системы в различ-

ных физических состояниях, определить средние стационарные времена пребы-

вания в этих состояниях и исследовать влияние временного резерва на эти харак-

теристики.  

 

Построение математической модели 

Для построения модели функционирования рассматриваемой системы об-

служивания используем полумарковский процесс )(tS с дискретно-непрерывным 

множеством состояний. Для задания этого процесса введем фазовое простран-

ство состояний E , вероятности и плотности вероятностей переходов из состоя-

ний, а также времена пребывания в состояниях. 

Начнем с описания физических состояний системы. Они могут быть заданы 

двухкомпонентным вектором ),( 21 ddd  , каждая компонента которого описы-

вает физическое состояние соответствующего канала и принимает следующие 

значения: 11  – работоспособный канал обслуживает заявку; 21  – канал восста-

навливается, обслуживание заявки продолжается за счет временного резерва; 2 – 

канал восстанавливается, заявка не обслуживается; 0  – канал в работоспособном 

состоянии находится в ожидании заявки.  
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Для того чтобы в моменты изменения физических состояний каналов систе-

ма обладала марковским свойством, перед вектором физических состояний ука-

жем номер канала, который изменил свое физическое состояние последним, 

а также расширим фазовое пространство состояний добавлением непрерывных 

составляющих. Опишем содержательный смысл этих расширений. 

Для состояния k -го канала kk zx11  )0,0(  kk zx  составляющая kx – вре-

мя, прошедшее с момента начала обслуживания заявки, kz – время, оставшееся 

до отказа канала. В частном случае 0011  – момент начала обслуживания вновь 

поступившей заявки, )0(011 kk xx  – момент переключения канала на обслужи-

вание заявки после восстановления. 

Для состояния kkk zux21  составляющая 0kx  – время, прошедшее с момен-

та начала обслуживания заявки; 0ku  – время, оставшееся до окончания вос-

становления канала; 0kz  – оставшийся временной резерв. При этом 0012 kx – 

момент переключения обслуживания заявки за счет резерва. 

Для состояния ku2 составляющая 0ku  – время, оставшееся до окончания 

восстановления k -го канала. 

Например, состояние  )1)(01(1 222211 zuxx  соответствует моменту окончания 

восстановления первого канала и его переключению на обслуживание заявки, 

которая уже обслуживается время 1x . В этот момент второй канал восстанавли-

вается (до конца восстановления осталось время 2u ), а заявка обслуживается за 

счет резерва ( 2z  – оставшийся временной резерв), и с момента начала ее обслу-

живания прошло время 2x .  

Состояние  )0)(2(2 1u  – момент перехода второго канала в состояние ожида-

ния заявки в работоспособном состоянии. В этот момент первый канал продол-

жает восстанавливаться, до конца восстановления осталось время 1u  (заявку ка-

нал не обслуживает). 

Укажем, как определяются времена пребывания системы в состояниях. Если 

последним изменил свое физическое состояние i -й канал, то время пребывания 

системы в состоянии есть минимум детерминированной величины 
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Здесь    – знак минимума;   – время между поступления заявок в систему 

с плотностью 
tetg  )( ;  


 ixi  – СВ с ФР 

)(

)(

ii

ii

xF

txF 
, причем в случае 

0ix  СВ  


 ixi есть i . 

Например, время пребывания системы в состоянии  )001)(1(2 1111 zx  есть ми-



39 

нимум величин   22111  


zx ; время в состоянии  )0)(1(2 111 zx  – ми-

нимум    
 111 zx . 

Опишем плотности вероятностей переходов системы на примере переходов 

из состояния  )001)(1(2 1111 zx : 
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xF

zzxF



 . 

Аналогично выписываются плотности и вероятности переходов из других 

состояний системы. 

Стационарное распределение вложенной цепи Маркова (ВЦМ) находится из 

системы уравнений 


E

BxPdxB ),()()(  , 

где ),( BxP  — вероятность перехода из состояния x  во множество состояний В; 

)(  — стационарное распределение ВЦМ. 

В рассматриваемой модели система уравнений содержит 40 уравнений. Вы-

пишем для примера одно из уравнений этой системы: 

     )()()()0)(001(1)001)(1(2 11111111111 xFzxxgzx   
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Непосредственной подстановкой можно убедиться, что решениями этого 

уравнения являются функции 
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где  
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
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1 xH  четных восстановлений (т. е. восстановлений рабо-

тоспособности первого канала) обрывающегося альтернирующего процесса вос-

становления, который порождается СВ 
1  и СВ с несобственным распределени-

ем и плотностью )()( 1111 xRx ; функция 
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по переменной 1z плотность распределения остаточной наработки до отказа это-

го альтернирующего процесса, если с момента обслуживания заявки этим кана-

лом прошло время 1x . Постоянная 0  находится из условия нормировки. 

Аналогично выписываются остальные уравнения системы и доказывается, 

что стационарное распределение ВЦМ для состояний с точностью до постоянно-

го множителя 0  представляет собой произведение двух сомножителей. Если 

последним изменил свое физическое состояние канал с номером i , то ему соот-

ветствует множитель вида 
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а другому каналу – множитель 
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kk xH  нечетных восстановлений (т. е. отказов k -го кана-

ла) обрывающегося альтернирующего процесса восстановления, который по-

рождается СВ k  и СВ с несобственным распределением и плотностью 
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по переменной ku плотность распределения времени, оставшегося до ближайше-

го момента восстановления работоспособности k -го канала, если с момента об-

служивания заявки этим каналом прошло время kx , а оставшийся временной ре-

зерв равен kz . 

 

Финальные вероятности состояний 

Разобьем фазовое пространство состояний системы на непересекающиеся 

подмножества 
012 EEEE  . К подмножеству 2E  (оба канала заняты) отнесем 

все состояния, для которых компоненты вектора физических состояний d при-

нимают значения 21 1,1  или 2 . Подмножество 1E  (один канал занят, второй сво-

боден) включает в себя состояния, в которых одна из компонент вектора физиче-

ских состояний равна 0 . Подмножество 0E  (оба канала свободны) образуют со-

стояния с нулевыми компонентами вектора физических состояний, т. е. 

    )0)(0(2,)0)(0(10 E . 

Финальные вероятности пребывания системы в указанных подмножествах 

состояний найдем с помощью предельных соотношений [6] 
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где )(xm  – среднее время пребывания системы в состоянии Ex ; )(  – стаци-

онарное распределение вложенной цепи Маркова. 

Не составляет труда выписать средние времена пребывания рассматривае-

мой системы в состояниях. Например, для состояний  )0)(0(1 ,  )0)(1(2 111 zx

и  )001)(1(2 1111 zx эти времена определяются соответственно формулами  
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При использовании выражений для средних времен, а также найденной 

плотности стационарного распределения ВЦМ интегралы в формуле (1) в ре-

зультате преобразований принимают вид 
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Введем обозначения:  



1)0( kT ;   2,1,)()()(
0

)2()1()1( 1  

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0
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

kdstsfsHdttRtT kkkkk ; 

2,1,)()()()()()(
0
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)2()2(  


kdstsfsHdttRtdttHtfET kkkkkkkk  . 

Заметим, что 
)(m

kT  – среднее время пребывания k -го канала в состоянии 

,0,2,1,1 21m  на периоде регенерации, т. е. между двумя соседними моментами 

начала обслуживания заявок. 

С учетом полученных выражений и обозначений финальные вероятности 

состояний: оба канала свободны, один канал свободен, оба канала заняты – опре-

деляются соответственно формулами 
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где 

  




0

)2(

0

)2()1()2()1()1(
)()()()()(21 dttHtfEdttHtHtFETTT kkkkkkkkkk . (3) 

Если система обслуживания однородная, т. е. каналы однотипны и описы-

ваются одинаковыми случайными величинами, то формулы для финальных ве-

роятностей могут быть записаны в форме формул Эрланга: 
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где  

 )2()1()1( 21 TTT   . 

Заметим, что вероятность полного обслуживания заявки k-м каналом  

( 21,k  ) для системы без временного резерва равна  


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Наличие временного резерва увеличивает эту вероятность до значения  
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Средние стационарные времена пребывания системы в состояниях 

Среднее стационарное время пребывания системы в состоянии iE  найдем 

с помощью соотношений [6] 
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где ),( iExP  – вероятности переходов из состояния x  в подмножество состоя-

ний iE .  

В результате преобразований соотношения (5) с учетом вероятностей пере-

ходов системы из состояний и стационарного распределения ВЦМ приводятся 

к виду  
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В случае однородной системы обслуживания последние формулы принима-

ют вид 

 



1

)( 1


ET ; 
2

)( 2


ET . 

Замечание. С помощью изложенной методики можно найти стационарные 

характеристики и других физических состояний системы. Так, например, фи-

нальная вероятность того, что первый канал обслуживает заявку, а второй – вос-

станавливается и заявка обслуживается за счет временного резерва, вычисляется 

по формуле 
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При этом среднее стационарное время пребывания системы в этом состоя-

нии определяется выражением 
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Стационарные характеристики для системы 0/2// MM  

В качестве частного случая рассмотрим систему обслуживания 0/2// MM . 

Пусть время обслуживания заявки k -м каналом ( 2,1k ) имеет плотность 

t

kk
ketf

 
)( ; время k  безотказной работы канала – плотность 

t

kk
ket

 
)( ; время k  восстановления канала – плотность 

t

kk
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 
)( ; 

резерв времени k  – плотность 
t

kk
ketr

 
)( .  

Тогда в формулах (2) и (6) для определения финальных вероятностей 

и средних стационарных времен пребывания в состояниях выражение (3) прини-

мает вид 
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Заметим, что в частном случае, когда в системе отсутствует временной ре-

зерв ( k ), формулы для вычисления финальных вероятностей совпадают 

с известными формулами работы [7]. 

Для ненадежной системы без временного резерва вероятность того, что при-

нятая k -м каналом заявка будет обслужена, равна 
kk

k
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, а для системы 

с временным резервом эта же вероятность принимает значение 
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Численный пример 

Рассмотрим систему обслуживания, в которую поступает простейший поток 

заявок с интенсивностью 5,0  1/мин. Все остальные случайные величины, 

описывающие систему, имеют распределение Эрланга, их параметры приводятся 

в табл. 1. 
Таблица 1 

Характеристики каналов обслуживания 

Характеристики  

случайных  

величин 

 

Первый канал Второй канал 

Порядок  

распределения 

Эрланга 

Среднее  

значение  

величины, мин 

Порядок  

распределения 

Эрланга 

Среднее  

значение  

величины, мин 

Время обслуживания 

заявки 
2 4 2 8 

Время безотказной 

работы 
3 9 3 15 

Временной резерв 2 3,33 2 4 

Время восстановления 2 2,5 2 6 
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Результаты вычислений стационарных характеристик системы в случае 

наличия временного резерва по формулам (2) и (6) и без резерва времени, а также 

результаты сравнения этих характеристик помещены в табл. 2. 
 

Таблица 2 

Стационарные показатели системы 

 

Состояния 

системы 

Стационарные показатели 

Финальные вероятности Среднее время пребывания 

Без  

резерва 
С резервом 

Относительная 

разница, % 

Без  

резерва 
С резервом 

Относительная 

разница, % 

Оба канала 

свободны 
0,124 0,118 -4,8 2 2 0 

Один канал 

свободен 
0,376 0,370 -1,6 1,502 1,516 +0,9 

Оба канала 

заняты 
0,500 0,512 +2,4 2,662 2,770 +4,1 

 

При наличии временного резерва финальная вероятность того, что посту-

пившая в систему заявка будет принята к обслуживанию, равна 

.488,0370,0118,010   pp  При этом вычисленная по формуле (4) вероят-

ность полного обслуживания заявки первым каналом равна 958,0 , а для второго 

канала – 943,0 . При отсутствии резерва времени эти вероятности соответственно 

равны 500,0 ; 821,0  и .766,0  Таким образом, наличие временного резерва в данной 

системе приводит к уменьшению на %4,2  финальной вероятности принятия за-

явки к обслуживанию, но при этом увеличивает на %7,16  вероятность полного 

обслуживания принятой заявки для первого канала и на %2,23  – для второго. 

 

Выводы 

С помощью аппарата теории полумарковских процессов с общим фазовым 

пространством состояний построена математическая модель функционирования 

ненадежной двухканальной системы обслуживания 0/2//GM , в которой в слу-

чае отказа предоставляется возможность завершить обслуживание заявки за счет 

мгновенно пополняемого временного резерва. Найдено стационарное распреде-

ление вложенной цепи Маркова как решение системы интегральных уравнений 

в терминах процессов восстановлений, порожденных плотностями функций 

наработки на отказ, временами восстановления и временного резерва каналов. 

Установлены расчетные формулы для вычисления стационарных характеристик 

системы, с помощью которых можно оценить влияние временного резерва 

на финальные вероятности пребывания системы в различных физических состо-

яниях и средние стационарные времена пребывания в этих состояниях.  
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Abstract. The object of research is a two-channel unreliable queueing loss system. The in-

coming flow of requests is considered to be simplest. The rest of random variables, de-

scribing the system operation, are general ones. During request service the failure of 

channel can occur. In this case, the service goes on by means of random time reserve. 

Time reserve can be enough to complete service or to restore the channel. In the latter 

case, request service by the channel goes on. In case of short reserve, the request is lost. 

By means of the apparatus of theory of semi-Markov processes with discrete-continuous 

states mathematical model of the queuing system is built. Final probabilities of different 

physical states and average stationary sojourn times in these states are obtained. 

Keywords: unreliable two-channel queueing system, semi-Markov process with a discrete-

continuous phase state space, stationary distribution of the embedded Markov chain, final 

probabilities of states, average stationary sojourn time in states. 
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