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Аннотация. Рассматривается задача определения частоты и амплитуды колеба-

ний температуры печи нагрева сопротивлением при позиционном регулировании 

с помощью однополярных идеального реле и реле с петлевой характеристикой. Це-

лью является оптимизация работы двух печей в системе электроснабжения так, 

чтобы печи не включались одновременно в режиме стабилизации температуры. 

В литературных источниках, как правило, рассматриваются упрощенные примеры 

расчета следящих систем с применением идеального реле, приводятся различные 

способы точных и приближенных методов определения частоты и амплитуды 

симметричных колебаний, однако при несимметричных колебаниях с учетом сме-

щения наиболее приемлемым является алгебраический способ с применением гармо-

нической линеаризации, при этом исследуются зависимости частоты и амплитуды 

колебаний от параметра петли релейной характеристики с целью назначения этого 

параметра при допустимом отклонении температуры. Коэффициенты гармониче-

ской линеаризации реле с петлевой характеристикой с учетом смещения представ-

ляют собой сложные выражения, включающие величину смещения. Для упрощения 

расчетов принят предельный вариант, когда величина амплитуды колебаний равна 

сумме смещения и половины ширины петли реле.  

Ключевые слова: нагревательная печь сопротивления, гармоническая линеаризация, 

смещение, характеристика реле, нелинейный элемент, амплитуда, частота, коле-

бания. 

Электрическая печь сопротивления (ЭПС) представляет собой сложную 

многозвенную структуру, звенья которой связаны между собой законами тепло-

обмена. В [1] приводится структурная схема ЭПС с передаточными функциями 

и взаимосвязями нагревателя, футеровки (стенок печи), нагреваемого изделия 

и термоэлектрического преобразователя (датчика температуры). Также показано, 

что решение уравнений, составленных на основании структурной схемы, пред-

ставляет собой трудную задачу, поэтому вводится ряд упрощающих допущений. 

Пренебрегаем постоянной времени нагреваемого изделия.  

Нагреватель считаем теплотехнически тонким телом с передаточной функ-

цией инерционного звена первого порядка 
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Футеровку печи принимаем за полуограниченное тело, в отличие от [1], где 

передаточная функция 1/1 2F  pTW  трудноопределима; принимаем переда-

точную функцию  
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Передаточную функцию термоэлектрического преобразователя без чехла 

принимаем, пренебрегая запаздыванием: 
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Целью данной работы является расчет с использованием метода гармониче-

ской линеаризации нелинейной системы с релейным элементом и получение ча-

стоты и амплитуды несимметричных колебаний в системе стабилизации темпе-

ратуры печи с учетом смещения x0, характеризующего статическую ошибку. 

В результате ошибка в регулировании температуры, равная сумме амплитуды 

колебаний a и смещения x0, не должна превышать допустимых значений.  

Частота и амплитуда несимметричных колебаний будут определяться в уста-

новившемся режиме после нагрева до установившейся температуры. Расчетная 

структурная схема показана на рис. 1.  
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Рис. 1. Структурная схема расчета 

 

В источниках [3–5, 8–13] рассматриваются задачи расчета различных нели-

нейных систем точными и приближенными методами, в основном следящих си-

стем при симметричных колебаниях. Линеаризующие обратные связи [14] для 

систем с нелинейным элементом релейного типа не применяются. В [6] приведе-

на схема позиционного регулирования напряжения с применением реле с петле-

вой характеристикой, однако не приводится метод расчета. Для расчета систем 

позиционного регулирования необходимо учитывать сигнал задания, смещение 

и несимметричные колебания в установившемся режиме [2, 4], при этом наибо-

лее приемлемым для расчета является приближенный метод гармонической ли-

неаризации, в частности, когда нелинейным элементом является идеальное реле 

(рис. 2) или реле с петлевой характеристикой (рис. 3). Позиционное регулирова-

ние отличается от следящей системы, так как нелинейный элемент однополяр-

ный, реле включает нагрев и отключает. 

Поэтому для расчета системы стабилизации температуры печи необходимо 

принять еще одно допущение: в установившемся режиме стабилизации темпера-
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туры принимаем равными постоянные времени при нагреве, включении и при 

охлаждении, выключении печи.  
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Рис. 2. Характеристика идеального реле 
 

 

Рис. 3. Петлевая релейная характеристика 
 

 

В [2] рассматривается расчет нелинейных систем методом гармонической 

линеаризации с учетом смешения, отражающего ошибку регулирования, приво-

дится пример расчета следящей системы, структурная схема которой существен-

но отличается от структурной схемы печи нагрева сопротивлением, и не рас-

сматривается нелинейность c петлевой релейной характеристикой.  

Предположим, что произведен расчет одной зоны печи нагрева сопротивле-

нием, в результате получено: номинальная мощность PH = 30 кВт, номинальное 

напряжение UH = 220 В, заданная регулируемая температура θF = 1000 °С, уста-

новившееся значение температуры футеровки и изделия без регулирования 

θFY = 1200 °С, установившееся значение температуры нагревателей без регулиро-

вания θHY = 1400 °С, масса нагревателей G = 30 кг, удельная теплоемкость нагре-

вателей cud = 450 Дж/кг∙к
0
, время нагрева до 1000 °С составляет 30 мин.  

По данным расчета печи определяются:  

– постоянная времени нагревателя 

 

H

FHYud
1

P

Gc
T


 =180 c;     (4) 

– постоянная времени нагрева изделия и футеровки – принимаем ее прибли-

женно равной времени нагрева до заданной температуры [1]: 

T2 = 1800 c;     

– постоянная времени термоэлектрического преобразователя – принята по 

графику [1] при температуре 1000 °С:  

T3 = 15 с;      

– коэффициенты передачи: 
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Гармоническая линеаризация нелинейности [2, 3, 4] 
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где )(aq  и )(aq  – коэффициенты гармонической линеаризации.  

Характеристическое уравнение гармонически линеаризованной системы 

0
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где 321)( kkkpR  ,    111)( 321  pTpTpTpQ . 

Коэффициенты гармонической линеаризации для реле с петлевой характери-

стикой имеют сложные выражения, особенно с учетом смещения. Чтобы найти 

частоту ω, смещение x0 и амплитуду колебаний a, необходимо решить уравнения 

методом подбора или графического построения. Для определения приближенной 

области изменения a и ω целесообразно вначале рассчитать систему с характери-

стикой идеального реле (см. рис. 2).  

Гармоническая линеаризация нелинейности [2] при симметричных колеба-

ниях с идеальным реле 
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, 0)(  aq ,    (10) 

где Ca  – амплитуда симметричных колебаний.  

Гармоническая линеаризация нелинейности при несимметричных колебани-

ях  

taxaqaxFxF  sin),(),()( 000 ,    (11) 

где согласно [2] 
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0x  – постоянная составляющая (смещение). 

Частота симметричных и несимметричных колебаний одинакова при одно-

значной нелинейности, поэтому определим вначале частоту и амплитуду сим-

метричных колебаний. 

Уравнение замкнутой системы относительно переменной x 

          111111 3211321321  pTpTpTgxkkkxFpTpTpT . (13) 

При симметричных колебаниях с идеальным реле 01 g , тогда характери-

стическое уравнение после перемножения выражений в скобках и подстановки 

)(xF  в уравнение замкнутой системы будет 
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Подставим  jp : 
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Отсюда получаем два уравнения для действительных и мнимых частей: 
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Из второго уравнения определяется частота колебаний 
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TTT

TTT 
 =0,02026 рад/с,     (18) 

f  = 0,003226 Гц, время периода tП = 310 с. 

Амплитуда симметричных колебаний из первого уравнения 
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При несимметричных колебаниях с идеальным реле g1 = 10 В. С учетом (11) 

и (12) получаем уравнение для постоянных составляющих ( 0p ) 
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Из этого уравнения определяется 
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Подставив (20) в выражение (12), для q получим  
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В соответствии с выводами [2] приравняем  
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тогда получим 
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Из этого уравнения найдем  

Ckkk

g
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2
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1
 =0,028.     (25) 

Подставив (24) в (20), найдем постоянную составляющую (смещение) 
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Ckkk
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x C
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2
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 =0,0265.     (26) 

В процессе работы системы стабилизации температуры ЭПС с идеальной ре-

лейной характеристикой возможны электромагнитные помехи и возникновение 

дребезга при включении и отключении, поэтому рассмотрим применение реле 

с петлевой характеристикой.  

Для петлевой релейной характеристики при симметричных колебаниях ко-

эффициенты гармонической линеаризации 
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Подставляя (27, 28) в (16, 17) и  jp , а затем выделяя действительную 

и мнимую части, получим два уравнения для определения частоты ω и амплиту-

ды симметричных колебаний aC: 
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После преобразований (29, 30) получим 
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Эти уравнения можно решить графически либо с помощью программы 

MathCad. 

В программе MathCad вводятся параметры: k1 = 6,364; k2 = 0,85; k3 = 0,01; 

C = 220; T1 = 180; T2 = 1800; T3 = 15; π = 3,14. 

Задаемся различными значениями b (см. рис. 3) и затем подбором a добива-

емся равенства a = a1 c использованием введенных в MathCad уравнений, где 

a1 = aC в выражении (32): 
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Результаты расчета представлены в табл. 1, графики зависимостей – на рис. 

4, 5.  

Таблица 1  

Результаты расчета в MathCad 

 

b a ω a1 

0 0,106 0,02 0 

0,001 0,159 0,016 0,159 

0,0025 0,22 0,014 0,219 

0,005 0,3 0,012 0,3 

0,01 0,43 0,01 0,431 

0,05 1,115 0,00622 1,116 

0,1 1,73 0,005 1,731 

0,2 2,7 0,004 2,705 

0,5 4,93 0,003 4,93 

 

Амплитуда выходной величины температуры нагрева равна a/k3, то есть 

в 100 раз больше амплитуды на входе нелинейного элемента. 

 

 

0 

0,75 

1.5 

2.25 

a, B 

b, B 0,05 0,1 0,15 

Р и с. 4 

Зависимость амплитуды колебаний от 

параметра b петлевой релейной 

характеристики 

0 b, B 0,05 0,1 0,15 

0,005 

0,01 

0,015 

ω, 

рад/

с 

Р и с. 5 

Зависимость частоты колебаний от 

параметра b петлевой релейной 

характеристики 

 

 

Рис. 4. Зависимость амплитуды  

колебаний от параметра b петлевой  

релейной характеристики 

 

 

        Рис. 5. Зависимость частоты  

       колебаний от параметра b петлевой  

       релейной характеристики 

 

 

Рассмотрим устойчивость системы по алгебраическому критерию 
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полагая при этом, что b = 0,005 B, a = 0,3 B, ω = 0,012 рад/с (см. табл. 1): 
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Подставляя числовые значения для приведенного примера в (35) 

    05,1048,1038488855,169  , 

убеждаемся, что система устойчива, при этом все коэффициенты в уравнении 

(14) положительны. 

Для петлевой релейной характеристики несимметричных колебаний 
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Несимметричные колебания при задающем воздействии g1 =10 В. Из (14) 

и (40) получаем уравнение для постоянных составляющих ( 0p ) 
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Функция arcsin x определена в области (-1 ≤ x ≤ +1) [7], поэтому должно вы-

полняться условие 0b x a  . Определение x
0
 из этого уравнения затруднитель-
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но, поэтому учитывая, что 0xb  , принимаем предельный случай, когда выпол-

няются равенства  

0xba  , 0xab  ,      (44) 

это позволит исключить параметр b, а затем определить его по выражению (43), 

тогда получим  

1

0

321 arcsin
2

g
a

xbC
kkk 












 





;      (45) 

a

xb

Ckkk

gCkkk 0

321

1321 arcsin
2

2 



;      (46) 

Ckkk

gCkkk

a

xb

321

1321
0

2

2
sin





;      (47) 

b
Ckkk

Ckkkg
ax 




321

32110

2

2
sin .      (48) 

Коэффициент гармонической линеаризации при 
0xba   равен 
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Подставляя (47) в (49), получим 
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Так как q  не зависит от x
0
, принимаем равенство, когда коэффициенты гар-

монической линеаризации равны при несимметричных колебаниях с амплиту-

дой a и при симметричных колебаниях с амплитудой aC: 

)()( CC aqaq  .      (51) 

Для симметричных колебаний коэффициенты гармонической линеаризации  
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Приравняем (50) и (52): 
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Определяется амплитуда несимметричных колебаний 
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Подставив (55) в (48) и учитывая, что  2sin2/1cossin , получим 
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Подставляем 0xab  : 
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В выражениях (55) и (57), учитывая, что b<<aC, пренебрегаем отношением 
22 / Cab , задаваясь рядом значений aC (ориентируясь на значения, полученные для 

идеальной релейной характеристики). Определяется амплитуда по (55), а затем 

смещение x
0
 по (57) и рассчитывается параметр петлевой релейной характери-

стики 0xab  .  

При расчете должна учитываться точность регулирования температуры печи  

3

0

k

xa 
 .      (58) 

Расчет по сложным формулам (55) и (57) целесообразно производить в про-

грамме MathCad, например для приведенных параметров печи получены данные 

в табл. 2. 

Таблица 2  

Результаты расчета в MathCad 

 

aC a x
0 

b 

0,1 0,025 0,023 0.002 

0,15 0,038 0.035 0,0025 

0,2 0,05 0.047 0.003 

0,3 0,075 0,07 0,005 

0,4 0,1 0.093 0,007 

0,6 0,15 0.14 0,01 

0,8 0,2 0,187 0.013 

1,0 0,27 0.233 0,017 
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Таким образом можно задаться точностью регулирования температуры, 

например С029 , принимаются параметры b = 0,01 В, a = 0,15 В, x
0 
= 0,14 В, 

затем по выражению (31) определяется приближенное значение частоты колеба-

ний. Получено: ω = 0,017 рад/с, f = 0,00271 Гц, время периода 369 с, 6,15 мин.  
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POSITION CONTROL OF TEMPERATURE OF ELECTRIC  

RESISTANCE FURNACE 

 

V.S. Osipov, A.I. Danilushkin, A.A. Bazarov 
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244, Molodogvardeyskaya st., Samara, 443100, Russian Federation 

Abstract. The problem of determining the frequency and amplitude of temperature fluctua-

tions of the heating furnace by resistance at positional regulation with the help of unipolar 

ideal relay and relay with loop characteristic is considered. The aim is to optimize the op-

eration of the two furnaces in the power supply system so that the furnaces are not 

switched on simultaneously in the temperature stabilization mode. In the literature, as a 

rule, simplified examples of tracking systems with the use of an ideal relay are considered, 

various methods of accurate and approximate methods for determining the frequency and 

amplitude of symmetric oscillations are given, however, with asymmetric oscillations, tak-

ing into account the displacement, the most acceptable is the algebraic method using the 

harmonic linearization method, with the dependence of the frequency and amplitude of the 

oscillations on the relay characteristic loop parameter in order to assign this parameter at 

an acceptable temperature deviation. The coefficients of the harmonic linearization of a 

relay with a loop characteristic with allowance for bias are complex expressions involving 

the amount of displacement. To simplify the calculations, the limiting variant is adopted, 

when the magnitude of the amplitude of the oscillations is equal to the sum of the dis-

placement and half the width of the relay loop. 

Keywords: resistance furnace, harmonic linearization, bias, relay characteristic, nonlinear 

element, amplitude, frequency, oscillations.  
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