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Аннотация. Рассматривается синтез системы управления объектом с распределен-

ными параметрами. Обозначены проблемы существующих методов описания таких 

объектов и разработки систем управления ими. Предложен подход для нивелирова-

ния недостатков существующих методов, связанных с допущениями о постоянстве 

физических характеристик объекта и с необходимостью управления ненаблюдаемой 

пространственной координатой объекта. В качестве примера рассматривается 

нагрев массивной заготовки в конвекционной печи. Управление по ненаблюдаемой ко-

ординате объекта реализовано путем синтеза цепной структуры, реализующей пе-

редаточную функцию, близкую к обратной передаточной функции объекта. Слабая 

чувствительность к параметрической нестабильности обеспечивается решением 

обратной задачи динамики. В результате получена система, обладающая слабой чув-

ствительностью к параметрическим возмущениям объекта и обеспечивающая тре-

буемое поведение ненаблюдаемой координаты пространственной области распреде-

ленного объекта. 
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Введение 

Современная наука имеет мощный математический аппарат для описания 

объектов с распределенными параметрами. Существуют различные подходы к за-

дачам синтеза систем управления такими объектами. 

Большинство подходов обладает общим недостатком – в них не учитывается 

параметрическая нестабильность объектов. Все модели объектов и алгоритмы 

управления рассчитываются с учетом допущений о постоянных или кусочно-по-

стоянных физических параметрах объекта. Например, в задаче нагрева массивных 

заготовок объект рассматривается как распределенный и необходимо учитывать 
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распределение температуры по его толщине. Подобные допущения о постоянстве 

теплофизических параметров вносят погрешность в математическое описание 

объекта управления.  

При разработке систем управления таким объектом прибегают, как правило, 

к аналитическим методам, которые также базируются на допущении постоянства 

теплофизических параметров.  

Еще одной проблемой при построении таких систем может быть необходи-

мость управления ненаблюдаемой координатой объекта – например, температу-

рой в середине объекта, измерить которую не представляется возможным. Прихо-

дится определять ее косвенно, прибегая к аналитическим методам. 

Проблема инвариантности в системах управления широко рассматривается 

в современной науке, например в [1–4]. 

Применительно к объектам с сосредоточенными параметрами известна задача 

синтеза системы управления методами обратной динамики и задача компенсации 

динамических свойств объекта нахождением близкой к обратной передаточной 

функции с помощью цепных (периодических) структур. 

Применительно к задачам управления метод обратной динамики подразуме-

вает определение закона управления путем нахождения дифференциального урав-

нения, описывающего поведение управляемой величины по заданным требова-

ниям к показателям качества, последующего вычисления по этому уравнению 

старшей производной и подстановки ее вместо старшей производной в уравнение 

объекта. 

Такой метод был предложен Л.М. Бойчуком [5] для определения структуры 

при синтезе нелинейных систем управления. Широкому распространению метода 

способствовали работы П.Д. Крутько [6, 7]. 

Задача нахождения обратной передаточной функции объекта относится 

к классу «некорректных» и не имеет точного решения. Проблема состоит в необ-

ходимости компенсации динамических свойств объекта и, как следствие, в выпол-

нении операций точного дифференцирования.  

Идеальное дифференцирующее звено реализовать невозможно, поэтому, как 

правило, прибегают к различным приближенным способам реализации оператора 

дифференцирования. Большинство из них состоит в использовании метода малого 

параметра, где наличие малого коэффициента позволяет задать системе некото-

рый запас устойчивости, снизив при этом точность реализации. 

Задачам нахождения обратных передаточных функций и решению некоррект-

ных задач посвящены работы Б.М. Менского, А.Н.Тихонова [8–12]. 

Для решения задачи компенсации динамических свойств объекта возможно 

использовать цепную схему, где последовательно соединены одинаковые звенья 

и каждое последующее звено все больше приближает структуру к обратной функ-

ции объекта [13–19]. 

 

Постановка задачи 

Для синтеза системы управления процессом нагрева массивной металличе-

ской заготовки относительно ненаблюдаемой координаты (нагрев центральной 

точки) предлагается последовательно решать следующие задачи: 

1. Разработка математической модели распределенного объекта с граничным 

управлением первого рода. 

2. Разработка динамических структур, близких к обратной передаточной 

функции объекта. 
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3. Определение эталонной траектории изменения регулируемого параметра 

(температура в центре заготовки) и на основе обратной передаточной функции 

определение управляющего воздействия (температура на поверхности заготовки), 

обеспечивающего требуемый характер поведения ненаблюдаемой фазовой коор-

динаты. 

4. Математическое описание объекта управления в граничных условиях тре-

тьего рода (конвективный нагрев в газовой печи). 

5. Структурно-параметрический синтез системы граничного управления 

с обратной связью по температуре поверхности заготовки методом обратной ди-

намики. 

В результате получим систему управления нагревом ненаблюдаемой коорди-

наты объекта с обратной связью по температуре поверхности заготовки и темпе-

ратурой печи в качестве управляющего воздействия. 

Как будет показано ниже, такая система будет обладать слабой чувствитель-

ностью к параметрическим возмущениям объекта управления. 

Структура предлагаемого подхода представлена на рис. 1. 

 

 

 
 

Рис. 1. Структура системы управления внутренней координатой объекта 

 

В качестве объекта управления рассматривается массивная неограниченная 

пластина из алюминиевого сплава Д16, нагреваемая по толщине. В таблице при-

водятся принятые в расчетах характеристики нагреваемой заготовки. 

 
Характеристики нагреваемых заготовок сплава Д16 (АА2024) 

 

Параметр Значение 

2R, толщина заготовки, мм 250 

λ, коэффициент теплопроводности, Вт/м·0С 130 

ρ, плотность, кг/м3 2800 

с, теплоемкость, Дж/кг·0С 922 

а, коэффициент температуропроводности, м2/с 49·10–6 

 

Объект управления описывается сначала в граничных условиях первого рода 

(управление температурой внутренней координаты по температуре поверхности). 

Затем осуществляется переход к управлению граничной температурой объекта 

с управляющим воздействием по температуре конвекционной печи. Для этого 

объект описывается в граничных условиях третьего рода. 
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Решение поставленной задачи 

Решением первой краевой задачи (1) построена модель объекта с управлением 

по температуре поверхности пластины [20]:  
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В (1) a=const – заданный постоянный коэффициент. 

Краевая задача (1) может быть представлена в стандартной форме с однород-

ными граничными и нулевыми начальными условиями: 
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где ),( tx  – стандартизирующая функция [20]: 

 0( , ) ( ) ( ) ( ) ( ).пx t a x R Q t Q x t           (3) 

Здесь )(t и )( Rx – дельта-функции временного и пространственного ар-

гументов соответственно, сосредоточенные в точках t=0 и x=R, и )( Rx – про-

изводная по х от )( Rx . 

Переход к изображениям по Лапласу в уравнениях (2) приводит к следую-

щему выражению для передаточной функции объекта управления (1) с граничным 

управляющим воздействием )(tQП  в форме ее разложения в бесконечный ряд по 

собственным функциям первой краевой задачи [20]: 
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pQП  – изображения ),( txQ и )(tQП . 

Модель объекта построена в соответствии с передаточной функцией (4) с уче-

том характеристик, приведенных в таблице. При построении модели (рис. 2) огра-

ничились пятью слагаемыми бесконечного ряда.  

Задачу компенсации динамических свойств объекта и получения приближен-

ной обратной передаточной функции выполним с помощью цепной структуры [19, 
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22] (рис. 3), где последовательно соединены одинаковые звенья и каждое после-

дующее звено все больше приближает структуру к обратной функции объекта [14–

19, 21]. 

 

 
 

 

Рис. 2. Модель объекта управления для нагрева центра пластины  

при граничных условиях первого рода 

 

 

 

 
 

 

Рис. 3. Система компенсации динамических свойств объекта 

 

 

На рис. 3 )(pWмод  – передаточная функция модели объекта управления, 

а
 )(pWк – передаточная функция корректирующего звена, описываемая уравне-

нием 
 



63 

.
)(1

1
)(

pWC
pW

мод
к


       (5) 

Коэффициент С варьируется в диапазоне [0…1). При С=1 система оказыва-

ется физически нереализуемой. В данном подходе необходимо подобрать коэффи-

циент С таким образом, чтобы система была устойчивой и реализуемой (напри-

мер, в части ограничений на величину управляющего воздействия). Увеличением 

количества ячеек периодической структуры в устройстве компенсации добива-

ются приемлемой точности. При этом чем ближе значение коэффициента С к 1, 

тем выше скорость сходимости. 

Несложно показать, что при бесконечном увеличении количества ячеек пери-

одической структуры и при значениях С, принадлежащих указанному диапазону, 

передаточная функция структуры стремится к обратной передаточной функции 

модели объекта: 
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Из (6) получаем: 
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Из (5) следует, что 
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где С принадлежит диапазону [0…1).  

Тогда в (7) при количестве ячеек n→∞ имеем сумму бесконечной геометриче-

ской прогрессии, знаменатель которой по абсолютной величине меньше единицы: 

 .1,1)()(1  CприpWpW модк     (9) 

Известно, что сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии 

равна первому члену этой прогрессии, деленному на разность между единицей 

и знаменателем этой прогрессии. 



64 

Таким образом, при бесконечном количестве ячеек структуры, представлен-

ной на рис. 3, она с абсолютной точностью реализует обратную передаточную 

функцию объекта управления при любом значении коэффициента  1,0С :  
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На рис. 3 устройство компенсации включено последовательно с моделью объ-

екта управления. Такое соединение при идеальной реализации компенсирующего 

устройства имеет единичную передаточную функцию и должно повторить вход-

ное воздействие )(pf . 

В качестве объекта управления рассматривалась модель поведения регулиру-

емой температуры в центре пластины: 

.
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Построен динамический компенсатор центра пластины при нагреве в гранич-

ных условиях 1-го рода (рис. 4) и найдена необходимая траектория изменения тем-

пературы поверхности заготовки. 

Значение коэффициента С=0.7 выбрано из соображений устойчивости си-

стемы. 

 

 

 
 

 

Рис. 4. Динамический компенсатор температуры центра пластины 

 в процессе нагрева при граничных условиях 1-го рода 

 

 

На рис. 5 приведена переходная характеристика ),0( tQЗАД  
эталонной модели 

полученной реакции ),0( tQ  на выходе модели объекта; управляющее воздействие 

)(tQП – температура поверхности пластины, а также относительная погрешность, 

полученная при значении коэффициента С=0,7 и количестве ячеек 1 и 3. 

Получена передаточная функция изменения граничной температуры нагрева-

емой заготовки с учетом заданной эталонной траектории температуры в централь-

ной точке объекта (12). Она соответствует модели системы, представленной на 

рис. 4 с моделью распределенного объекта управления, представленного на рис. 2.  
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Рис. 5. Переходная характеристика эталонной модели (а), синтезированной системы (б), 

найденный закон изменения граничной температуры (в), погрешность отработки  

сигнала эталонной модели при 1 ячейке компенсационной структуры (г),  

при 3 ячейках компенсационной структуры (д) 
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Решением третьей краевой задачи (13) построена модель объекта [6] для тем-

пературы поверхности той же самой заготовки с управлением по температуре печи 

(рис. 6). 

В (13) a=const – заданный постоянный коэффициент. 

Стандартная форма уравнений объекта (13) опять представляется в виде (2), 

где теперь стандартизирующая функция отличается от (3) и записывается следу-

ющим образом [20]: 

 
0( , ) ( ) ( ) ( ) ( ).Cx t R Q t Q x t

с


      


   (14) 

Передаточная функция объекта опять представляется в форме бесконечного 

ряда [20]: 
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При построении модели, как и в прошлый раз, ограничились пятью слагае-

мыми. Также учтены характеристики, приведенные в таблице.  

 

 
 

Рис. 6. Модель объекта управления для температуры поверхности пластины  

при граничных условиях третьего рода 
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Для синтеза системы управления, адаптивной к параметрическим возмуще-

ниям объекта, воспользуемся методами обратной динамики [5–7, 13].  

Задача сводится к минимизации квадратичного отклонения значений произ-

водных для выходов эталонной модели и объекта управления соответственно. 

Для этого предполагается минимизировать функционал (16) по градиентной 

схеме (17). 

 ;)),()((
2

1
))(( 2txQtytQG lC

       (16) 

 .,
)()(

const
dQ

QdG

dt

tdQ

C

CC       (17) 

Здесь ( )y t  – сигнал на выходе эталонной модели. За эталонную модель при-

нимается передаточная функция (12). 

Из (16) и (17) получаем: 

( ) ( ( ) ( , )), .C lQ t k y t Q x t k const       (18) 

На основе уравнения (18) выполним структурный синтез системы управления. 

Для этого проинтегрируем почленно уравнение эталонной модели (12), выделив 

ее выход ( )y t . Подставим его в (18) и выполним замену ),()( txQty l , обеспечив 

обратную связь по управляемой величине.  

Указанные действия выполняются непосредственно при построении струк-

туры системы управления (рис. 7). 

На рис. 7: (0, )Q p  – температура центра пластины; ( , )Q R p – температура ее 

поверхности; ( , )ГУЗW R p  – передаточная функция модели объекта управления 

в условиях третьей краевой задачи; ( )CQ p – граничное управляющее воздействие 

по температуре печи; 1(0, )ГУW p   – передаточная функция модели объекта управ-

ления от температуры поверхности к температуре центра в условиях первой крае-

вой задачи.  

Следует обратить внимание, что коэффициенты синтезированной структуры 

соответствуют коэффициентам эталонной модели и не зависят от параметров са-

мого объекта. Благодаря этому система получает свойство слабой чувствительно-

сти к параметрическим возмущениям. 

Для проверки работоспособности системы в условиях параметрической 

нестабильности объект управления подменяли аналогичным  объектом, но 

с другими параметрами (рис. 8а). 

Требуемая переходная характеристика температуры поверхности заготовки 

и полученная при замене объекта моделью с другими теплофизическими парамет-

рами представлены на рис. 8б и 8в. 

Представленные переходные характеристики подтверждают слабую чувстви-

тельности синтезированной системы к параметрическим возмущениям объекта 

управления. 

На полученных моделях проверялась способность системы отрабатывать дру-

гие виды возмущений. Для примера рассмотрено возмущение по входу объекта 

(помехи по температуре печи), которое может быть вызвано притоком воздуха 

разной температуры в печь извне. 
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Рис. 7. Структурная схема системы управления по температуре в центре заготовки (а), 

заданная переходная характеристика для температуры в центре пластины (б), полученная 

переходная характеристика (в), относительная погрешность синтезированной  

системы (г) 

 

На рис. 9 представлено случайное воздействие на температуру печи и относи-

тельное отклонение от эталонной траектории температуры ненаблюдаемой коор-

динаты распределенного объекта (нагреваемой заготовки).  
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Рис. 8. Параметрические возмущения объекта управления (а), заданная переходная  

характеристика для температуры на поверхности пластины (б), полученная  

переходная характеристика при параметрических возмущениях (в) 

 

 

 
 

а      б 

 

Рис. 9. Случайное воздействие на входе объекта управления (а),  

относительное отклонение от эталонной траектории (б) 

 

Выводы 

В работе выполнен синтез системы управления ненаблюдаемой координатой 

объекта с распределенными параметрами. Синтезированная система обладает 

свойством адаптивности к параметрическим возмущениям объекта управления. 

Рассматривался процесс нагрева массивной неограниченной пластины по тол-

щине. В качестве материала для нагреваемой заготовки использован сплав Д16. 
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Для модели объекта управления в граничных условиях первого рода с помо-

щью периодических структур получена близкая к обратной передаточная функция 

и найдено такое поведение граничной температуры, которое обеспечивает требу-

емый нагрев ненаблюдаемой центральной точки объекта. 

Это поведение граничной температуры принято за эталонную модель, на ос-

нове которой решена обратная задача динамики для того же объекта, но в гранич-

ных условиях третьего рода (управление температурой поверхности с помощью 

температуры конвекционной печи). 

В ходе исследования выявлены также основные ограничения предложенного 

подхода: 

– порядок эталонной модели должен быть не ниже порядка объекта управле-

ния; 

– инерционность эталонной модели не должна быть ниже инерционности объ-

екта управления. 
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Abstract. Method of synthesis of a control system for the object with the distributed para-

metres, providing compensation of dynamic properties of the object and giving to it of prop-

erties of standard model of a set. The system possesses the property of an adaptability to 

parametrical interference of the object. Control along the unobservable coordinate of the 

object is implemented by synthesizing a chain structure that implements a transfer function 

close to the inverse transfer function of the object. Weak sensitivity to parametric instability 

is provided by solving the inverse problem of dynamics. As an example, the heating of a 

massive billet in a convection oven is considered.  

 

Keywords: object with distributed parameters, boundary conditions 1 type, boundary con-

ditions 3 type, dynamic compensation, object inverse transfer function,  

periodic structures, compensation device, parametric instability, parametric noise, inverse 
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