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Аннотация

Изучается последовательность дифференциальных операторов высо-
кого четного порядка, потенциалы которых сходятся к дельта-функции
Дирака. Рассматривается один из видов разделённых граничных усло-
вий. В точках разрыва потенциала необходимо изучить условия склей-
ки для корректного определения решений соответствующих дифферен-
циальных уравнений. При больших значениях спектрального парамет-
ра методом Наймарка выписаны асимптотические решения дифферен-
циальных уравнений. Изучены условия склейки, исследованы гранич-
ные условия, выведено уравнение на собственные значения рассмат-
риваемого дифференциального оператора. Методом последовательных
приближений найдена асимптотика спектра изучаемых дифференци-
альных операторов, предел которой задаёт спектр оператора с потен-
циалом дельта-функцией.
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Об асимптотике спектра дифференциального оператора четного порядка . . .

Введение и исторический обзор. Дифференциальный оператор, по-
тенциалом которого является дельта-функция, можно рассматривать как пре-
дел последовательности операторов с кусочно-гладкими потенциалами. Раз-
витие спектральной теории дифференциальных операторов идет в сторону
уменьшения гладкости коэффициентов дифференциальных уравнений, зада-
ющих эти операторы. Различные вопросы спектральной теории операторов
второго порядка с негладкими коэффициентами (с кусочно-гладкими потен-
циалами либо кусочно-гладкой весовой функцией) были рассмотрены в ра-
ботах [1–5].

В работе [6] были найдены асимптотики собственных значений дифферен-
циальных операторов второго порядка с суммируемым потенциалом. В рабо-
тах [7–9] были изучены спектральные свойства операторов четвертого, ше-
стого и выше порядков с разделенными граничными условиями, а в работе
[10] — с неразделенными граничными условиями с суммируемым на отрезке
потенциалом.

В работах [11–13] рассматривались различные операторы второго поряд-
ка с сингулярными потенциалами, в том числе и операторы с потенциалом
дельта-функцией. Необходимость изучения операторов, потенциалом кото-
рых является дельта-функция Дирака, следует из богатства их физических
приложений, примеры которых изложены в работах [14–18].

Во всех этих работах рассматривались операторы второго порядка. Опе-
раторы порядка выше второго, потенциалами которых является дельта-функ-
ция, до сих пор не изучались.

1. Постановка задачи. Изучим дифференциальный оператор с кусочно-
гладкими коэффициентами, задаваемый на отрезке [0;𝜋] дифференциальны-
ми уравнениями

𝑦
(8)
1 (𝑥) + 𝑞1(𝑥)𝑦1(𝑥) = 𝜆𝑎8𝑦1(𝑥), 0 6 𝑥 < 𝑥1𝑛; (1)

𝑦
(8)
2 (𝑥) + 𝑞2(𝑥)𝑦2(𝑥) = 𝜆𝑎8𝑦2(𝑥), 𝑥1𝑛 6 𝑥 6 𝑥0; (2)

𝑦
(8)
3 (𝑥) + 𝑞3(𝑥)𝑦3(𝑥) = 𝜆𝑎8𝑦3(𝑥), 𝑥0 < 𝑥 6 𝑥2𝑛; (3)

𝑦
(8)
4 (𝑥) + 𝑞4(𝑥)𝑦4(𝑥) = 𝜆𝑎8𝑦4(𝑥), 𝑥2𝑛 < 𝑥 6 𝜋, (4)

где 𝜆 ∈ C— спектральный параметр; 𝜌(𝑥) = 𝑎8 — весовая функция, 𝑎 > 0;
𝑄𝑛(𝑥) = 𝑞1(𝑥)∨ 𝑞2(𝑥)∨ 𝑞3(𝑥)∨ 𝑞4(𝑥)— потенциал, на который накладываются
следующие условия:

𝑞1(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ [0, 𝑥1𝑛]; 𝑞4(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ (𝑥2𝑛, 𝜋];

𝑥1𝑛 = 𝑥0 −
𝑘0
𝑛
, 𝑘0 > 0; 𝑥2𝑛 = 𝑥0 +

𝑚0

𝑛
, 𝑚0 > 0;

𝑞2(𝑥) ∈ 𝐶7[𝑥1𝑛;𝑥0]; 𝑞3(𝑥) ∈ 𝐶7(𝑥0, 𝑥2𝑛];

lim
𝑥→𝑥1𝑛+0

𝑞2(𝑥) = 0; lim
𝑥→𝑥0−0

𝑞2(𝑥) = +∞;

lim
𝑥→𝑥0+0

𝑞3(𝑥) = +∞; lim
𝑥→𝑥2𝑛−0

𝑞3(𝑥) = 0;∫︁ 𝑥0

𝑥1𝑛

𝑞2(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐻1𝑛;

∫︁ 𝑥2𝑛

𝑥0

𝑞3(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐻2𝑛; 𝐻1𝑛 +𝐻2𝑛 = 1.

(5)
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В точках 𝑥1𝑛, 𝑥0, 𝑥2𝑛 разрыва коэффициентов потребуем выполнения следу-
ющих условий склейки:

𝑦1(𝑥1𝑛− 0) = 𝑦2(𝑥1𝑛+0); 𝑦
(𝑚)
1 (𝑥1𝑛− 0) = 𝑦

(𝑚)
2 (𝑥1𝑛+0), 𝑚=1, 2, . . . , 7; (6)

𝑦2(𝑥0 − 0) = 𝑦3(𝑥0 + 0); 𝑦
(𝑚)
2 (𝑥0 − 0) = 𝑦

(𝑚)
3 (𝑥0 + 0), 𝑚=1, 2, . . . , 7; (7)

𝑦3(𝑥2𝑛− 0) = 𝑦4(𝑥2𝑛+0); 𝑦
(𝑚)
3 (𝑥2𝑛− 0) = 𝑦

(𝑚)
4 (𝑥2𝑛+0), 𝑚=1, 2, . . . , 7. (8)

Будем рассматривать граничные условия вида

𝑦
(𝑚1)
1 (0) = 𝑦

(𝑚2)
1 (0) = · · · = 𝑦

(𝑚6)
1 (0) = 𝑦

(𝑛1)
4 (𝜋) = 𝑦

(𝑛2)
4 (𝜋) = 0,

𝑚1 < 𝑚2 < · · · < 𝑚6, 𝑛1 < 𝑛2; 𝑚𝑘, 𝑛1, 𝑛2 ∈ {0, 1, 2, . . . , 7}, 𝑘 = 1, 2, . . . , 6.
(9)

Из условий (5) следует, что потенциал 𝑄𝑛(𝑥) удовлетворяет следующим
условиям:

lim
𝑛→+∞

𝑄𝑛(𝑥) = 𝛿(𝑥− 𝑥0) =

⎡⎣ 0, 𝑥 ∈ [0;𝑥0);
+∞, 𝑥 = 𝑥0;
0, 𝑥 ∈ (𝑥0;𝜋],∫︁ 𝜋

0
𝑄𝑛(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝜋

0
𝛿(𝑥− 𝑥0)𝑑𝑥 = 𝐻1𝑛 +𝐻2𝑛 = 1.

Поэтому мы фактически изучим асимптотику спектра оператора, задаваемо-
го дифференциальным уравнением

𝑦(8)(𝑥) + 𝛿(𝑥− 𝑥0)𝑦(𝑥) = 𝜆𝑎8𝑦(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝜋, 𝑎 > 0,

с граничными условиями (9).

2. Асимптотика решений дифференциальных уравнений (1)–(4)
при больших значениях спектрального параметра 𝜆. Пусть 𝜆 = 𝑠8,
𝑠 = 8

√
𝜆, при этом для корректности дальнейших вычислений зафиксируем

ту ветвь арифметического корня восьмой степени, для которой 8
√
1 = +1.

Обозначим через 𝜔𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 8) различные корни восьмой степени из
единицы:

𝜔8
𝑘 = 1; 𝜔𝑘 = 𝑒

2𝜋𝑖
8

(𝑘−1), 𝑘 = 1, 2, . . . , 8;

𝜔1 = 1, 𝜔2 = 𝑒
2𝜋𝑖
8 =

√
2

2
+

√
2𝑖

2
= 𝑧 ̸= 0;

𝜔3 = 𝜔2
2 = 𝑒

4𝜋𝑖
8 = 𝑖, 𝜔4 = −

√
2

2
+

√
2𝑖

2
,

𝜔5 = −1, 𝜔6 = −
√
2

2
−

√
2𝑖

2
= �̄�4,

𝜔7 = −𝑖 = �̄�3, 𝜔8 =

√
2

2
−

√
2𝑖

2
= �̄�2;

𝜔𝑚 = 𝑧𝑚−1, 𝑚 = 1, 2, . . . , 8.

(10)
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Числа 𝜔𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 8) из (10) делят единичную окружность на восемь
равных частей и для них справедливы следующие свойства:

8∑︁
𝑘=1

𝜔𝑚
𝑘 = 0, 𝑚 = 1, 2, . . . , 7;

8∑︁
𝑘=1

𝜔𝑚
𝑘 = 8, 𝑚 = 0,𝑚 = 8; (11)

7∑︁
𝑘=0

𝜔𝑘
𝑚 = 0, 𝑚 = 2, 3, . . . , 8;

7∑︁
𝑘=0

𝜔𝑘
𝑚 = 8, 𝑚 = 1. (12)

Аналогично монографии [19, гл. 2] устанавливаются следующие утвер-
ждения.

Теорема 1. Общее решение дифференциального уравнения (1) (𝑞1(𝑥) = 0
при 𝑥 ∈ [0;𝑥1𝑛)) имеет вид

𝑦1(𝑥, 𝑠) =
8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘𝑦1𝑘(𝑥, 𝑠);

𝑦
(𝑚)
1 (𝑥, 𝑠) =

8∑︁
𝑘=1

𝐶1𝑘𝑦
(𝑚)
1𝑘 (𝑥, 𝑠), 𝑚 = 1, 2, . . . , 7,

(13)

где 𝐶1𝑘 — произвольные постоянные, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8;

𝑦1𝑘(𝑥, 𝑠) = 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥, 𝑦
(𝑚)
1𝑘 (𝑥, 𝑠) = (𝑎𝜔𝑘𝑠)

𝑚𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥,
𝑘 = 1, 2, . . . , 8, 𝑚 = 1, 2, . . . , 7.

(14)

Теорема 2. Общее решение дифференциального уравнения (2) представ-
ляется в виде

𝑦2(𝑥, 𝑠) =

8∑︁
𝑘=1

𝐶2𝑘𝑦2𝑘(𝑥, 𝑠);

𝑦
(𝑚)
2 (𝑥, 𝑠) =

8∑︁
𝑘=1

𝐶2𝑘𝑦
(𝑚)
2𝑘 (𝑥, 𝑠), 𝑥1𝑛 6 𝑥 6 𝑥0, 𝑚 = 1, 2, . . . , 7,

(15)

где 𝐶2𝑘 — произвольные постоянные, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8, при этом для фундамен-
тальной системы решений {𝑦2𝑘(𝑥, 𝑠)}8𝑘=1 справедливы следующие асимпто-
тические формулы и оценки:

𝑦2𝑘(𝑥, 𝑠) = 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥
[︁
1 +

𝜔𝑘𝐴7(𝑥)

𝑠7
+
𝐴0

8(𝑥)

𝑠8
+𝑂

(︁𝑒|Im𝑠|𝑎𝑥

𝑠9

)︁]︁
,

𝑘 = 1, 2, . . . , 8;

(16)

𝑦
(𝑚)
2𝑘 (𝑥, 𝑠) = (𝑎𝜔𝑘𝑠)

𝑚𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥
[︁
1 +

𝜔𝑘𝐴7(𝑥)

𝑠7
+
𝐴𝑚

8 (𝑥)

𝑠8
+𝑂

(︁𝑒|Im𝑠|𝑎𝑥

𝑠9

)︁]︁
,

𝑘 = 1, 2, . . . , 8, 𝑚 = 1, 2, . . . , 7;

(17)

𝐴7(𝑥) = − 1

8𝑎7

∫︁ 𝑥

𝑥1𝑛

𝑞2(𝑡)𝑑𝑡; 𝐴7(𝑥1𝑛) = 0; 𝐴′
7(𝑥) = −𝑞2(𝑥)

8𝑎7
; (18)
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𝐴0
8(𝑥) =

7𝑞2(𝑥)− 7𝑞2(𝑥1𝑛)

16𝑎8
; 𝐴0

8(𝑥1𝑛) = 0; 𝐴1
8(𝑥) =

5𝑞2(𝑥)− 7𝑞2(𝑥1𝑛)

16𝑎8
;

𝐴𝑚
8 (𝑥) =

(7− 2𝑚)𝑞2(𝑥)− 7𝑞2(𝑥1𝑛)

16𝑎8
, 𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 7;

𝐴7
8(𝑥) =

−7𝑞2(𝑥)− 7𝑞2(𝑥1𝑛)

16𝑎8
;

(19)

7∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘
8(𝑥) =

7∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘
8(𝑥1𝑛) =

7∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘
8(𝑥0) = 𝐷8 =

−7𝑞2(𝑥1𝑛)

2𝑎8
. (20)

Теорема 3. Общее решение дифференциального уравнения (3) имеет вид

𝑦3(𝑥, 𝑠) =
8∑︁

𝑘=1

𝐶3𝑘𝑦3𝑘(𝑥, 𝑠);

𝑦
(𝑚)
3 (𝑥, 𝑠) =

8∑︁
𝑘=1

𝐶3𝑘𝑦
(𝑚)
3𝑘 (𝑥, 𝑠), 𝑚 = 1, 2, . . . , 7, 𝑥0 < 𝑥 6 𝑥2𝑛,

(21)

где 𝐶3𝑘 — произвольные постоянные, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8;

𝑦3𝑘(𝑥, 𝑠) = 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥
[︁
1 +

𝜔𝑘𝐵7(𝑥)

𝑠7
+
𝐵0

8(𝑥)

𝑠8
+𝑂

(︁𝑒|Im𝑠|𝑎𝑥

𝑠9

)︁]︁
,

𝑘 = 1, 2, . . . , 8;

(22)

𝑦
(𝑚)
3𝑘 (𝑥, 𝑠) = (𝑎𝜔𝑘𝑠)

𝑚𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥
[︁
1 +

𝜔𝑘𝐵7(𝑥)

𝑠7
+
𝐵𝑚

8 (𝑥)

𝑠8
+𝑂

(︁𝑒|Im𝑠|𝑎𝑥

𝑠9

)︁]︁
,

𝑘 = 1, 2, . . . , 8, 𝑚 = 1, 2, . . . , 7;

(23)

𝐵7(𝑥) = − 1

8𝑎7

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑞3(𝑡)𝑑𝑡; 𝐵7(𝑥0) = 0; 𝐵′
7(𝑥) = −𝑞3(𝑥)

8𝑎7
; (24)

𝐵0
8(𝑥) =

7𝑞3(𝑥)− 7𝑞3(𝑥0)

16𝑎8
; 𝐵0

8(𝑥0) = 0; 𝐵1
8(𝑥) =

5𝑞3(𝑥)− 7𝑞3(𝑥0)

16𝑎8
;

𝐵𝑚
8 (𝑥) =

(7− 2𝑚)𝑞3(𝑥)− 7𝑞3(𝑥0)

16𝑎8
, 𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 7;

𝐵7
8(𝑥) =

−7𝑞3(𝑥)− 7𝑞3(𝑥0)

16𝑎8
;

(25)

7∑︁
𝑘=0

𝐵𝑘
8 (𝑥) =

7∑︁
𝑘=0

𝐵𝑘
8 (𝑥2𝑛) = 𝐸8 =

−7𝑞3(𝑥0)

2𝑎8
. (26)

Теорема 4. Общее решение дифференциального уравнения (4) (𝑞4(𝑥) = 0
при 𝑥 ∈ (𝑥2𝑛;𝜋)) представляется в виде

𝑦4(𝑥, 𝑠) =
8∑︁

𝑘=1

𝐶4𝑘𝑦4𝑘(𝑥, 𝑠);

𝑦
(𝑚)
4 (𝑥, 𝑠) =

8∑︁
𝑘=1

𝐶4𝑘𝑦
(𝑚)
4𝑘 (𝑥, 𝑠), 𝑚 = 1, 2, . . . , 7,

(27)
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где 𝐶4𝑘 — произвольные постоянные, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8;

𝑦4𝑘(𝑥, 𝑠) = 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥, 𝑦
(𝑚)
4𝑘 (𝑥, 𝑠) = (𝑎𝜔𝑘𝑠)

𝑚𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥,
𝑘 = 1, 2, . . . , 8, 𝑚 = 1, 2, . . . , 7.

(28)

Обозначим через Δ00 — определитель Вандермонда чисел 𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔8

из (10)–(12):

Δ00 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
1 1 1 . . . 1 1
𝜔1 𝜔2 𝜔3 . . . 𝜔7 𝜔8

𝜔2
1 𝜔2

2 𝜔2
3 . . . 𝜔2

7 𝜔2
8

. . . . . . . . . . . . . . . .
𝜔7
1 𝜔7

2 𝜔7
3 . . . 𝜔7

7 𝜔7
8

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

∏︁
𝑘>𝑚;

𝑘,𝑚=1,2,...,8

(𝜔𝑘 − 𝜔𝑚) ̸= 0. (29)

Справедливо следующее утверждение.
Теорема 5. Пусть (𝛿𝑚𝑘) (𝑚, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8)— матрица алгебраических

миноров к элементам 𝑏𝑚𝑘 (𝑚, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8) определителя Δ00 из (29). Тогда

(𝛿𝑚𝑘) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝛿11 𝛿12 . . . 𝛿18
𝛿21 𝛿22 . . . 𝛿28
. . . . . . . . . . .
𝛿71 𝛿72 . . . 𝛿78
𝛿81 𝛿82 . . . 𝛿88

⎞⎟⎟⎟⎠ =

=
Δ00

8

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 1 −1 . . . 1 −1
−𝜔−1

1 𝜔−1
2 −𝜔−1

3 𝜔−1
4 . . . −𝜔−1

7 𝜔−1
8

𝜔−2
1 −𝜔−2

2 𝜔−2
3 −𝜔−2

4 . . . 𝜔−2
7 −𝜔−2

8

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝜔−6
1 −𝜔−6

2 𝜔−6
3 −𝜔−6

4 . . . 𝜔−6
7 −𝜔−6

8

−𝜔−7
1 𝜔−7

2 −𝜔−7
3 𝜔−7

4 . . . −𝜔−7
7 𝜔−7

8

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (30)

Доказательство теоремы 5 можно найти в работе [20].

3. Изучение условий склейки (8). С помощью формул (21) и (27) из
условий склейки (8) получим следующую систему уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦4(𝑥2𝑛 + 0, 𝑠)
(8)
= 𝑦3(𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)⇔

8∑︁
𝑘=1

𝐶4𝑘𝑦4𝑘(𝑥2𝑛 + 0, 𝑠) =

=
8∑︁

𝑘=1

𝐶3𝑘𝑦3𝑘(𝑥2𝑛 − 0, 𝑠);

𝑦
(𝑚)
4 (𝑥2𝑛 + 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
(8)
=
𝑦
(𝑚)
3 (𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
⇔

8∑︁
𝑘=1

𝐶4𝑘
𝑦
(𝑚)
4𝑘 (𝑥2𝑛 + 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
=

=
8∑︁

𝑘=1

𝐶3𝑘
𝑦
(𝑚)
3𝑘 (𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
, 𝑚 = 1, 2, . . . , 7.

(31)
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Из метода Крамера следует, что решение системы (31) имеет следующий
вид:

𝐶41 =
Δ41

Δ04(𝑠) ̸= 0
, 𝐶42 =

Δ42

Δ04(𝑠) ̸= 0
, . . . , 𝐶48 =

Δ48

Δ04(𝑠) ̸= 0
; (32)

Δ04(𝑠) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑦41(𝑥, 𝑠) 𝑦42(𝑥, 𝑠) . . . 𝑦48(𝑥, 𝑠)

𝑦′41(𝑥, 𝑠)

𝑎𝑠

𝑦′42(𝑥, 𝑠)

𝑎𝑠
. . .

𝑦′48(𝑥, 𝑠)

𝑎𝑠
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑦
(7)
41 (𝑥, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
𝑦
(7)
42 (𝑥, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
. . .

𝑦
(7)
48 (𝑥, 𝑠)

(𝑎𝑠)7

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=𝑥2𝑛+0

=

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑒

𝑎𝜔1𝑠𝑥 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝑥 . . . 𝑒𝑎𝜔8𝑠𝑥

𝜔1𝑒
𝑎𝜔1𝑠𝑥 𝜔2𝑒

𝑎𝜔2𝑠𝑥 . . . 𝜔8𝑒
𝑎𝜔8𝑠𝑥

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝜔7
1𝑒

𝑎𝜔1𝑠𝑥 𝜔7
2𝑒

𝑎𝜔2𝑠𝑥 . . . 𝜔7
8𝑒

𝑎𝜔8𝑠𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

= 𝑒𝑎(𝜔1+𝜔2+···+𝜔8)𝑠𝑥Δ00
(11)
= 𝑒0Δ00 = Δ00 ̸= 0. (33)

Определители Δ4𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 8) из формулы (32) получаются из опре-
делителя Δ04(𝑠) из (33) заменой 𝑘-го столбца на столбец

(︂ 8∑︁
𝑘=1

𝐶3𝑘𝑦3𝑘(𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)
8∑︁

𝑘=1

𝐶3𝑘
𝑦′3𝑘(𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)

𝑎𝑠
· · ·

8∑︁
𝑘=1

𝐶3𝑘
𝑦
(7)
3𝑘 (𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)7

)︂⊤
.

(34)
Таким образом, из (32)–(34) следует, что определитель Δ41 выписывается

в следующем виде:

Δ41 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

8∑︀
𝑘=1

𝐶3𝑘𝑦3𝑘(𝑥2𝑛 − 0, 𝑠) 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝑥2𝑛 . . . 𝑒𝑎𝜔8𝑠𝑥2𝑛

8∑︀
𝑘=1

𝐶3𝑘
𝑦′3𝑘(𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)

𝑎𝑠
𝜔2𝑒

𝑎𝜔2𝑠𝑥2𝑛 . . . 𝜔8𝑒
𝑎𝜔8𝑠𝑥2𝑛

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
8∑︀

𝑘=1

𝐶3𝑘
𝑦
(7)
3𝑘 (𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
𝜔7
2𝑒

𝑎𝜔2𝑠𝑥2𝑛 . . . 𝜔7
8𝑒

𝑎𝜔8𝑠𝑥2𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
=

= 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝑥2𝑛𝑒𝑎𝜔3𝑠𝑥2𝑛(. . . )𝑒𝑎𝜔8𝑠𝑥2𝑛

8∑︁
𝑘=1

𝐶3𝑘Δ41𝑘 =

= 𝐶31Δ411 + 𝐶32Δ412 + · · ·+ 𝐶38Δ418; (35)
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Δ41𝑘
(11)
= 𝑒−𝑎𝜔1𝑠𝑥2𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑦3𝑘(𝑥2𝑛 − 0, 𝑠) 1 . . . 1

𝑦′3𝑘(𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)

𝑎𝑠
𝜔2 . . . 𝜔8

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑦
(7)
3𝑘 (𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
𝜔7
2 . . . 𝜔7

8

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

(22),(23)
=

= 𝑒−𝑎𝜔1𝑠𝑥2𝑛𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥2𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1 ·
[︁
1 +

𝜔𝑘𝐵7(𝑥2𝑛)

𝑠7
+
𝐵0

8(𝑥2𝑛)

𝑠8
+ . . .

]︁
1 . . . 1

𝜔𝑘

[︁
1 +

𝜔𝑘𝐵7(𝑥2𝑛)

𝑠7
+
𝐵1

8(𝑥2𝑛)

𝑠8
+ . . .

]︁
𝜔2 . . . 𝜔8

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝜔7
𝑘

[︁
1 +

𝜔𝑘𝐵7(𝑥2𝑛)

𝑠7
+
𝐵7

8(𝑥2𝑛)

𝑠8
+ . . .

]︁
𝜔7
2 . . . 𝜔7

8

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
,

𝑘 = 1, 2, . . . , 8. (36)
Аналогичным образом из (32)–(34) имеем

Δ42 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

𝑒𝑎𝜔1𝑠𝑥2𝑛

8∑︀
𝑘=1

𝐶3𝑘𝑦3𝑘(𝑥2𝑛 − 0, 𝑠) 𝑒𝑎𝜔3𝑠𝑥2𝑛 . . . 𝑒𝑎𝜔8𝑠𝑥2𝑛

𝜔1𝑒
𝑎𝜔1𝑠𝑥2𝑛

8∑︀
𝑘=1

𝐶3𝑘
𝑦′3𝑘(𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)

𝑎𝑠
𝜔3𝑒

𝑎𝜔3𝑠𝑥2𝑛 . . . 𝜔8𝑒
𝑎𝜔8𝑠𝑥2𝑛

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝜔7
1𝑒

𝑎𝜔1𝑠𝑥2𝑛

8∑︀
𝑘=1

𝐶3𝑘
𝑦
(7)
3𝑘 (𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
𝜔7
3𝑒

𝑎𝜔3𝑠𝑥2𝑛 . . . 𝜔7
8𝑒

𝑎𝜔8𝑠𝑥2𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
=

= 𝑒𝑎𝜔1𝑠𝑥2𝑛𝑒𝑎𝜔3𝑠𝑥2𝑛(. . . )𝑒𝑎𝜔8𝑠𝑥2𝑛

8∑︁
𝑘=1

𝐶3𝑘Δ42𝑘 =

= 𝐶31Δ421 + 𝐶32Δ422 + · · ·+ 𝐶38Δ428; (37)

Δ42𝑘=𝑒
−𝑎𝜔2𝑠𝑥2𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
1 𝑦3𝑘(𝑥2𝑛 − 0, 𝑠) 1 . . . 1

𝜔1
𝑦′3𝑘(𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)

𝑎𝑠
𝜔3 . . . 𝜔8

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝜔7
1

𝑦
(7)
3𝑘 (𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
𝜔7
3 . . . 𝜔7

8

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

= 𝑒−𝑎𝜔2𝑠𝑥2𝑛𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥2𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1 1 ·
[︁
1 +

𝜔𝑘𝐵7(𝑥2𝑛)

𝑠7
+
𝐵0

8(𝑥2𝑛)

𝑠8
+ . . .

]︁
1 . . . 1

𝜔1 𝜔𝑘

[︁
1 +

𝜔𝑘𝐵7(𝑥2𝑛)

𝑠7
+
𝐵1

8(𝑥2𝑛)

𝑠8
+ . . .

]︁
𝜔3 . . . 𝜔8

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝜔7
1 𝜔7

𝑘

[︁
1 +

𝜔𝑘𝐵7(𝑥2𝑛)

𝑠7
+
𝐵7

8(𝑥2𝑛)

𝑠8
+ . . .

]︁
𝜔7
3 . . . 𝜔7

8

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
,

𝑘 = 1, 2, . . . , 8. (38)
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Разложим определитель Δ41𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 8) из формулы (36) по перво-
му столбцу на сумму определителей, применим формулы (30) из теоремы 5
и получим

Δ41𝑘 = 𝑒−𝑎𝜔1𝑠𝑥2𝑛𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥2𝑛

[︁
Δ41𝑘,0 +

Δ41𝑘,7

𝑠7
+

Δ41𝑘,8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
,

𝑘 = 1, 2, . . . , 8;
(39)

Δ41𝑘,0 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 1 1 1 . . . 1
𝜔𝑘 𝜔2 𝜔3 . . . 𝜔8

. . . . . . . . . . . . .
𝜔7
𝑘 𝜔7

2 𝜔7
3 . . . 𝜔7

8

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = [︂

Δ00, 𝑘 = 1;
0, 𝑘 = 2, 3, . . . , 8,

(40)

Δ41𝑘,7 = 𝜔𝑘𝐵7(𝑥2𝑛)Δ41𝑘,0 =

[︂
Δ00𝜔𝑘𝐵7(𝑥2𝑛), 𝑘 = 1;

0, 𝑘 = 2, 3, . . . , 8,
(41)

Δ41𝑘,8=𝐵
0
8(𝑥2𝑛)𝛿11−𝐵1

8(𝑥2𝑛)𝜔𝑘𝛿21+𝐵
2
8(𝑥2𝑛)𝜔

2
𝑘𝛿31− · · ·−𝐵7

8(𝑥2𝑛)𝜔
7
𝑘𝛿81

(30)
=

=
Δ00

8

[︁
𝐵0

8(𝑥2𝑛) · 1+𝐵1
8(𝑥2𝑛)

𝜔𝑘

𝜔1
+𝐵2

8(𝑥2𝑛)
(︁𝜔𝑘

𝜔1

)︁2
+ · · ·+𝐵7

8(𝑥2𝑛)
(︁𝜔𝑘

𝜔1

)︁7]︁
,

𝑘 = 1, 2, . . . , 8.

(42)

Подставляя в формулу (42) 𝑘 = 1, находим

Δ411,8 =
Δ00

8

7∑︁
𝑘=0

𝐵𝑘
8 (𝑥2𝑛)

(26)
=

Δ00

8
𝐸8. (43)

Используя формулы (25), (26), из формулы (42) при 𝑘 = 2, 3, . . . , 8 полу-
чаем

Δ41𝑘,8 =
Δ00

8

1

16𝑎8

[︁
(−7)𝑞3(𝑥0)

7∑︁
𝑛=0

(︁𝜔𝑘

𝜔1

)︁𝑛
+

+ 𝑞3(𝑥2𝑛)

7∑︁
𝑚=0

(7− 2𝑚)
(︁𝜔𝑘

𝜔1

)︁𝑚]︁
= Δ00𝑉𝑘,

𝑉𝑘 =
𝑞3(𝑥2𝑛)𝐺𝑘

128𝑎8
, 𝐺𝑘 =

7∑︁
𝑚=0

(7− 2𝑚)
(︁𝜔𝑘

𝜔1

)︁𝑚
, 𝑚 = 2, 3, . . . , 8, (44)

так как
∑︀7

𝑛=0(
𝜔𝑘
𝜔1
)𝑛 = 0 в силу формул (10)–(12). При этом

𝐺5 = 8 = 7 + 5𝜔5 + 3𝜔2
5 + 𝜔3

5 − 𝜔4
5 − 3𝜔5

5 − 7𝜔7
5, 𝜔5

(10)
= −1 = −𝜔1. (45)

Вычисляя аналогичным образом определители Δ42 и Δ42𝑘 из (37), (38),
находим

Δ42𝑘 = 𝑒−𝑎𝜔2𝑠𝑥2𝑛𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥2𝑛

[︁
Δ42𝑘,0 +

Δ42𝑘,7

𝑠7
+

Δ42𝑘,8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
,

𝑘 = 1, 2, . . . , 8;
(46)
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Δ42𝑘,0 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 1 1 1 . . . 1
𝜔1 𝜔𝑘 𝜔3 . . . 𝜔8

. . . . . . . . . . . . .
𝜔7
1 𝜔7

𝑘 𝜔7
3 . . . 𝜔7

8

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = [︂

Δ00, 𝑘 = 2;
0, 𝑘 = 1, 3, 4, . . . , 8,

(47)

Δ42𝑘,7 = 𝜔𝑘𝐵7(𝑥2𝑛)Δ42𝑘,0 =

[︂
Δ00𝜔𝑘𝐵7(𝑥2𝑛), 𝑘 = 2;

0, 𝑘 = 1, 3, 4, . . . , 8,
(48)

Δ42𝑘,8 =
7∑︁

𝑛=0

𝐵0
8(𝑥2𝑛)𝜔

𝑛
𝑘 𝛿𝑛+1,2

(30)
=

Δ00

8

7∑︁
𝑛=0

𝐵𝑛
8 (𝑥2𝑛)

(︁𝜔𝑘

𝜔2

)︁ (10)
=

=
Δ00

8

7∑︁
𝑛=0

𝐵𝑛
8 (𝑥2𝑛)

(︁𝜔𝑘−1

𝜔1

)︁𝑛
= Δ00𝑉𝑘−1, 𝑘 = 1, 3, 4, . . . , 8, (49)

Δ422,8
(49),(43)

=
Δ00

8
𝐸8. (50)

При этом 𝜔𝑘+8 = 𝜔𝑘, 𝐺𝑘+8 = 𝐺𝑘, 𝑉𝑘+8 = 𝑉𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8.
Вычисляя аналогичным образом определители Δ43, Δ44, . . . , Δ48 из (32)–

(34), применяя формулы (35)–(50), приходим к выводу о справедливости сле-
дующей теоремы.

Теорема 6. Для определителей Δ4𝑛 (𝑛 = 1, 2, . . . , 8) из (32)–(34) справед-
ливы следующие формулы:

Δ4𝑛 =

8∑︁
𝑘=1

𝐶3𝑘Δ4𝑛𝑘 = 𝐶31Δ4𝑛1 + 𝐶32Δ4𝑛2 + · · ·+ 𝐶38Δ4𝑛8. (51)

При этом элементы матрицы

Δ4𝑛𝑘 =

⎛⎜⎝Δ411 Δ412 . . . Δ418

Δ421 Δ422 . . . Δ428

. . . . . . . . . . . . . . .
Δ481 Δ482 . . . Δ488

⎞⎟⎠ , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8,

находятся по следующим формулам:

Δ4𝑘𝑘 = 𝑒𝑎(𝜔𝑘−𝜔𝑘)𝑠𝑥2𝑛Δ00

[︁
1 +

𝜔𝑘𝐵7(𝑥2𝑛)

𝑠7
+
𝐸8

8𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
,

𝑘 = 1, 2, . . . , 8;
(52)

Δ4𝑘𝑚 = 𝑒𝑎(𝜔𝑚−𝜔𝑘)𝑠𝑥2𝑛Δ00

[︁
0 +

0

𝑠7
+
𝑉𝑚−𝑘+1

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
,

𝑚 ̸= 𝑘; 𝑉𝑚±8 = 𝑉𝑚; 𝑘,𝑚 = 1, 2, . . . , 8,
(53)

где числа 𝑉𝑘 определены формулой (44).
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4. Изучение условий склейки (7). Применяя формулы (21) и (16), из
условий склейки (7) получаем⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦3(𝑥0 + 0, 𝑠)
(7)
= 𝑦2(𝑥0 − 0, 𝑠)⇔

8∑︁
𝑘=1

𝐶3𝑘𝑦3𝑘(𝑥0 + 0, 𝑠) =

=
8∑︁

𝑘=1

𝐶2𝑘𝑦2𝑘(𝑥0 − 0, 𝑠);

𝑦
(𝑚)
3 (𝑥0 + 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
(7)
=
𝑦
(𝑚)
2 (𝑥0 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
⇔

8∑︁
𝑘=1

𝐶3𝑘
𝑦
(𝑚)
3𝑘 (𝑥0 + 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
=

=
8∑︁

𝑘=1

𝐶2𝑘
𝑦
(𝑚)
2𝑘 (𝑥0 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
, 𝑚 = 1, 2, . . . , 7.

(54)

Из метода Крамера и общей теории свойств решений дифференциального
уравнения (3) следует, что система (54) имеет единственное решение, которое
представляется в виде

𝐶31 =
Δ31

Δ03(𝑠) ̸= 0
, 𝐶32 =

Δ32

Δ03(𝑠)
, . . . , 𝐶38 =

Δ38

Δ03(𝑠)
; (55)

Δ03(𝑠) = Δ03(𝑥, 𝑠) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑦31(𝑥, 𝑠) 𝑦32(𝑥, 𝑠) . . . 𝑦38(𝑥, 𝑠)

𝑦′31(𝑥, 𝑠)

𝑎𝑠

𝑦′32(𝑥, 𝑠)

𝑎𝑠
. . .

𝑦′38(𝑥, 𝑠)

𝑎𝑠
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑦
(7)
31 (𝑥, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
𝑦
(7)
32 (𝑥, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
. . .

𝑦
(7)
38 (𝑥, 𝑠)

(𝑎𝑠)7

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=𝑥0±0

̸= 0. (56)

Так как Δ03(𝑥, 𝑠)— определитель Вронского фундаментальной системы ре-
шений {𝑦3𝑘(𝑥, 𝑠)}8𝑘=1 дифференциального уравнения (3), он не зависит от 𝑥
и не равен нулю. Определители Δ3𝑘(𝑠) (𝑘 = 1, 2, . . . , 8) получаются из опре-
делителя Δ03(𝑥, 𝑠) из (56) заменой 𝑘-го столбца на столбец(︂ 8∑︁

𝑘=1

𝐶2𝑘𝑦2𝑘(𝑥0 − 0, 𝑠)

8∑︁
𝑘=1

𝐶2𝑘
𝑦′2𝑘(𝑥0 − 0, 𝑠)

𝑎𝑠
. . .

8∑︁
𝑘=1

𝐶2𝑘
𝑦
(7)
2𝑘 (𝑥0 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)7

)︂⊤
.

(57)
Применяя формулы (22)–(26), определитель Δ03(𝑠) из (56) можно пред-

ставить в виде

Δ03(𝑠) =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑣1

[︁
1 +

𝜔1𝐵7(𝑥)

𝑠7
+
𝐵0

8(𝑥)

𝑠8
+ . . .

]︁
. . . 𝑣8

[︁
1 +

𝜔8𝐵7(𝑥)

𝑠7
+
𝐵0

8(𝑥)

𝑠8
+ . . .

]︁
𝜔𝑘𝑣1

[︁
1 +

𝜔1𝐵7(𝑥)

𝑠7
+
𝐵1

8(𝑥)

𝑠8
+ . . .

]︁
. . . 𝜔8𝑣8

[︁
1 +

𝜔8𝐵7(𝑥)

𝑠7
+
𝐵1

8(𝑥)

𝑠8
+ . . .

]︁
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝜔7
𝑘𝑣1

[︁
1 +

𝜔1𝐵7(𝑥)

𝑠7
+
𝐵7

8(𝑥)

𝑠8
+ . . .

]︁
. . . 𝜔7

8𝑣8

[︁
1 +

𝜔8𝐵7(𝑥)

𝑠7
+
𝐵7

8(𝑥)

𝑠8
+ . . .

]︁

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
,

(58)
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где
𝑣𝑘 = 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8;

𝑣1𝑣2(. . . )𝑣8 = 𝑒𝑎(𝜔1+𝜔2+···+𝜔8)𝑠𝑥 = 𝑒0 = 1.

Для вычисления определителя Δ03(𝑠) из (58) вынесем из 𝑘-го столбца мно-
житель 𝑣𝑘 = 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥, затем разложим по столбцам на сумму определителей,
получим

Δ03(𝑠) = Δ00 +
Δ03,7(𝑠)

𝑠7
+

Δ03,8(𝑠)

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁
, (59)

Δ03,7(𝑠)
(29)
= 𝜔1𝐵7(𝑥)Δ00 + 𝜔2𝐵7(𝑥)Δ00 + · · ·+ 𝜔8𝐵7(𝑥)Δ00 =

= Δ00𝐵7(𝑥)
8∑︁

𝑘=1

𝜔𝑘
(12)
= 0,

(60)

Δ03,8(𝑠) = 𝐵0
8(𝑥)

8∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1 · 1 · 𝛿1𝑘 +𝐵1
8(𝑥)

8∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝜔𝑘𝛿2𝑘+

+𝐵2
8(𝑥)

8∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝜔2
𝑘𝛿3𝑘 + · · ·+𝐵7

8(𝑥)
8∑︁

𝑘=1

(−1)𝑘𝜔7
𝑘𝛿8𝑘

(28)
=

= Δ00

7∑︁
𝑚=0

𝐵𝑚
8 (𝑥)

(26)
= Δ00𝐸8.

(61)

Поэтому из формул (59)–(61) следует формула

Δ03(𝑠) = Δ00

[︁
1 +

0

𝑠7
+
𝐸8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
̸= 0, 𝐸8

(26)
=

−7𝑞3(𝑥0)

2𝑎8
. (62)

Из формул (56), (57) следует формула для вычисления определителя Δ31

из (55):

Δ31 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

8∑︀
𝑘=1

𝐶2𝑘𝑦2𝑘(𝑥0 − 0, 𝑠) 𝑦32(𝑥0 + 0, 𝑠) . . . 𝑦38(𝑥0 + 0, 𝑠)

8∑︀
𝑘=1

𝐶2𝑘
𝑦′2𝑘(𝑥0 − 0, 𝑠)

𝑎𝑠

𝑦′32(𝑥0 + 0, 𝑠)

𝑎𝑠
. . .

𝑦′38(𝑥0 + 0, 𝑠)

𝑎𝑠
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
8∑︀

𝑘=1

𝐶2𝑘
𝑦
(7)
2𝑘 (𝑥0 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
𝑦
(7)
32 (𝑥0 + 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
. . .

𝑦
(7)
38 (𝑥0 + 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)7

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
=

=

8∑︁
𝑘=1

𝐶2𝑘Δ31𝑘 = 𝐶21Δ311 + 𝐶22Δ312 + · · ·+ 𝐶28Δ318. (63)

При этом, применяя формулы (58) и (16), (17), имеем
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Δ31𝑘 =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑣𝑘

[︁
1 +

𝜔𝑘𝐴7(𝑥0)

𝑠7
+
𝐴0

8(𝑥0)

𝑠8
+
]︁

. . . 𝑣8

[︁
1 +

𝜔8𝐵7(𝑥0)

𝑠7
+
𝐵0

8(𝑥0)

𝑠8
+ . . .

]︁
𝜔𝑘𝑣𝑘

[︁
1 +

𝜔𝑘𝐴7(𝑥0)

𝑠7
+
𝐴1

8(𝑥0)

𝑠8
+
]︁
. . . 𝜔8𝑣8

[︁
1 +

𝜔8𝐵7(𝑥0)

𝑠7
+
𝐵1

8(𝑥0)

𝑠8
+ . . .

]︁
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝜔7
𝑘𝑣𝑘

[︁
1 +

𝜔𝑘𝐴7(𝑥0)

𝑠7
+
𝐴7

8(𝑥0)

𝑠8
+
]︁
. . . 𝜔7

8𝑣8

[︁
1 +

𝜔8𝐵7(𝑥0)

𝑠7
+
𝐵7

8(𝑥0)

𝑠8
+ . . .

]︁

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
,

𝑣𝑘 = 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥0 , 𝑘 = 1, 2, . . . , 8; 𝐵7(𝑥0)
(24)
= 0. (64)

Вычисляя определители Δ31𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 8) из (64) аналогично вычис-
лению определителей Δ41𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 8) из (36), (39)–(45), получаем

Δ31𝑘 = 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥0𝑒−𝑎𝜔1𝑠𝑥0

[︁
Δ31𝑘,0 +

Δ31𝑘,7

𝑠7
+

Δ31𝑘,8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
,

𝑘 = 1, 2, . . . , 8,
(65)

Δ31𝑘,0 =

[︂
Δ00, 𝑘 = 1;
0, 𝑘 = 2, 3, . . . , 8,

Δ31𝑘,7 =

[︂
Δ00𝜔1𝐴7(𝑥0), 𝑘 = 1;

0, 𝑘 = 2, 3, . . . , 8,

(66)

Δ311,8 = 𝑒𝑎𝜔1𝑠𝑥0𝑒−𝑎𝜔1𝑠𝑥0

[︂ 7∑︁
𝑚=0

𝐴𝑚
8 (𝑥0)(−1)𝑚𝜔𝑚

1 𝛿𝑚+1,1+

+
7∑︁

𝑚=0

𝐵𝑚
8 (𝑥0)

(︂ 8∑︁
𝑛=2

(−1)𝑚+𝑛−1𝜔𝑚
𝑛 𝛿𝑚+1,𝑛

)︂]︂
=

Δ00

8
[𝐷8 + 7𝐸8],

𝐷8
(20)
=

−7𝑞2(𝑥1𝑛)

2𝑎8
; (67)

Δ31𝑘,8 =
Δ00

8

7∑︁
𝑛=0

[︀
𝐴𝑛

7 (𝑥0)−𝐵𝑛
7 (𝑥0)

]︀(︁𝜔𝑘

𝜔1

)︁𝑛
= Δ00𝑅𝑘,

𝑅𝑘 =
1

128𝑎8
Δ̃︀𝑞(𝑥0)𝐺𝑘; Δ̃︀𝑞(𝑥0) = 𝑞2(𝑥0 − 0)− 𝑞3(𝑥0 + 0),

𝑘 = 2, 3, . . . , 8,
(68)

где числа 𝐺𝑘 определены формулой (44).
Определители Δ32, Δ33, . . . , Δ38 из (55)–(57) выписываются и вычисля-

ются аналогично определителям Δ4𝑘 (𝑘 = 2, 3, . . . , 8) из (37), (38), (46)–(53),
в результате придем к выводу о справедливости следующей теоремы.

Теорема 7. Для определителей Δ3𝑛 (𝑛 = 1, 2, . . . , 8) из (55)–(57) справед-
ливы следующие формулы:

Δ3𝑛 =
8∑︁

𝑘=1

𝐶2𝑘Δ3𝑛𝑘 = 𝐶21Δ3𝑛1 + 𝐶22Δ3𝑛2 + · · ·+ 𝐶28Δ3𝑛8,

𝑛 = 1, 2, . . . , 8.

(69)
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При этом элементы матрицы

Δ3𝑛𝑘 =

⎛⎜⎝Δ311 Δ312 . . . Δ318

Δ321 Δ322 . . . Δ328

. . . . . . . . . . . . . . .
Δ381 Δ382 . . . Δ388

⎞⎟⎠ , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8,

находятся по формулам

Δ3𝑘𝑘 = Δ00𝑒
𝑎(𝜔𝑘−𝜔𝑘)𝑠𝑥0

[︁
1 +

𝜔𝑘𝐴7(𝑥0)

𝑠7
+
𝐻8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
,

𝐻8 =
𝐷8 + 7𝐸8

8
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8;

(70)

Δ3𝑘𝑚 = Δ00𝑒
𝑎(𝜔𝑚−𝜔𝑘)𝑠𝑥0

[︁
0 +

0

𝑠7
+
𝑅𝑚−𝑘+1

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
,

𝑚 ̸= 𝑘; 𝑅𝑚±8 = 𝑅8, 𝑚, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8,
(71)

где величины 𝑅𝑘 определены формулой (68).
Доказательство формул (69)–(71) проводится обобщением формул (63)–

(68).

5. Изучение условий склейки (6). Применяя формулы (13) и (15), из
условий склейки (6) получаем⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦2(𝑥1𝑛 + 0, 𝑠)
(6)
= 𝑦1(𝑥1𝑛 − 0, 𝑠)⇔

8∑︁
𝑘=1

𝐶2𝑘𝑦2𝑘(𝑥1𝑛 + 0, 𝑠) =

=
8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘𝑦1𝑘(𝑥1𝑛 − 0, 𝑠);

𝑦
(𝑚)
2 (𝑥1𝑛 + 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
(6)
=
𝑦
(𝑚)
1 (𝑥1𝑛 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
⇔

8∑︁
𝑘=1

𝐶2𝑘
𝑦
(𝑚)
2𝑘 (𝑥1𝑛 + 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
=

=

8∑︁
𝑘=1

𝐶1𝑘
𝑦
(𝑚)
1𝑘 (𝑥1𝑛 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
, 𝑚 = 1, 2, . . . , 7.

(72)

Решая систему (72) методом Крамера, аналогично решению систем (31)
и (54), получаем

𝐶21 =
Δ21

Δ02(𝑠) ̸= 0
, 𝐶22 =

Δ22

Δ02(𝑠)
, . . . , 𝐶28 =

Δ28

Δ02(𝑠)
; (73)

Δ02(𝑠) = Δ02(𝑥, 𝑠) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑦21(𝑥, 𝑠) 𝑦22(𝑥, 𝑠) . . . 𝑦28(𝑥, 𝑠)

𝑦′21(𝑥, 𝑠)

𝑎𝑠

𝑦′22(𝑥, 𝑠)

𝑎𝑠
. . .

𝑦′28(𝑥, 𝑠)

𝑎𝑠
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑦
(7)
21 (𝑥, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
𝑦
(7)
22 (𝑥, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
. . .

𝑦
(7)
28 (𝑥, 𝑠)

(𝑎𝑠)7

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
̸= 0. (74)

647



Митр о х и н С. И.

Определитель Δ02(𝑥, 𝑠)— определитель Вронского фундаментальной систе-
мы решений {𝑦2𝑘(𝑥, 𝑠)}8𝑘=1 дифференциального уравнения (2), поэтому он не
зависит от 𝑥 и не равен нулю. Определители Δ2𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 8) получаются
из определителя Δ02(𝑥, 𝑠) из (74) заменой 𝑘-го столбца на столбец(︂ 8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘𝑦1𝑘(𝑥1𝑛 − 0, 𝑠)
8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘
𝑦′1𝑘(𝑥1𝑛 − 0, 𝑠)

𝑎𝑠
. . .

8∑︁
𝑘=1

𝐶1𝑘
𝑦
(7)
1𝑘 (𝑥1𝑛 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)7

)︂⊤
.

(75)
Применяя формулы (16)–(20) и (14), аналогично выводу формул (58)–(71)

можно доказать следующее утверждение.
Теорема 8. Для определителей Δ2𝑛 (𝑛 = 1, 2, . . . , 8) из (73)–(75) справед-

ливы следующие формулы:

Δ2𝑛 =

8∑︁
𝑘=1

𝐶1𝑘Δ2𝑛𝑘 = 𝐶11Δ2𝑛1 + 𝐶12Δ2𝑛2 + · · ·+ 𝐶18Δ2𝑛8, 𝑛 = 1, 2, . . . , 8,

при этом элементы матрицы

Δ2𝑛𝑘 =

⎛⎜⎝Δ211 Δ212 . . . Δ218

Δ221 Δ222 . . . Δ228

. . . . . . . . . . . . . . .
Δ281 Δ282 . . . Δ288

⎞⎟⎠ , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8,

вычисляются по формулам

Δ2𝑘𝑘 = Δ00𝑒
𝑎(𝜔𝑘−𝜔𝑘)𝑠𝑥1𝑛

[︁
1 +

0

𝑠7
+

7𝐷8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8, (76)

Δ2𝑘𝑚 = Δ00𝑒
𝑎(𝜔𝑚−𝜔𝑘)𝑠𝑥1𝑛

[︁
0 +

0

𝑠7
+
𝑇𝑚−𝑘+1

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
, 𝑚 ̸= 𝑘;

𝑇𝑘 =
−𝑞2(𝑥1𝑛)𝐺𝑘

128𝑎8
, 𝑇𝑘±8 = 𝑇𝑘; 𝑚, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8, (77)

где величины 𝐺𝑘 определены формулами (44), (45).

6. Изучение граничных условий (9). Из первых шести граничных
условий (9) с помощью формул (13), (14) получаем

𝑦
(𝑚𝑝)
1 (0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚𝑝

(9)
= 0 ⇔

8∑︁
𝑘=1

𝐶1𝑘
𝑦
(𝑚𝑝)
1𝑘 (0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚𝑝
= 0 ⇔

⇔
8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘𝜔
𝑚𝑝

𝑘 𝑒0 = 0 ⇔
8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘𝜔
𝑚𝑝

𝑘 = 0, 𝑝 = 1, 2, . . . , 6. (78)

Из последних двух граничных условий (9), применяя формулы (27), (28),
получаем

𝑦
(𝑛𝑝)
4 (𝜋, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑛𝑝

(9)
= 0 ⇔

8∑︁
𝑘=1

𝐶4𝑘
𝑦
(𝑛𝑝)
4𝑘 (𝜋, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑛𝑝
= 0 ⇔
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⇔
8∑︁

𝑘=1

𝐶4𝑘𝜔
𝑛𝑝

𝑘 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝜋 = 0, 𝑝 = 1, 2. (79)

Применяя формулы (32) и (51)–(53), из (79) выводим, что

𝑦
(𝑛𝑝)
4 (𝜋, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑛𝑝
= 0 ⇔

8∑︁
𝑘=1

Δ4𝑘

Δ04(𝑠)
𝜔
𝑛𝑝

𝑘 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝜋 = 0 ⇔

⇔ 1

Δ04(𝑠)

8∑︁
𝑘=1

(︂ 8∑︁
𝑛=1

𝐶3𝑛Δ4𝑘𝑛

)︂
𝜔
𝑛𝑝

𝑘 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝜋 = 0 ⇔

⇔
8∑︁

𝑘=1

𝐶3𝑘𝜓3𝑘,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) = 0, 𝑝 = 1, 2, (80)

где Δ04(𝑠) ̸= 0 и введены обозначения

𝜓3𝑘,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) =

8∑︁
𝑛=1

Δ4𝑘𝑛𝜔
𝑛𝑝
𝑛 𝑒𝑎𝜔𝑛𝑠𝜋, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8; 𝑝 = 1, 2. (81)

Подставляя формулы (55) и (69)–(71) в формулу (80), получаем

𝑦
(𝑛𝑝)
4 (𝜋, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑛𝑝
= 0 ⇔

8∑︁
𝑘=1

Δ3𝑘

Δ03(𝑠)
𝜓3𝑘,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) = 0, Δ03(𝑠) ̸= 0 ⇔

⇔ 1

Δ03(𝑠)

8∑︁
𝑘=1

(︂ 8∑︁
𝑛=1

𝐶2𝑛Δ3𝑘𝑛

)︂
𝜓3𝑘,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) = 0 ⇔

⇔
8∑︁

𝑘=1

𝐶2𝑘𝜑2𝑘,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) = 0, (82)

𝜑2𝑘,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) =
8∑︁

𝑛=1

Δ3𝑘𝑛𝜓3𝑛,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠), 𝑘 = 1, 2, . . . , 8; 𝑝 = 1, 2. (83)

Применяя формулы (73) и (76), (77), из (82) находим

𝑦
(𝑛𝑝)
4 (𝜋, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑛𝑝
= 0 ⇔

8∑︁
𝑘=1

Δ2𝑘

Δ02(𝑠)
𝜑2𝑘,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) = 0, Δ02(𝑠) ̸= 0 ⇔

⇔ 1

Δ02(𝑠)

8∑︁
𝑘=1

(︂ 8∑︁
𝑛=1

𝐶1𝑛Δ2𝑘𝑛

)︂
𝜑2𝑘,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) = 0 ⇔

⇔
8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘𝑢1𝑘,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) = 0, (84)

𝑢1𝑘,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) =
8∑︁

𝑛=1

Δ2𝑘𝑛𝜑2𝑛,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠), 𝑘 = 1, 2, . . . , 8; 𝑝 = 1, 2.
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Объединяя (78) и (84) в одну систему, получим систему из восьми одно-
родных уравнений с восемью неизвестными 𝐶11, 𝐶12, . . . , 𝐶18, которая имеет
ненулевые решения только в том случае, когда ее определитель равен нулю.
Поэтому справедливо следующее утверждение.

Теорема 9. Уравнение на собственные значения дифференциального опе-
ратора (1)–(8) с граничными условиями (9) имеет следующий вид :

𝑓(𝑠) =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

𝜔𝑚1
1 𝜔𝑚1

2 𝜔𝑚1
3 . . . 𝜔𝑚1

7 𝜔𝑚1
8

𝜔𝑚2
1 𝜔𝑚2

2 𝜔𝑚2
3 . . . 𝜔𝑚2

7 𝜔𝑚2
8

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝜔𝑚6
1 𝜔𝑚6

2 𝜔𝑚6
3 . . . 𝜔𝑚6

7 𝜔𝑚6
8

𝑢11,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢12,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢13,𝑛1(𝜋, 𝑠) . . . 𝑢17,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢18,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝑢11,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢12,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢13,𝑛2(𝜋, 𝑠) . . . 𝑢17,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢18,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 0,

(85)

𝑢1𝑘,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) =

8∑︁
𝑛=1

Δ2𝑘𝑛𝜑2𝑛,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠)
(83)
=

8∑︁
𝑛=1

Δ2𝑛𝑘

(︂ 8∑︁
𝑚=1

Δ3𝑚𝑛𝜑3𝑚,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠)

)︂
. (86)

Применяя формулы (70), (71) и (78), (77), оставляя только главные по
росту 𝑠 величины, проводя оценки величин с точностью до 𝑂(𝑠−8), в формуле
(86) имеем

𝑢1𝑘,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) = Δ2𝑘𝑘Δ3𝑘𝑘𝜓3𝑘,𝑛𝑝 +Δ2𝑘𝑘

8∑︁
𝑚=1
𝑚 ̸=𝑘

Δ3𝑚𝑘𝜓3𝑚,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠)+

+Δ3𝑘𝑘

8∑︁
𝑚=1
𝑚 ̸=𝑘

Δ2𝑚𝑘𝜓3𝑚,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) +𝑂
(︁ 1

𝑠16

)︁
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8; 𝑝 = 1, 2. (87)

Подставляя в формулу (87) формулу для 𝜓3𝑚,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) из (81) и оставляя
только главные по росту 𝑠 величины, получаем

𝑢1𝑘,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) = Δ2𝑘𝑘Δ3𝑘𝑘Δ4𝑘𝑘𝜔
𝑛𝑝

𝑘 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝜋 +

+Δ2𝑘𝑘Δ3𝑘𝑘

8∑︁
𝑚=1
𝑚 ̸=𝑘

Δ4𝑚𝑘𝜔
𝑛𝑝
𝑚 𝑒𝑎𝜔𝑚𝑠𝜋 +Δ2𝑘𝑘Δ4𝑘𝑘

8∑︁
𝑚=1

Δ3𝑚𝑘𝜔
𝑛𝑝
𝑚 𝑒𝑎𝜔𝑚𝑠𝜋 +

+Δ3𝑘𝑘Δ4𝑘𝑘

8∑︁
𝑚=1

Δ2𝑚𝑘𝜔
𝑛𝑝
𝑚 𝑒𝑎𝜔𝑚𝑠𝜋 +𝑂

(︁ 1

𝑠16

)︁
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8; 𝑝 = 1, 2. (88)

В формуле (88) первое слагаемое — величина порядка 𝑂(1), второе, третье
и четвертое слагаемое — величины порядка 𝑂(𝑠−8).

Применяя теорему Лапласа, разложим определитель 𝑓(𝑠) из (85) по по-
следним двум строкам и получим
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𝑓(𝑠) =

⃒⃒⃒⃒
𝑢11,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢12,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝑢11,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢12,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒⃒⃒
𝐷345678 +

⃒⃒⃒⃒
𝑢12,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢13,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝑢12,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢13,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒⃒⃒
𝐷145678+

+

⃒⃒⃒⃒
𝑢13,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢14,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝑢13,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢14,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒⃒⃒
𝐷125678 + · · · −

−
⃒⃒⃒⃒
𝑢11,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢13,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝑢11,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢13,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒⃒⃒
𝐷245678 + · · · = 0, (89)

𝐷𝑘1𝑘2𝑘3𝑘4𝑘5𝑘6 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒𝜔

𝑚1
𝑘1

𝜔𝑚1
𝑘2

. . . 𝜔𝑚1
𝑘6

𝜔𝑚2
𝑘1

𝜔𝑚2
𝑘2

. . . 𝜔𝑚2
𝑘6

. . . . . . . . . . . . .
𝜔𝑚6
𝑘1

𝜔𝑚6
𝑘2

. . . 𝜔𝑚6
𝑘6

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ;

𝐷123456 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒𝜔

𝑚1
1 𝜔𝑚1

2 . . . 𝜔𝑚1
6

𝜔𝑚2
1 𝜔𝑚2

2 . . . 𝜔𝑚2
6

. . . . . . . . . . . . .
𝜔𝑚6
1 𝜔𝑚6

2 . . . 𝜔𝑚6
6

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ (10)
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒1

𝑚1 𝑧𝑚1 . . . 𝑧5𝑚1

1𝑚2 𝑧𝑚2 . . . 𝑧5𝑚2

. . . . . . . . . . . . .
1𝑚6 𝑧𝑚6 . . . 𝑧5𝑚6

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

= det Wandermond′s(𝑧𝑚1 , 𝑧𝑚2 , . . . , 𝑧𝑚6) =

=
∏︁
𝑘>𝑛,

𝑘,𝑛=1,2,...,8

(𝑧𝑚𝑘 − 𝑧𝑚𝑛) = 𝐷6 ̸= 0; (90)

𝐷234567 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒𝜔

𝑚1
2 𝜔𝑚1

3 . . . 𝜔𝑚1
7

𝜔𝑚2
2 𝜔𝑚2

3 . . . 𝜔𝑚2
7

. . . . . . . . . . . . .
𝜔𝑚6
2 𝜔𝑚6

3 . . . 𝜔𝑚6
7

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑧

𝑚1 𝑧2𝑚1 . . . 𝑧6𝑚1

𝑧𝑚2 𝑧2𝑚2 . . . 𝑧6𝑚2

. . . . . . . . . . . . . .
𝑧𝑚6 𝑧26 . . . 𝑧6𝑚6

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

= 𝑧𝑚1𝑧𝑚2(. . . )𝑧𝑚6𝐷123456 = 𝑧𝑀6𝐷6, 𝑀6 =
6∑︁

𝑘=1

𝑚𝑘; 𝐷345678 = 𝑧2𝑀6𝐷6;

𝐷456789 = 𝐷456781 = −𝐷145678 = (−1)𝑧3𝑀6𝐷6; 𝐷124567 = 𝑧4𝑀6𝐷6; . . . (91)

Подставляя формулы (90), (91) в уравнение (89), поделим на 𝑧2𝑀6𝐷6 ̸= 0,
получим

𝑓(𝑠) =

⃒⃒⃒⃒
𝑢11,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢12,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝑢11,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢12,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒⃒⃒
− 𝑧𝑀6

⃒⃒⃒⃒
𝑢12,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢13,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝑢12,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢13,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒⃒⃒
+

+ 𝑧2𝑀6

⃒⃒⃒⃒
𝑢13,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢14,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝑢13,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢14,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒⃒⃒
− · · ·−

−
⃒⃒⃒⃒
𝑢11,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢13,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝑢11,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢13,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒⃒⃒
𝐷245678 + · · · = 0, (92)

величины 𝑢1𝑘,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) определены формулой (88).
Для нахождения корней уравнения (92) необходимо изучить индикатор-

ную диаграмму (см. [9, гл. 12]) этого уравнения, т. е. выпуклую оболочку
множества точек {𝜔𝑘 + 𝜔𝑚, 𝑘 ̸= 𝑚; 𝑘,𝑚 = 1, 2, . . . , 8}.
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Индикаторная диаграмма уравнения (92)
[The indicator diagram for Eq. (92)]

Индикаторная диаграмма уравнения (92) имеет следующий вид (см. рису-
нок). Индикаторная диаграмма показывает, что на асимптотику корней урав-
нения (92) влияют экспоненты с показателями 𝜔1 + 𝜔2, 𝜔2 + 𝜔3, . . . , 𝜔7 + 𝜔8,
𝜔8+𝜔1; экспоненты с показателями 𝜔1+𝜔3, 𝜔1+𝜔4, . . . , 𝜔𝑚+𝜔𝑛 при |𝑚−𝑛| > 2
на асимптотику корней уравнения (92) не влияют (они представляют собой
бесконечно малые величины, их можно отбросить).

7. Асимптотика собственных значений в секторе 1) индикатор-
ной диаграммы. Чтобы найти асимптотику корней уравнения (92) в сек-
торе 1), необходимо оставить экспоненты с показателями 𝜔2 + 𝜔3 и 𝜔3 + 𝜔4.
Справедлива следующая теорема.

Теорема 10. Уравнение на собственные значения дифференциального опе-
ратора (1)–(8) с граничными условиями (9) в секторе 1) индикаторной диа-
граммы имеет вид

𝑔1(𝑠) =

⃒⃒⃒⃒
𝑢12,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢13,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝑢12,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢13,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒⃒⃒
+ 𝑧𝑀6

⃒⃒⃒⃒
𝑢13,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢14,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝑢13,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢14,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒⃒⃒
= 0, (93)

величины 𝑢1𝑘,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) определены формулой (88).
Поделим (93) на 𝑧𝑀6 ̸= 0 и, используя свойства определителей, перепишем

уравнение (93) в виде

𝑔1(𝑠) =

⃒⃒⃒⃒
𝑢13,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑧𝑀6𝑢14,𝑛1(𝜋, 𝑠) + 𝑢12,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝑢13,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑧𝑀6𝑢14,𝑛2(𝜋, 𝑠) + 𝑢12,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒⃒⃒
= 0, (94)

причем, оставляя главные по росту 𝑠 для сектора 1) величины, из (88) и ри-
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сунка имеем

𝑢1𝑘,𝑛1(𝜋, 𝑠) = Δ2𝑘𝑘Δ3𝑘𝑘Δ4𝑘𝑘𝜔
𝑛𝑝

𝑘 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝜋 +
𝜑1𝑘,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠)

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁
,

𝑘 = 2, 3, 4;
(95)

𝜑13,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) = 𝜔
𝑛𝑝

2 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝜋[Δ233Δ333Δ423 +Δ233Δ422Δ323 +Δ322Δ422Δ223] +

+ 𝜔
𝑛𝑝

4 𝑒𝑎𝜔4𝑠𝜋[Δ233Δ333Δ443 +Δ233Δ444Δ343 +Δ344Δ444Δ243],
𝜑14,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) = 𝜔

𝑛𝑝

3 𝑒𝑎𝜔3𝑠𝜋[Δ244Δ344Δ434 +Δ244Δ433Δ334 +Δ333Δ433Δ234] +

+ 𝜔
𝑛𝑝

2 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝜋[Δ244Δ344Δ424 +Δ244Δ422Δ324 +Δ322Δ422Δ224],
𝜑12,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) = 𝜔

𝑛𝑝

3 𝑒𝑎𝜔3𝑠𝜋[Δ222Δ322Δ432 +Δ222Δ433Δ332 +Δ333Δ433Δ232] +

+ 𝜔
𝑛𝑝

4 𝑒𝑎𝜔4𝑠𝜋[Δ222Δ322Δ442 +Δ222Δ444Δ342 +Δ344Δ444Δ242],

𝑝 = 1, 2,
(96)

при этом из формул (76), (70) и (52) получаем

Δ2𝑘𝑘Δ3𝑘𝑘Δ4𝑘𝑘 =
[︁
1 +

7𝐷8

8𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁[︁
1 +

𝜔𝑘𝐴7(𝑥0)

𝑠7
+
𝐻8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
×

×
[︁
1 +

𝜔𝑘𝐵7(𝑥2𝑛)

𝑠7
+
𝐸8

8𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
= 1 +

𝜔𝑘𝑃7

𝑠8
+
𝑃8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁
; (97)

𝑃7 = 𝐴7(𝑥0) +𝐵7(𝑥2𝑛); 𝑃8 =
7𝐷8

8
+𝐻8 +

𝐸8

8
= 𝐷8 + 𝐸8;

𝐻8
(70)
=

𝐷8 + 7𝐸8

8
; 𝐷8

(20)
=

−7𝑞2(𝑥1𝑛)

2𝑎8
; 𝐸8

(26)
=

−7𝑞3(𝑥0)

2𝑎8
; 𝑘 = 1, 2, . . . , 8.

С помощью формул (95)–(97) уравнение (94) запишем в виде

𝑔1(𝑠) =

⃒⃒⃒⃒
𝑎11(𝑠) 𝑎12(𝑠)
𝑎21(𝑠) 𝑎22(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
= 0, (98)

где

𝑎11(𝑠) =
[︁
1 +

𝜔3𝑃7

𝑠7
+
𝑃8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
𝜔𝑛1
3 𝑒𝑎𝜔3𝑠𝜋 +

𝜑13,𝑛1(𝜋, 𝑠)

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁
,

𝑎12(𝑠) = 𝑧𝑀6

[︁
1 +

𝜔4𝑃7

𝑠7
+
𝑃8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
𝜔𝑛1
4 𝑒𝑎𝜔4𝑠𝜋+

+
[︁
1 +

𝜔2𝑃7

𝑠7
+
𝑃8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
𝜔𝑛1
2 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝜋 +

𝜑21,𝑛1(𝜋, 𝑠)

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁
,

𝑎21(𝑠) =
[︁
1 +

𝜔3𝑃7

𝑠7
+
𝑃8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
𝜔𝑛2
3 𝑒𝑎𝜔3𝑠𝜋 +

𝜑13,𝑛2(𝜋, 𝑠)

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁
,

𝑎22(𝑠) = 𝑧𝑀6

[︁
1 +

𝜔4𝑃7

𝑠7
+
𝑃8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
𝜔𝑛2
4 𝑒𝑎𝜔4𝑠𝜋+
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+
[︁
1 +

𝜔2𝑃7

𝑠7
+
𝑃8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
𝜔𝑛2
2 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝜋 +

𝜑21,𝑛2(𝜋, 𝑠)

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁
;

𝜑21,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) = 𝑧𝑀6𝜑14,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) + 𝜑12,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠), 𝑝 = 1, 2. (99)

Раскладывая уравнение (98) по столбцам на сумму определителей, полу-
чаем

𝑔1(𝑠) = 𝑔1,0(𝑠) +
𝑔1,7(𝑠)

𝑠7
+
𝑔1,8(𝑠)

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁
= 0, (100)

𝑔1,0(𝑠) =

⃒⃒⃒⃒
𝜔𝑛1
3 𝑒𝑎𝜔3𝑠𝜋 𝑧𝑀6𝜔𝑛1

4 𝑒𝑎𝜔4𝑠𝜋 + 𝜔𝑛1
2 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝜋

𝜔𝑛2
3 𝑒𝑎𝜔3𝑠𝜋 𝑧𝑀6𝜔𝑛2

4 𝑒𝑎𝜔4𝑠𝜋 + 𝜔𝑛1
2 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝜋

⃒⃒⃒⃒
=

= 𝑧𝑀6

⃒⃒⃒⃒
𝜔𝑛1
3 𝜔𝑛1

4

𝜔𝑛2
3 𝜔𝑛2

4

⃒⃒⃒⃒
𝑒𝑎(𝜔3+𝜔4)𝑠𝜋 +

⃒⃒⃒⃒
𝜔𝑛1
3 𝜔𝑛1

2

𝜔𝑛2
3 𝜔𝑛2

2

⃒⃒⃒⃒
𝑒𝑎(𝜔2+𝜔3)𝑠𝜋;

𝑔1,7(𝑠) = 𝜔3𝑃7

⃒⃒⃒⃒
𝜔𝑛1
3 𝑒𝑎𝜔3𝑠𝜋 𝑧𝑀6𝜔𝑛1

4 𝑒𝑎𝜔4𝑠𝜋 + 𝜔𝑛1
2 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝜋

𝜔𝑛2
3 𝑒𝑎𝜔3𝑠𝜋 𝑧𝑀6𝜔𝑛2

4 𝑒𝑎𝜔4𝑠𝜋 + 𝜔𝑛1
2 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝜋

⃒⃒⃒⃒
+

+ 𝜔4𝑃7

⃒⃒⃒⃒
𝜔𝑛1
3 𝜔𝑛1

4

𝜔𝑛2
3 𝜔𝑛2

4

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝑀6𝑒𝑎(𝜔3+𝜔4)𝑠𝜋 + 𝜔4𝑃7

⃒⃒⃒⃒
𝜔𝑛1
3 𝜔𝑛1

2

𝜔𝑛2
3 𝜔𝑛2

2

⃒⃒⃒⃒
𝑒𝑎(𝜔2+𝜔3)𝑠𝜋;

𝑔1,8(𝑠) = 𝑔1,8,1(𝑠) + 𝑔1,8,2(𝑠),

𝑔1,8,1(𝑠) = 𝑃8

⃒⃒⃒⃒
𝜔𝑛1
3 𝑒𝑎𝜔3𝑠𝜋 𝑧𝑀6𝜔𝑛1

4 𝑒𝑎𝜔4𝑠𝜋 + 𝜔𝑛1
2 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝜋

𝜔𝑛2
3 𝑒𝑎𝜔3𝑠𝜋 𝑧𝑀6𝜔𝑛2

4 𝑒𝑎𝜔4𝑠𝜋 + 𝜔𝑛1
2 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝜋

⃒⃒⃒⃒
+

+ 𝑃8

⃒⃒⃒⃒
𝜔𝑛1
3 𝜔𝑛1

4

𝜔𝑛2
3 𝜔𝑛2

4

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝑀6𝑒𝑎(𝜔3+𝜔4)𝑠𝜋 + 𝑃8

⃒⃒⃒⃒
𝜔𝑛1
3 𝜔𝑛1

2

𝜔𝑛2
3 𝜔𝑛2

2

⃒⃒⃒⃒
𝑒𝑎(𝜔2+𝜔3)𝑠𝜋,

𝑔1,8,2(𝑠) =

⃒⃒⃒⃒
𝜑13,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝜔𝑛1

4
𝜑13,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝜔𝑛2

4

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝑀6𝑒𝑎𝜔4𝑠𝜋 +

⃒⃒⃒⃒
𝜑13,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝜔𝑛1

2
𝜑13,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝜔𝑛2

2

⃒⃒⃒⃒
𝑒𝑎𝜔2𝑠𝜋 +

+

⃒⃒⃒⃒
𝜔𝑛1
3 𝜑21,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝜔𝑛2
3 𝜑21,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒⃒⃒
𝑒𝑎𝜔3𝑠𝜋;

𝜑21,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠)
(99)
= 𝑧𝑀6𝜑14,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) + 𝜑12,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠); 𝑝 = 1, 𝑝 = 2. (101)

Из формул (10) следует, что⃒⃒⃒⃒
𝜔𝑛1
1 𝜔𝑛1

2

𝜔𝑛2
1 𝜔𝑛2

2

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
1𝑛1 𝑧𝑛1

1𝑛2 𝑧𝑛2

⃒⃒⃒⃒
= 𝑧𝑛2 − 𝑧𝑛1 = 𝑅2 ̸= 0;⃒⃒⃒⃒

𝜔𝑛1
2 𝜔𝑛1

3

𝜔𝑛2
2 𝜔𝑛2

3

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑧𝑛1 𝑧2𝑛1

𝑧𝑛2 𝑧2𝑛2

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 𝑧𝑁2𝑅2, 𝑁2 = 𝑛1 + 𝑛2;⃒⃒⃒⃒

𝜔𝑛1
3 𝜔𝑛1

4

𝜔𝑛2
3 𝜔𝑛2

4

⃒⃒⃒⃒
= 𝑧2𝑁2𝑅2, . . . .

(102)
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Подставляя формулы (102) в уравнение (100), поделим полученное урав-
нение на (−1)𝑧𝑁2𝑅2𝑒

𝑎(𝜔4+𝜔3)𝑠𝜋 ̸= 0:

̃︀𝑔1(𝑠) = ̃︀𝑔1,0(𝑠) + ̃︀𝑔1,7(𝑠)
𝑠7

+
̃︀𝑔1,8,1(𝑠)
𝑠8

+
̃︀𝑔1,8,2(𝑠)
𝑠8

+𝑂
(︁ 1

𝑠9

)︁
= 0, (103)

̃︀𝑔1,0(𝑠) = 𝑒𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝜋 − 𝑧𝑀6𝑧𝑁2 ,̃︀𝑔1,7(𝑠) = 𝑃7[(𝜔2 + 𝜔3)𝑒
𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝜋 − (𝜔3 + 𝜔4)𝑧

𝑀6𝑧𝑁2 ];

̃︀𝑔1,8,1(𝑠) = 𝑃8 · 2 · [𝑒𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝜋 − 𝑧𝑀6𝑧𝑁2 ],

̃︀𝑔1,8,2(𝑠) = (−1)𝑧−𝑁2
1

𝑅2
𝑒−𝑎(𝜔3+𝜔4)𝑠𝜋𝑔1,8,2(𝑠).

Основное приближение уравнения (103) имеет вид

̃︀𝑞1,0(𝑠) = 0 ⇔ 𝑒𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝜋 − 𝑧𝑀6𝑧𝑁2 = 0 ⇔

⇔ 𝑒𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝜋 = 𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑒
2𝜋𝑖
8

𝑀6𝑒
2𝜋𝑖
8

𝑁2 ⇔ 𝑠𝑘,1,осн =
2𝑖̃︀𝑘

𝑎(𝜔2 − 𝜔4)
, (104)

̃︀𝑘 = 𝑘 +
𝑀6 +𝑁2

8
, 𝑘 ∈ N.

Из общей теории нахождения асимптотики корней квазиполиномов вида
(103) (см. [21, гл. 12; 22]) следует вид асимптотики. Справедливо следующее
утверждение.

Теорема 11. Асимптотика собственных значений дифференциального
оператора (1)–(8) с граничными условиями (9) в секторе 1) имеет вид

𝑠𝑘,1 =
2𝑖

𝑎(𝜔2 − 𝜔4)

[︁̃︀𝑘 + 𝑑7𝑘,1̃︀𝑘7 +
𝑑8𝑘,1̃︀𝑘8 +𝑂

(︁ 1̃︀𝑘9
)︁]︁
, (105)

̃︀𝑘 = 𝑘 +
𝑀6 +𝑁2

8
, 𝑀6 =

6∑︁
𝑘=1

𝑚𝑘; 𝑁2 = 𝑛1 + 𝑛2;

𝜔2 = 𝑛1 + 𝑛2; 𝜔2 − 𝜔4
(10)
=

√
2; 𝑘 ∈ N.

До к а з ат е л ь ств о. Применяя формулу Тейлора, подставляя 𝑠𝑘,1 из
(105) в уравнение (103), получаем[︁

1 +
2𝜋𝑖𝑑7𝑘,1̃︀𝑘7 +

2𝜋𝑖𝑑8𝑘,1̃︀𝑘8 +𝑂
(︁ 1̃︀𝑘9

)︁]︁
𝑧𝑀6𝑧𝑁2 − 𝑧𝑀6𝑧𝑁2 +

+
1̃︀𝑘7 𝑎

7(𝜔2 − 𝜔4)
7

27𝑖7

(︁
1 +𝑂

(︁ 1̃︀𝑘8
)︁)︁
𝑃7

[︁
(𝜔2 + 𝜔3)𝑧

𝑀6𝑧𝑁2

(︁
1 +𝑂

(︁ 1̃︀𝑘7
)︁)︁

−

− (𝜔3 + 𝜔4)𝑧
𝑀6𝑧𝑁2

]︁
+

1̃︀𝑘8 2𝑃8

[︁
𝑧𝑀6𝑧𝑁2

(︁
1 +𝑂

(︁ 1̃︀𝑘7
)︁)︁

− 𝑧𝑀6𝑧𝑁2

]︁
−

− 1̃︀𝑘8 𝑧−𝑁2
1

𝑅2
𝑒−𝑎(𝜔3+𝜔4)𝑠𝜋

⃒⃒⃒
𝑠𝑘,1

𝑔1,8,2(𝑠)
⃒⃒⃒
𝑠𝑘,1

𝑎8(𝜔2 − 𝜔4)
8

28𝑖8
+𝑂

(︁ 1̃︀𝑘9
)︁
= 0. (106)
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Приравнивая в уравнении (106) коэффициенты при ̃︀𝑘0, получаем верное
равенство

𝑧𝑀6𝑧𝑁2 − 𝑧𝑁6𝑧𝑁2 = 0,

что свидетельствует о правильности выбора асимптотики (105).
При ̃︀𝑘−7 в (106) имеем

𝑑7𝑘,1 =
1

2𝜋𝑖

𝑃7𝑎
7(𝜔2 − 𝜔4)

7

27𝑖7
[(𝜔3 + 𝜔4)− (𝜔2 + 𝜔3)] =

=
(−1)𝑃7𝑎

7(𝜔2 − 𝜔4)
8

28𝜋

(97)
=

(−1)𝑎7(𝜔2 − 𝜔4)
8

28𝜋
[𝐴7(𝑥0) +𝐵7(𝑥2𝑛)],

откуда, применяя формулы (10), (18), и (24), находим

𝑑7𝑘,1 =
(−1)𝑎7(

√
2)7

28𝜋

(︁
− 1

8𝑎7

)︁[︂∫︁ 𝑥0

𝑥1𝑛

𝑞2(𝑡)𝑑𝑡+

∫︁ 𝑥2𝑛

𝑥0

𝑞3(𝑡)𝑑𝑡

]︂
=

=
1

128𝜋

[︂ ∫︁ 𝑥0

𝑥1𝑛

𝑞2(𝑡)𝑑𝑡+

∫︁ 𝑥2𝑛

𝑥0

𝑞3(𝑡)𝑑𝑡

]︂
(5)
=

=
𝐻1𝑛 +𝐻2𝑛

128𝜋

(5)
=

1

128𝜋
, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . . (107)

В предельном случае (при 𝑛 → +∞, в случае, когда потенциалом изуча-
емого оператора является дельта-функция), получаем

lim
𝑛→+∞

𝑑7𝑘,1(𝑛) = lim
𝑛→+∞

1

128𝜋

[︂ ∫︁ 𝑥0

𝑥1𝑛

𝑞2(𝑡)𝑑𝑡+

∫︁ 𝑥2𝑛

𝑥0

𝑞3(𝑡)𝑑𝑡

]︂
(5)
=

=
𝐻1𝑛 +𝐻2𝑛

128𝜋

(5)
=

1

128𝜋
.

При ̃︀𝑘−8 в (106) получаем

𝑑8𝑘,1 =
𝑎8(𝜔2 − 𝜔4)

8

282𝜋𝑖

[︁
2𝑃8(−1 + 1) +

+ 𝑧−𝑀6𝑧−2𝑁2𝑅−1
2 𝑒−𝑎(𝜔3+𝜔4)𝑠𝜋𝑔1,8,2(𝑠)

⃒⃒
𝑠𝑘,1,осн

]︁
=

=
𝑧−𝑀6𝑧−2𝑁2𝑅−1

2 𝑎8

242𝜋𝑖
𝑒−𝑎(𝜔3+𝜔4)𝑠𝜋

⃒⃒
𝑠𝑘,1,осн

𝑔1,8,2(𝑠)
⃒⃒
𝑠𝑘,1,осн

, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . . (108)

Применяя формулы (101), (96), (76), (70) и (52), формулу (108) можно
переписать следующим образом:

𝑑8𝑘,1 =
𝑎8

2𝜋𝑖

𝑧−𝑀6𝑧−2𝑁2

16

1

𝑅2
×

×

[︃
𝑒𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝜋

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜔

𝑛1
3 𝜔𝑛1

2

∑︀4
𝑚=2Δ𝑚24

𝜔𝑛2
3 𝜔𝑛2

2

∑︀4
𝑚=2Δ𝑚24

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑧𝑀6 +

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜔

𝑛1
3 𝜔𝑛1

4

∑︀4
𝑚=2Δ𝑚42

𝜔𝑛2
3 𝜔𝑛2

4

∑︀4
𝑚=2Δ𝑚42

⃒⃒⃒⃒
⃒
]︃ ⃒⃒⃒⃒

𝑠𝑘,1,осн

=
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=
𝑎8

2𝜋𝑖

𝑧−𝑀6𝑧−2𝑁2

16

1

𝑅2

[︂
𝑧𝑀6𝑧𝑁2𝑧𝑀6

4∑︁
𝑚=2

Δ𝑚24(−1)𝑧𝑁2𝑅2+

+
4∑︁

𝑚=2

Δ𝑚42𝑧
2𝑁2𝑅2

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑠𝑘,1,осн

,

откуда, используя формулы (77), (71) и (53), находим 𝑑8𝑘,1:

𝑑8𝑘,1 =
𝑎8

32𝜋𝑖

[︀
𝑧−𝑀6(Δ242+Δ342+Δ442)− 𝑧−𝑀6(Δ224+Δ324+Δ424)

]︀⃒⃒
𝑠𝑘,1,осн

=

=
𝑎8

32𝜋𝑖

{︀
[𝑧−𝑀6𝑒𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝑥1𝑛𝑇7 − 𝑧−𝑀6𝑒−𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝑥1𝑛𝑇3]+

+ [𝑧−𝑀6𝑒𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝑥0𝑅7 − 𝑧−𝑀6𝑒−𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝑥0𝑅3]+

+ [𝑧−𝑀6𝑒𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝑥2𝑛𝑉7 − 𝑧𝑀6𝑒−𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝑥2𝑛𝑉3]
}︀⃒⃒

𝑠𝑘,1,осн
, (109)

𝑇𝑘
(77)
=

−𝑞2(𝑥1𝑛)𝐺𝑘

128𝑎8
; 𝑅𝑘

(68)
=

Δ̃︀𝑞(𝑥0)𝐺𝑘

128𝑎8
; 𝑉𝑘

(44)
=

𝑞3(𝑥2𝑛)𝐺𝑘

128𝑎8
;

𝐺3
(44)
= 7 + 5𝜔3+3𝜔2

3+𝜔
3
3−𝜔4

3−3𝜔5
3−5𝜔6

3−7𝜔7
3 = 8+8𝑖 = 8

√
2𝑒

𝜋𝑖
4 , (110)

𝐺7 = �̄�3 = 8
√
2𝑒−

𝜋𝑖
4 ; 𝑒𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝑥0

⃒⃒
𝑠𝑘,1,осн

(104)
= 𝑒2

̃︀𝑘𝑥0𝑖.

Поэтому, подставив (110) в (109) и сделав необходимые преобразования,
получим

𝑑8𝑘,1 =
𝑎8

32𝜋𝑖

8
√
2

128𝑎8
{︀[︀
𝑒−

2𝜋𝑖
8

𝑀6𝑒
−𝜋𝑖
4 𝑒2

̃︀𝑘𝑥1𝑛𝑖 − 𝑒
2𝜋𝑖
8

𝑀6𝑒
𝜋𝑖
4 𝑒−2̃︀𝑘𝑥1𝑛𝑖

]︀
(−𝑞2(𝑥1𝑛)) +

+
[︀
𝑒−

2𝜋𝑖
8

𝑀6𝑒
−𝜋𝑖
4 𝑒2

̃︀𝑘𝑥0𝑖 − 𝑒
2𝜋𝑖
8

𝑀6𝑒
𝜋𝑖
4 𝑒−2̃︀𝑘𝑥0𝑖

]︀
Δ̃︀𝑞(𝑥0) +

+
[︀
𝑒−

2𝜋𝑖
8

𝑀6𝑒
−𝜋𝑖
4 𝑒2

̃︀𝑘𝑥2𝑛𝑖 − 𝑒
2𝜋𝑖
8

𝑀6𝑒
𝜋𝑖
4 𝑒−2̃︀𝑘𝑥2𝑛𝑖

]︀
𝑞3(𝑥2𝑛)

}︀
, 𝑘 ∈ N,

откуда находим

𝑑8𝑘,1 =

√
2

256𝜋

{︁
𝑞(𝑥2𝑛) sin

(︁
2̃︀𝑘𝑥2𝑛 − 𝜋

4
− 𝜋𝑀6

4

)︁
+

+Δ̃︀𝑞(𝑥0) sin(︁2̃︀𝑘𝑥0 − 𝜋

4
− 𝜋𝑀6

4

)︁
−

− 𝑞2(𝑥1𝑛) sin
(︁
2̃︀𝑘𝑥1𝑛 − 𝜋

4
− 𝜋𝑀6

4

)︁}︁
, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . ;̃︀𝑘 = 𝑘 +

𝑀6 +𝑁2

8
; (111)

𝑀6 =

6∑︁
𝑘=1

𝑚𝑘; 𝑁2 = 𝑛1 + 𝑛2; Δ̃︀𝑞(𝑥0) = 𝑞2(𝑥0 − 0)− 𝑞3(𝑥0 + 0).

Формулы (107) и (111) показывают, что коэффициенты 𝑑7𝑘,1 и 𝑑8𝑘,1 асимп-
тотического разложения (105) находятся единственным образом. Мы привели
явные формулы для их вычисления, поэтому теорема 11 полностью доказана.

�
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Изучая аналогичным образом секторы 2), 3), . . . , 8) индикаторной диа-
граммы (см. рисунок), можно доказать следующую теорему.

Теорема 12. В секторах 2), 3), . . . , 8) индикаторной диаграммы асимп-
тотика собственных значений дифференциального оператора (1)–(8) с гра-
ничными условиями (9) подчиняется следующему закону :

𝑠𝑘,2 = 𝑠𝑘,1𝑒
2𝜋𝑖
8 , 𝑠𝑘,3 = 𝑠𝑘,2𝑒

2𝜋𝑖
8 = 𝑠𝑘,1𝑒

4𝜋𝑖
8 , . . . ,

𝑠𝑘,𝑚 = 𝑠𝑘,𝑚−1𝑒
2𝜋𝑖
8 = 𝑒

2𝜋𝑖
8

(𝑚−1), 𝑚 = 1, 2, . . . , 8.

Величины 𝑠𝑘,1 (𝑘 = 1, 2, . . . , 8) определены формулами (105), (107), (111). При
этом

𝜆𝑘,𝑚 = 𝑠8𝑘,𝑚, 𝑚 = 1, 2, . . . 8; 𝑘 = 1, 2, 3, . . . .

Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.
Авторская ответственность. Я несу полную ответственность за предоставление
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Abstract

We study a sequence of differential operators of high even order whose
potentials converge to the Dirac delta-function. One of the types of separated
boundary conditions is considered. At the points of potential discontinuity,
it is necessary to study the conditions of gluing for the correct determina-
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