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Аннотация

Доказана однозначная разрешимость аналога задачи Трикоми для
квазилинейного уравнения смешанного типа с двумя линиями вырож-
дения. Введен класс R1 обобщенных решений в гиперболической части
области. Единственность решения доказана методом интегралов энер-
гии. Доказательство существования решения проводится методом инте-
гральных уравнений. Краевая задача сводится к эквивалентной системе
интегральных уравнений, разрешимость которой доказана с помощью
принципа Шаудера. В результате применения принципа Шаудера по-
лучена глобальная разрешимость исследуемой задачи без каких-либо
ограничений на размер площади рассматриваемой области и на значе-
ние заданных функций.
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Аналог задачи Трикоми для квазилинейного уравнения . . .

1. Введение. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение

sign 𝑦|𝑦|𝑚𝑈𝑥𝑥 + sign𝑥|𝑥|𝑚𝑈𝑦𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑈), (1)

где 𝑚 = const, причем 2/3 6 𝑚 < 2.
Пусть Ω— конечная односвязная область на плоскости переменных (𝑥, 𝑦),

ограниченная при 𝑥 > 0, 𝑦 > 0 нормальной кривой 𝜎0: 𝑥2𝑝 + 𝑦2𝑝 = 1, а при
𝑥 < 0, 𝑦 > 0 и 𝑥 > 0, 𝑦 < 0— характеристиками 𝐵𝐶: (−𝑥)𝑝 + 𝑦𝑝 = 1, 𝐶𝐷:
𝑥+ 𝑦 = 0, 𝐷𝐴: 𝑥𝑝 + (−𝑦)𝑝 = 1 уравнения (1), соответственно, 2𝑝 = 𝑚+ 2.

Введем обозначения:

Ω0 = Ω ∩ {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 > 0, 𝑦 > 0}, Ω1 = Ω ∩ {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 > 0, 𝑦 < 0},
Ω2 = Ω ∩ {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 < 0, 𝑦 > 0}, 𝐼1 = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 1, 𝑦 = 0},

𝐼2 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 = 0, 0 < 𝑦 < 1}, 𝑃 = {(𝑥, 𝑦, 𝑈) : (𝑥, 𝑦) ∈ Ω,−∞ < 𝑈 < +∞}.

Задача Т. Найти функцию 𝑈(𝑥, 𝑦) со следующими свойствами:
1) 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω) ∩ 𝐶1(Ω0 ∪ Ω1 ∪ Ω2);
2) 𝑈(𝑥, 𝑦)— регулярное решение уравнения (1) в области Ω0;
3) 𝑈(𝑥, 𝑦)— обобщенное решение класса R1 уравнения (1) в области Ω𝑖,

𝑖 = 1, 2;
4) 𝑈(𝑥, 𝑦)— удовлетворяет краевым условиям:

𝑈(𝑥, 𝑦) = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜎0,

𝑈 |𝐷𝐴 = 0, 2−1/𝑝 6 𝑥 6 1,

𝑈 |𝐵𝐶 = 0, 2−1/𝑝 6 𝑦 6 1;

5) на линиях параболического вырождения уравнения (1) выполняются
условия склеивания:

𝑈𝑦(𝑥,+0) = 𝑈𝑦(𝑥,−0), (𝑥, 0) ∈ 𝐼1; 𝑈𝑥(+0, 𝑦) = 𝑈𝑥(−0, 𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐼2,

причем 𝑈𝑦(𝑥, 0) (𝑈𝑥(0, 𝑦)) непрерывна в 𝐼1 (𝐼2), а при 𝑥 → 0 (𝑦 → 0)
может иметь особенность порядка меньше единицы, а при 𝑥 → 1
(𝑦 → 1) ограничена.

В настоящей работе исследуется однозначная разрешимость задачи T для
уравнения (1).

Краевые задачи для линейных уравнений смешанного типа с двумя лини-
ями вырождения изучены достаточно глубоко. Так, в работе [1] доказан кри-
терий единственности решения первой краевой задачи методом спектрально-
го разложения для уравнения эллиптико-гиперболического типа с двумя пер-
пендикулярными линиями степенного вырождения. В [2] получены условия
на комплексный параметр, при которых решение задачи Трикоми для урав-
нения Лаврентьева-Бицадзе с двумя линиями изменения типа единственно.

В работах [3,4] исследованы внешние задачи Трикоми и Франкля, а также
Бицадзе—Лаврентьева для уравнений смешанного типа Бицадзе—Лаврентье-
ва с восемью параболическими вырождающимися прямыми и предложены
некоторые открытые задачи, имеющие жизненно важные значения в механи-
ке жидкости.
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В [5] получены условия на комплексный параметр, при которых един-
ственно решение задачи Трикоми для уравнения с двумя перпендикулярными
линиями изменения типа. В [6,7] для уравнения с двумя перпендикулярными
внутренними линиями изменения типа изучены задачи с граничными услови-
ями первого и второго рода на границе прямоугольной области и спектраль-
ным методом доказаны теоремы единственности и существования решения.

В работе [8] исследована нелокальная задача для уравнения смешанного
типа с перпендикулярными линиями вырождения, когда на эллиптической
части границы области задано условие Дирихле, а в гиперболических частях
обобщенные производные от значений решения на характеристиках поточеч-
но связаны со значениями решения и нормальных производных от нее на
линиях параболического вырождения.

В работе [9] исследована граничная задача для уравнения смешанного ти-
па с двумя линиями вырождения в полуполосе в классе регулярных и огра-
ниченных в бесконечности решений.

Однако разрешимость краевых задач для квазилинейных уравнений сме-
шанного типа с двумя линиями вырождения изучена сравнительно мало, по-
скольку нет общей теории, которая может быть применена для исследования
таких уравнений. Среди последних работ можно отметить [10,11].

2. Класс R1. Рассмотрим линейное уравнение

𝐿𝑈 ≡ sign 𝑦|𝑦|𝑚𝑈𝑥𝑥 + sign𝑥|𝑥|𝑚𝑈𝑦𝑦 + 𝑐(𝑥, 𝑦)𝑈 = 𝑓(𝑥, 𝑦) (2)

в области Ω𝑖, 𝑖 = 1, 2, где 𝑐(𝑥, 𝑦) и 𝑓(𝑥, 𝑦)— заданные непрерывные функции.
Решение задачи Коши в области Ω1 (Ω2) с начальными данными

𝑈(𝑥, 0) = 𝜏1(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐼1, lim
𝑦→−0

𝑈𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝜈1(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐼1(︁
𝑈(0, 𝑦) = 𝜏2(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐼2, lim

𝑥→−0
𝑈𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝜈2(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐼2

)︁
для уравнения (2) c помощью метода Римана [12, стр. 32] представим в виде

𝑈(𝜉, 𝜂) = 𝑈0(𝜉, 𝜂) +

∫︁ 𝜂

𝜉
𝑑𝜉′

∫︁ 𝜂

𝜉′
𝐻𝑖(𝜉

′, 𝜂′)𝑐𝑖(𝜉
′, 𝜂′)𝑈0(𝜉

′, 𝜂′)𝑉𝑖(𝜉
′, 𝜂′; 𝜉, 𝜂)𝑑𝜂′ +

+

∫︁ 𝜂

𝜉
𝑑𝜉′

∫︁ 𝜂

𝜉′
𝐻𝑖(𝜉

′, 𝜂′)𝑓𝑖(𝜉
′, 𝜂′)𝑉𝑖(𝜉

′, 𝜂′; 𝜉, 𝜂)𝑑𝜂′ ≡ 𝑈0(𝜉, 𝜂) + 𝑈(𝜉, 𝜂), (3)

где
√
𝜉 = sign𝑥|𝑥|𝑝 + sign 𝑦|𝑦|𝑝, √𝜂 = |𝑥|𝑝 + |𝑦|𝑝,

𝑈0(𝜉, 𝜂) =
Γ(2𝛽)

Γ2(𝛽)

∫︁ 𝜂

𝜉

(𝜂 − 𝜉)1−2𝛽𝜏𝑖(𝑡
1/(2𝑝))

(𝜂 − 𝑡)1−𝛽(𝑡− 𝜉)1−𝛽
𝑑𝑡−

− 24𝛽−2Γ(1− 2𝛽)

𝑝Γ2(1− 𝛽)

∫︁ 𝜂

𝜉

𝑡−1/(2𝑝)𝜈𝑖(𝑡
1/(2𝑝))

(𝜂 − 𝑡)𝛽(𝑡− 𝜉)𝛽
𝑑𝑡;

𝑈0(𝜉, 𝜂)— решение задачи Коши для уравнения (2) при 𝑐(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 0
в области Ω𝑖, 𝑖 = 1, 2; 𝑐𝑖(𝜉, 𝜂) = 𝑐(𝑥(𝜉, 𝜂), 𝑦(𝜉, 𝜂)), 𝑓𝑖(𝜉, 𝜂) = 𝑓(𝑥(𝜉, 𝜂), 𝑦(𝜉, 𝜂)),
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𝐻𝑖(𝜉, 𝜂) = 28𝛽−4/(
√
𝜉𝜂(𝜂 − 𝜉)4𝛽𝑝2), 𝑉𝑖(𝜉′, 𝜂′; 𝜉, 𝜂)— функция Римана для урав-

нения 𝐿𝑈 = 0 в области Δ; Δ— образ области Ω𝑖, 𝑖 = 1, 2, на плоскости (𝜉, 𝜂),
2𝛽 = 𝑚/(𝑚+ 2), причем 1/8 6 𝛽 < 1/4. Здесь и далее при 𝑖 = 1 𝑥 > 0, 𝑦 < 0,
при 𝑖 = 2 𝑥 < 0, 𝑦 > 0.

Определение 1. Обобщенным решением класса R1 [12, стр. 38] уравнения
(2) в области Ω𝑖, 𝑖 = 1, 2, назовем функцию 𝑈(𝜉, 𝜂), определяемую формулой
(3), где 𝜏𝑖(𝑡

1/(2𝑝)) и 𝑡−1/(2𝑝)𝜈𝑖(𝑡
1/(2𝑝))— функции, удовлетворяющие условию

Гельдера с показателями 𝛼1 > 1− 𝛽 и 𝛼2 > 𝛽 при 0 < 𝑡 < 1 соответственно.
Для дальнейших исследований класса R1 будем предполагать, что коэф-

фициент 𝑐(𝑥, 𝑦) и свободный член 𝑓(𝑥, 𝑦) уравнения (2) удовлетворяют усло-
виям ⃒⃒

|𝑥|2𝑝 − |𝑦|2𝑝
⃒⃒−1|𝑥𝑦|−𝛾𝑝𝑐(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1(Ω𝑖), (4)⃒⃒

|𝑥|2𝑝 − |𝑦|2𝑝
⃒⃒−1|𝑥𝑦|−𝛾𝑝𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1(Ω𝑖), 𝑖 = 1, 2, 𝛾 > 2𝛽. (5)

Имеют место следующие леммы.
Лемма 1. Если 𝑈(𝑥, 𝑦)— обобщенное решение класса R1 уравнения (2)

в области Ω1 (Ω2), то 𝑈𝑥 и 𝑈𝑦 непрерывны в области Ω1 (Ω2), а 𝑈𝑦 (𝑈𝑥)
непрерывна вплоть до линии вырождения 𝑂𝐴 (𝑂𝐵) и

lim
𝑦→−0

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= 𝜈1(𝑥), 0 < 𝑥 < 1

(︁
lim

𝑥→−0

𝜕𝑈

𝜕𝑥
= 𝜈2(𝑦), 0 < 𝑦 < 1

)︁
.

Лемма 2. Для любого обобщенного решения 𝑈(𝜉, 𝜂) ∈ R1 можно найти
такую последовательность {𝑈𝑛(𝜉, 𝜂)}𝑛∈N дважды непрерывно дифференци-
руемых решений уравнения (2) таких, что в любом Δ1 ∈ Δ будем иметь

lim
𝑛→∞

𝑈𝑛(𝜉, 𝜂) = 𝑈(𝜉, 𝜂)

и для любого 𝜀 > 0 ∃𝑁(𝜀), что при 𝑛 > 𝑁(𝜀):⃒⃒⃒𝜕𝑈𝑛

𝜕𝜉
− 𝜕𝑈

𝜕𝜉

⃒⃒⃒
< 𝜀(𝜂 − 𝜉)−2𝛽,

⃒⃒⃒𝜕𝑈𝑛

𝜕𝜂
− 𝜕𝑈

𝜕𝜂

⃒⃒⃒
< 𝜀(𝜂 − 𝜉)−2𝛽.

Доказательства лемм 1 и 2 проводятся аналогично доказательству леммы
[12, стр. 38] с учетом условий (4) и (5).

3. Единственность решения задачи T.
Определение 2. Регулярным решением уравнения (1) в области Ω0 будем

называть функцию 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω0) ∩ 𝐶2(Ω0), удовлетворяющую уравнению
(1) в области Ω0.

Теорема 1. Если функция 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑈) непрерывно дифференцируема по всем
аргументам в 𝑃 и удовлетворяет условиям

0 6 𝑓𝑈 (𝑥, 𝑦, 𝑈) <
1

4
𝑚(𝑚+ 2)|𝑥𝑦|−2

⃒⃒
|𝑥|−2𝑝 − |𝑦|−2𝑝

⃒⃒
, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω1 (Ω2), (6)

0 6 𝑓𝑈 (𝑥, 𝑦, 𝑈), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω0, (7)

то задача T не может иметь более одного решения.
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До к а з ат е л ь ств о. Пусть существуют два решения 𝑈1(𝑥, 𝑦) и 𝑈2(𝑥, 𝑦),
тогда их разность 𝑊 (𝑥, 𝑦) = 𝑈1(𝑥, 𝑦) − 𝑈2(𝑥, 𝑦) будет удовлетворять уравне-
нию

sign 𝑦|𝑦|𝑚𝑊𝑥𝑥 + sign𝑥|𝑥|𝑚𝑊𝑦𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑈1)− 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑈2) (8)
с граничными условиями

𝑊 (𝑥, 𝑦) = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜎0,

𝑊 |𝐷𝐴 = 0, 2−1/𝑝 6 𝑥 6 1; 𝑊 |𝐵𝐶 = 0, 2−1/𝑝 6 𝑦 6 1.

Так как функция 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑈) имеет непрерывное производное по 𝑈 , правую
часть уравнения (8) запишем в виде [13, стр. 321]:

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑈1)− 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑈2) = 𝑓𝑈𝑊, (9)

где

𝑓𝑈 =

∫︁ 1

0
𝑓𝑈 (𝑥, 𝑦, 𝑡𝑈1 + (1− 𝑡)𝑈2)𝑑𝑡.

Тогда в силу (9) уравнение (8) принимает вид

𝐿𝑊 ≡ sign 𝑦|𝑦|𝑚𝑊𝑥𝑥 + sign𝑥|𝑥|𝑚𝑊𝑦𝑦 − 𝑓𝑈𝑊 = 0. (10)

Для дальнейшего доказательства теоремы 1 приведем две леммы.
Лемма 3. Пусть 𝑊 (𝑥, 𝑦)— регулярное решение уравнения (10) в облас-

ти Ω0, обладающее следующими свойствами:
1) функции 𝑥𝑚/2𝑊𝑦(𝑥, 𝑦) и 𝑦𝑚/2𝑊𝑥(𝑥, 𝑦) ограничены в Ω0;
2) функция

𝜈1(𝑥) = lim
𝑦→+0

𝑊𝑦(𝑥, 𝑦)
(︁
𝜈2(𝑦) = lim

𝑥→+0
𝑊𝑥(𝑥, 𝑦)

)︁
непрерывна в 𝐼1 (𝐼2), а при 𝑥→ 0 (𝑦 → 0) может обращаться в беско-
нечность порядка не выше 2𝛽/(1−2𝛽), а при 𝑥→ 1 (𝑦 → 1) ограничена;

3) 𝑊 (𝑥, 𝑦) обращается в нуль на кривой 𝜎0.
Тогда имеет место формула∫︁∫︁

Ω0

(𝑦𝑚𝑊 2
𝑥 + 𝑥𝑚𝑊 2

𝑦 + 𝑓𝑈𝑊
2)𝑑𝑥𝑑𝑦 +

2∑︁
𝑖=1

∫︁ 1

0
𝑡𝑚𝜏 𝑖(𝑡)𝜈𝑖(𝑡)𝑑𝑡 = 0,

где 𝑊 (𝑥, 0) = 𝜏1(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐼1; 𝑊 (0, 𝑦) = 𝜏2(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐼2.
До к а з ат е л ь ств о. Интегрируя тождество 𝑊𝐿𝑊 ≡ 0 по области Ω0𝜀,

получаемой исключением из Ω0 𝜀-окрестностей точек 𝑂, 𝐴 и 𝐵 с помощью
нормальных кривых, имеющих параметр 𝜀 > 0 и центры соответственно
в точках 𝑂, 𝐴 и 𝐵, и применяя формулу Грина, получим∫︁∫︁

Ω0𝜀

(𝑦𝑚𝑊 2
𝑥 + 𝑥𝑚𝑊 2

𝑦 + 𝑓𝑈𝑊
2)𝑑𝑥𝑑𝑦 +

+
2∑︁

𝑖=1

∫︁ 1−𝜀1/(2𝑝)

𝜀1/(2𝑝)
𝑡𝑚𝜏 𝑖(𝑡)𝜈𝑖(𝑡)𝑑𝑡+

3∑︁
𝑗=1

∫︁
𝑐𝑗𝜀

𝑊𝐴𝑠[𝑊 ]𝑑𝑠 = 0, (11)
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где 𝑐𝑗𝜀 — части упомянутых нормальных кривых, лежащих в области Ω0;

𝐴𝑠[𝑊 ] = 𝑦𝑚
𝑑𝑦

𝑑𝑠

𝜕𝑊

𝜕𝑥
− 𝑥𝑚

𝑑𝑥

𝑑𝑠

𝜕𝑊

𝜕𝑦
,

𝑑𝑦

𝑑𝑠
= − cos(𝑛, 𝑥),

𝑑𝑥

𝑑𝑠
= cos(𝑛, 𝑦),

𝑛— внутренняя нормаль к 𝑐𝑗𝜀, 𝑗 = 1, 2, 3.
Покажем, что

lim
𝜀→0

3∑︁
𝑗=1

∫︁
𝑐𝑗𝜀

𝑊𝐴𝑠[𝑊 ]𝑑𝑠 = 0.

Пусть 𝑗 = 1 и кривая 𝑐1𝜀 представлена параметрическими уравнениями

𝑝−1𝑥𝑝 = 𝜀 cos 𝜃, 𝑝−1𝑦𝑝 = 𝜀 sin 𝜃, 0 6 𝜃 6 𝜋/2,

тогда из (11) имеем∫︁
𝑐1𝜀

𝑊𝐴𝑠[𝑊 ]𝑑𝑠 =

= 𝜀

∫︁ 𝜋/2

0
𝑊𝑊𝑥[𝑝𝜀 sin 𝜃]

2𝛽 cos 𝜃𝑑𝜃 + 𝜀

∫︁ 𝜋/2

0
𝑊𝑊𝑦[𝑝𝜀 cos 𝜃]

2𝛽 sin 𝜃𝑑𝜃.

Отсюда в силу условий 1), 2) леммы 3 и с учетом 1/8 6 𝛽 < 1/4 имеем

lim
𝜀→0

∫︁
𝑐1𝜀

𝑊𝐴𝑠[𝑊 ]𝑑𝑠 = 0.

Аналогично доказываются равенства

lim
𝜀→0

∫︁
𝑐𝑗𝜀

𝑊𝐴𝑠[𝑊 ]𝑑𝑠 = 0, 𝑗 = 2, 3.

Отсюда и из (11), переходя к пределу при 𝜀→ 0, получим∫︁∫︁
Ω0

(𝑦𝑚𝑊 2
𝑥 + 𝑥𝑚𝑊 2

𝑦 + 𝑓𝑈𝑊
2)𝑑𝑥𝑑𝑦 +

2∑︁
𝑖=1

∫︁ 1

0
𝑡𝑚𝜏 𝑖(𝑡)𝜈𝑖(𝑡)𝑑𝑡 = 0. (12)

Заметим, что выполнение условий 1), 2) леммы 3 доказывается ниже. Лем-
ма 3 доказана. �

С другой стороны, справедлива следующая лемма.
Лемма 4. Если 𝑊 (𝑥, 𝑦)— обобщенное решение класса R1 уравнения (1)

в области Ω1 (Ω2), обращающееся в нуль на 𝐷𝐴 (𝐵𝐶), а функция 𝑓𝑈 (𝑥, 𝑦, 𝑈)
удовлетворяет условию (6), то имеет место неравенство∫︁ 1

0
𝑡𝑚𝜏1(𝑡)𝜈1(𝑡)𝑑𝑡 > 0

(︂∫︁ 1

0
𝑡𝑚𝜏2(𝑡)𝜈2(𝑡)𝑑𝑡 > 0

)︂
. (13)

Лемма 4 доказывается так же, как в работе [14], при этом дополнительно
учитывается условие (6).

Отсюда в силу (7) и (13) из (12) получим, что 𝑊 (𝑥, 𝑦) ≡ 0 в Ω0, откуда и
следует единственность решения задачи T. Теорема 1 доказана. �
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4. Существование решения задачи T.
Теорема 2. Если функция 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑈) удовлетворяет условию

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑈) = (𝑥𝑦)2𝑝+1𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑈), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω0, (14)

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑈) = (|𝑥|2𝑝 − |𝑦|2𝑝)|𝑥𝑦|𝛾𝑝𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑈), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω1 ∪ Ω2, 𝛾 > 2𝛽, (15)

где функция 𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑈) имеет непрерывные производные первого порядка в 𝑃
по всем аргументам и max(|𝑓1|, |𝑓1𝑢|) 6 const, то существует по крайней
мере одно решение задачи T.

До к а з ат е л ь ств о. Сначала рассмотрим линейное уравнение

sign 𝑦|𝑦|𝑚𝑈𝑥𝑥 + sign𝑥|𝑥|𝑚𝑈𝑦𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑦). (16)

Решение задачи Коши—Гурса с граничными условиями

lim
𝑦→−0

𝑈𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝜈1(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐼1, 𝑈 |𝐷𝐴 = 0, 2−1/𝑝 6 𝑥 6 1(︀
lim

𝑥→−0
𝑈𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝜈2(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐼2, 𝑈 |𝐵𝐶 = 0, 2−1/𝑝 6 𝑦 6 1

)︀
для уравнения (16) в области Δ методом, аналогичным методу из [12, стр. 87],
представим в виде

𝑈𝑖(𝜉, 𝜂) = 𝛾3

∫︁ 1

𝜂

𝜌𝑖(𝑡)𝑑𝑡

(𝑡− 𝜂)𝛽(𝑡− 𝜉)𝛽
−

−
∫︁ 1

𝜂
𝑑𝜂′

∫︁ 𝜂′

𝜉
𝐻𝑖(𝜉

′, 𝜂′)𝑓𝑖(𝜉
′, 𝜂′)𝑉 (1− 𝜂′, 1− 𝜉′; 1− 𝜂, 1− 𝜉)𝑑𝜉′, (17)

где

𝛾3 = 2−2/𝑝Γ(𝛽)/(𝑝Γ(1− 𝛽)Γ(2𝛽)), 𝜌𝑖(𝑡) = 𝑡−1/(2𝑝)𝜈𝑖(𝑡
1/(2𝑝)), 𝑖 = 1, 2,

𝑉 (𝜉′, 𝜂′; 𝜉, 𝜂)— функция Римана—Адамара для уравнения (16) при 𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 0
в области Δ и имеет вид [12, стр. 89]:

𝑉 (𝜉′, 𝜂′; 𝜉, 𝜂) =

{︂
(𝜂′ − 𝜉′)𝛽(𝜂 − 𝜉)−𝛽𝐹 (𝛽, 1− 𝛽; 1; 𝑠), 𝜂′ > 𝜉,

𝑘((𝜂′ − 𝜉′)2𝛽(𝜉 − 𝜉′)−𝛽(𝜂 − 𝜂′)−𝛽𝐹 (𝛽, 𝛽; 2𝛽; 1/𝑠), 𝜂′ 6 𝜉,

𝑘 =
Γ(𝛽)

Γ(2𝛽)Γ(1− 𝛽)
, 𝑠 =

(𝜉 − 𝜉′)(𝜂 − 𝜂′)

(𝜂′ − 𝜉′)(𝜂 − 𝜉)
,

𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧)— гипергеометрическая функция Гаусса [12, стр. 39].
Положив в (17) 𝜂 = 𝜉 = 𝑥, имеем

𝜏𝑖(𝑥
1/(2𝑝)) = 𝛾3

∫︁ 1

𝑥

𝜌𝑖(𝑡)𝑑𝑡

(𝑡− 𝑥)2𝛽
+ 𝐿𝑖(𝑥), 0 6 𝑥 6 1, (18)

где
𝑈(𝑥, 0) = 𝜏1(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐼1; 𝑈(0, 𝑦) = 𝜏2(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐼2;
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𝐿𝑖(𝑥) = −𝑘
∫︁ 1

𝑥
𝑑𝜂

∫︁ 𝜂

𝑥
𝐻𝑖(𝜉, 𝜂)𝑓𝑖(𝜉, 𝜂)(𝜂 − 𝑥)−𝛽(𝜉 − 𝑥)−𝛽(𝜂 − 𝜉)2𝛽𝑑𝜉, 𝑖 = 1, 2.

Решение задачи Неймана с граничными условиями 𝑈(𝑥, 𝑦) = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜎0,

lim
𝑦→+0

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= 𝜈1(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐼1; lim

𝑥→+0

𝜕𝑈

𝜕𝑥
= 𝜈2(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐼2

для уравнения (16) в области Ω0 аналогично [15, стр. 64] представим в виде

𝑈(𝑥, 𝑦) = −
∫︁ 1

0
𝑡𝑚𝜈1(𝑡)𝐺2(𝑡, 0;𝑥, 𝑦)𝑑𝑡−

∫︁ 1

0
𝑡𝑚𝜈2(𝑡)𝐺2(0, 𝑡;𝑥, 𝑦)𝑑𝑡−

−
∫︁∫︁

Ω0

𝑓(𝜉, 𝜂)𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦)𝑑𝜉𝑑𝜂, (19)

где 𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦)— функция Грина задачи Неймана для уравнения (16) при
𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 0 в области Ω0 и имеет вид [16]:

𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦) = 𝑞2(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦)− (𝑟20)
−2𝛽𝑞2(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦),

где
𝑞2(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦) = 𝛾02(𝑟

2
1𝑟

2
2)

−𝛽𝐹 (𝛽, 𝛽; 2𝛽; 1− 𝑠),

𝛾02 = 42𝛽−1Γ2(𝛽)/(𝜋Γ(2𝛽)), 1− 𝑠 = 1− (𝑟23𝑟
2
4)/(𝑟

2
1𝑟

2
2),

𝑟21,2 = (𝜉𝑝 ∓ 𝑥𝑝)2 + (𝜂𝑝 ± 𝑦𝑝)2, 𝑟23,4 = (𝜉𝑝 ± 𝑥𝑝)2 + (𝜂𝑝 ± 𝑦𝑝)2,

𝑟20 = 𝑥2𝑝 + 𝑦2𝑝, 𝑥𝑝 = 𝑥𝑝/𝑟20, 𝑦𝑝 = 𝑦𝑝/𝑟20.

Полагая в формуле (19) сначала 𝑦 = 0, а затем 𝑥 = 0 и заменяя 𝑥 на
𝑥1/(2𝑝), 𝑦 на 𝑦1/(2𝑝), 𝑡 на 𝑡1/(2𝑝) (потом 𝑦 на 𝑥), находим соотношения между
𝜏𝑖(𝑥

1/(2𝑝)) и 𝜌𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, принесенные из эллиптической части Ω0 области Ω:

𝜏𝑖(𝑥
1/(2𝑝)) +

𝛾02
2𝑝

∫︁ 1

0
[|𝑡− 𝑥|−2𝛽 − (1− 𝑥𝑡)−2𝛽]𝜌𝑖(𝑡)𝑑𝑡+

+
𝛾02
2𝑝

∫︁ 1

0
[(𝑡+ 𝑥)−2𝛽 − (1 + 𝑥𝑡)−2𝛽]𝜌𝑗(𝑡)𝑑𝑡 =

=𝑀 𝑖(𝑥), 0 6 𝑥 6 1, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 𝑖 ̸= 𝑗,

где

𝑀1(𝑥) = −
∫︁∫︁

Ω0

𝑓(𝜉, 𝜂)𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥
1/(2𝑝), 0)𝑑𝜉𝑑𝜂,

𝑀2(𝑥) = −
∫︁∫︁

Ω0

𝑓(𝜉, 𝜂)𝐺2(𝜉, 𝜂; 0, 𝑥
1/(2𝑝))𝑑𝜉𝑑𝜂.

Исключая функции 𝜏𝑖(𝑥1/(2𝑝)) из этого соотношения и равенств (18) и приме-
няя оператор 𝐷1−2𝛽

𝑥1 [ · ] [17, стр. 43] к обеим частям полученного равенства,
находим

𝐴𝑖(𝜌𝑖(𝑥)) = 𝛾4𝐷
1−2𝛽
𝑥1 𝐿𝑖(𝑥) + 𝛾4𝐷

1−2𝛽
𝑥1 𝑀 𝑖(𝑥) ≡ 𝐿𝑖(𝑥) +𝑀𝑖(𝑥), 0 < 𝑥 < 1, (20)
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где

𝐴𝑖(𝜌𝑖(𝑥)) = 𝜌𝑖(𝑥)− 𝜆

∫︁ 1

0

[︁ 1− 𝑡

1− 𝑥

]︁1−2𝛽(︁ 1

𝑡− 𝑥
+

1

1− 𝑡𝑥

)︁
𝜌𝑖(𝑡)𝑑𝑡+

+ 𝜆

∫︁ 1

0

[︁ 1− 𝑡

1− 𝑥

]︁1−2𝛽(︁ 1

𝑡+ 𝑥
− 1

1 + 𝑡𝑥

)︁
𝜌𝑗(𝑡)𝑑𝑡, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 𝑖 ̸= 𝑗;

𝜆 =
cos𝛽𝜋

𝜋(1 + sin𝛽𝜋)
, 𝛾4 =

1

𝛾3Γ(1− 2𝛽)(1 + sin𝛽𝜋)
.

Меняя порядок интегрирования в 𝐿𝑖(𝑥), получим

𝐿𝑖(𝑥) = − 𝛾4
Γ(2𝛽)

∫︁ 1

𝑥
(𝜂 − 𝑥)𝛽−1𝑑𝜂

∫︁ 𝜂

𝑥
𝐻𝑖(𝜉, 𝜂)𝑓𝑖(𝜉, 𝜂)(𝜂 − 𝜉)(𝜉 − 𝑥)𝛽−1𝑑𝜉 =

= − 𝛾4
Γ(2𝛽)

(1− 𝑥)1+2𝛽

∫︁ 1

0
𝑡2𝛽𝑑𝑡

∫︁ 1

0
(1− 𝑧)𝑧𝛽−1𝐻𝑖(𝑥+ (1− 𝑥)𝑡𝑧, 𝑥+ (1− 𝑥)𝑡)×

× 𝑓𝑖(𝑥+ (1− 𝑥)𝑡𝑧, 𝑥+ (1− 𝑥)𝑡)𝑑𝑧, 𝑖 = 1, 2.

Интегрируя по частям второе слагаемое правой части интегрального урав-
нения (20) и учитывая, что 𝐺2(𝜉, 𝜂; 1, 0) = 𝐺2(𝜉, 𝜂; 0, 1) = 0, будем иметь

𝑀𝑖(𝑥) =
𝛾4

Γ(2𝛽)

∫︁ 1

𝑥
(𝑡− 𝑥)2𝛽−1𝑀

′
𝑖(𝑡)𝑑𝑡, 𝑖 = 1, 2.

Проводя вычисления аналогично [10], нетрудно убедиться, что функция
Грина 𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦) и ее производные по 𝑥 и 𝑦 допускают следующие оценки:

|𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦)| 6 𝐶/(𝑟2𝛽1 𝑟2𝛽2 𝑟2𝜀4 ), |𝐺2𝑥(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦)| 6 𝐶/(𝑟2𝛽1 𝑟4),

|𝐺2𝑦(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦)| 6 𝐶/(𝑟2𝛽2 𝑟4),

где 𝐶 — известная константа, зависящая от заданных функций; 𝜀— достаточ-
но малое положительное число.

Учитывая оценки функции Грина и принимая во внимание условие (14),
заключаем, что функции∫︁∫︁

Ω0

𝐺2𝑥(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦)𝑓(𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 и
∫︁∫︁

Ω0

𝐺2𝑦(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦)𝑓(𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂

ограничены в Ω0. Из теоремы 3.6 [17, стр. 65] следует, что 𝑀𝑖(𝑥) ∈ 𝐻0,2𝛽(0, 1),
𝑖 = 1, 2, а функции 𝐿𝑖(𝑥) в силу условий (15) принадлежат классу 𝐶1(0, 1)
и, кроме того, 𝑀𝑖(𝑥) + 𝐿𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, имеют нули порядка 2𝛽 при 𝑥 = 1.

Введя обозначения

𝜇𝑖(𝑥) = 𝜌1(𝑥)± 𝜌2(𝑥), 𝑄𝑖(𝑥) = 𝐿1(𝑥) +𝑀1(𝑥)± (𝐿2(𝑥) +𝑀2(𝑥))

и произведя замену переменных 𝜏 = 2𝑡2/(1+ 𝑡4), 𝜁 = 2𝑥2/(1+𝑥4), перепишем
систему (20) в виде

𝑚𝑖(𝜁)𝜇𝑖(𝜁)− 𝜆

∫︁ 1

0

𝑚𝑖(𝜏)𝜇𝑖(𝜏)

𝜏 − 𝜁
𝑑𝜏 = 𝑃𝑖(𝜁) +𝑅𝑖(𝜁), (21)
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где

𝑃𝑖(𝜁) = ∓𝜆𝑚𝑖(𝑥)

∫︁ 1

0

[︁1− 𝑥

1− 𝑡

]︁2𝛽 1− 𝑡2

(𝑥+ 𝑡)(1 + 𝑥𝑡)

(︁
1−

(︁1− 𝑡

1 + 𝑡

)︁2𝛽)︁
𝜇𝑖(𝑡)𝑑𝑡 ≡

≡ 𝑚𝑖(𝑥)

∫︁ 1

0
𝐾𝑖(𝑥, 𝑡)𝜇𝑖(𝑡)𝑑𝑡, 𝑅𝑖(𝜁) = 𝑚𝑖(𝑥)𝑄𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2; (22)

𝑚1(𝑥) =
1 + 𝑥4

𝑥(1− 𝑥)2𝛽
, 𝑚2(𝑥) =

1 + 𝑥4

(1 + 𝑥2)(1− 𝑥)2𝛽
.

С учетом свойства 𝑀𝑖(𝑥) + 𝐿𝑖(𝑥) из (22) имеем, что 𝑅𝑖(𝜁) ∈ 𝐻0,2𝛽(0, 1),
𝑖 = 1, 2, 𝑅1(𝜁) имеет особенность порядка 1/2 при 𝜁 → 0, а при 𝜁 → 1 функции
𝑅𝑖(𝜁) ограничены.

Таким образом, задача T для уравнения (16) эквивалентна в смысле раз-
решимости системе сингулярных интегральных уравнений (21). Так как
1 + 𝜋2𝜆2 ̸= 0, уравнение (21) является интегральным уравнением нормально-
го типа. Кроме того, индекс интегрального уравнения (21) равен нулю в клас-
се ℎ(1), т.е. в классе функций, ограниченных при 𝜁 → 1 и неограниченных
при 𝜁 → 0.

Регуляризируя уравнение (21) методом Карлемана—Векуа [18, стр. 194],
получим

𝜇𝑖(𝑥) +

∫︁ 1

0
𝐾𝑖(𝑥, 𝑡)𝜇𝑖(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑄𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, (23)

где 𝐾𝑖(𝑥, 𝑡) и 𝑄𝑖(𝑥) выражаются через известные функции и допускают оцен-
ки

|𝐾𝑖(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶1𝑥
𝛽−1/2(1− 𝑥)2𝛽

(︀
(𝑡+ 𝑥)2𝛽−1 + 𝑡𝛽−1/2−𝛿1

)︀
, (24)

|𝑄𝑖(𝑥)| 6 𝐶2𝑥
𝛽−1/2(1− 𝑥)2𝛽, 𝑖 = 1, 2, (25)

где 𝐶1 и 𝐶2 — известные константы, 0 < 𝛿1 < 𝛽/2.
Заметим, что уравнение (23) есть интегральное уравнение Фредгольма

второго рода, разрешимость которого следует из единственности решения
задачи T для уравнения (16). Решение уравнения (23) (возвращаясь к старым
обозначениям) представим в виде

𝜌1(𝑥) =
1

2

(︀
𝑅1(𝑄1(𝑥)) +𝑅2(𝑄2(𝑥))

)︀
, 𝜌2(𝑥) =

1

2

(︀
𝑅1(𝑄1(𝑥))−𝑅2(𝑄2(𝑥))

)︀
,

где

𝑅𝑖(𝑄𝑖(𝑥)) = 𝑄𝑖(𝑥) +

∫︁ 1

0
𝑄𝑖(𝑡)Γ𝑖(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡,

Γ𝑖(𝑥, 𝑡)— резольвента ядра𝐾𝑖(𝑥, 𝑡), 𝑖 = 1, 2. На основании (24) и (25) находим,
что

|𝜌𝑖(𝑥)| 6 𝐶3𝑥
−𝛽1(1− 𝑥)2𝛽, 𝑖 = 1, 2, (26)

где 𝐶3 — известная константа, 𝛽1 = max(1− 4𝛽, 1/2− 𝛽).
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Решение задачи Неймана в области Ω0 обозначим через 𝑈+(𝑥, 𝑦), а реше-
ние задачи Коши—Гурса в области Ω𝑖 через 𝑈−

𝑖 (𝑥, 𝑦), 𝑖 = 1, 2. Тогда функция

𝑈(𝑥, 𝑦) =

{︃
𝑈+(𝑥, 𝑦), при (𝑥, 𝑦) ∈ Ω0,

𝑈−
𝑖 (𝑥, 𝑦), при (𝑥, 𝑦) ∈ Ω𝑖, 𝑖 = 1, 2

является решением задачи T для уравнения (16).
Если считать нелинейную часть уравнения (1) известной, то задача T для

этого уравнения вышеизложенным методом сводится к следующей системе:

𝑈+(𝑥, 𝑦) ≡ −
∫︁ 1

0
𝑡𝑚𝜈1(𝑡)𝐺2(𝑡, 0;𝑥, 𝑦)𝑑𝑡−

∫︁ 1

0
𝑡𝑚𝜈2(𝑡)𝐺2(0, 𝑡;𝑥, 𝑦)𝑑𝑡−

−
∫︁∫︁

Ω0

𝑓(𝜉, 𝜂, 𝑈)𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦)𝑑𝜉𝑑𝜂, (27)

𝑈−(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑈𝑖(𝜉(𝑥, 𝑦), 𝜂(𝑥, 𝑦)) = 𝛾3

∫︁ 1

𝜂

𝑡−1/(2𝑝)𝜈𝑖(𝑡
1/(2𝑝))

(𝑡− 𝜂)𝛽(𝑡− 𝜉)𝛽
𝑑𝑡−

−
∫︁ 1

𝜂
𝑑𝜂′

∫︁ 𝜂′

𝜉
𝐻𝑖(𝜉

′, 𝜂′)𝑓𝑖(𝜉
′, 𝜂′, 𝑈𝑖)×

× 𝑉 (1− 𝜂′, 1− 𝜉′; 1− 𝜂, 1− 𝜉)𝑑𝜉′, 𝑖 = 1, 2. (28)

Обозначим через 𝐹0(𝑈) и 𝐹𝑖(𝑈), 𝑖 = 1, 2, интегральные операторы, равные
правым частям уравнений (27) и (28) соответственно. Докажем, что 𝐹 (𝑈)
отображает множество 𝑆 = {𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω), |𝑈 | 6 𝐶*} в себя, где

𝐹 (𝑈) =

{︃
𝐹0(𝑈), при (𝑥, 𝑦) ∈ Ω0,

𝐹𝑖(𝑈), при (𝑥, 𝑦) ∈ Ω𝑖, 𝑖 = 1, 2,

𝑈(𝑥, 𝑦) =

{︃
𝑈+(𝑥, 𝑦), при (𝑥, 𝑦) ∈ Ω0,

𝑈−
𝑖 (𝑥, 𝑦), при (𝑥, 𝑦) ∈ Ω𝑖, 𝑖 = 1, 2,

𝐶* — известная константа, зависящая от max(|𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑈)|,𝑚, 𝛾02).
Действительно, принимая во внимание |𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑈)| 6𝑀 , находим, что для

любых 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω) интегральный оператор |𝐹 (𝑈)| 6 𝐶*.
Это верно и для 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆. Отсюда вытекает, что множество всех функ-

ций 𝑈 = 𝐹 (𝑈), 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 равномерно ограничено.
Докажем, что множество функций 𝐹𝑖(𝑈) 𝑖 = 0, 1, 2, равностепенно непре-

рывно. Из (27) находим

|𝐹0(𝑈(𝑥1, 𝑦1))− 𝐹0(𝑈(𝑥2, 𝑦2))| 6 𝐽1 + 𝐽2 + 𝐽3,

𝐽1 =

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0
𝑡𝑚𝜈1(𝑡)(𝐺2(𝑡, 0;𝑥1, 𝑦1)−𝐺2(𝑡, 0;𝑥2, 𝑦2))𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
, (29)
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𝐽2 =

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0
𝑡𝑚𝜈2(𝑡)(𝐺2(0, 𝑡;𝑥1, 𝑦1)−𝐺2(0, 𝑡;𝑥2, 𝑦2))𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
, (30)

𝐽3 =

⃒⃒⃒⃒∫︁∫︁
Ω0

𝑓(𝜉, 𝜂, 𝑈)(𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥1, 𝑦1)−𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥2, 𝑦2))𝑑𝜉𝑑𝜂

⃒⃒⃒⃒
. (31)

Из (29) имеем

𝐽1 6

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0
𝑡𝑚𝜈1(𝑡)(𝑞2(𝑡, 0;𝑥1, 𝑦1)− 𝑞2(𝑡, 0;𝑥2, 𝑦2))𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
+

+

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0
𝑡𝑚𝜈1(𝑡)((𝑟

2
01)

−2𝛽𝑞2(𝑡, 0;𝑥1, 𝑦1)− (𝑟202)
−2𝛽𝑞2(𝑡, 0;𝑥2, 𝑦2))𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
≡ 𝐽11 + 𝐽12,

где 𝑟20𝑖 = 𝑥2𝑝𝑖 + 𝑦2𝑝𝑖 , 𝑖 = 1, 2.
Рассмотрим первое слагаемое 𝐽1. Пусть

𝑟21𝑖 = (𝑡𝑝 ∓ 𝑥𝑝1)
2 + 𝑦2𝑝1 , 𝑟22𝑖 = (𝑡2 ∓ 𝑥𝑝2)

2 + 𝑦2𝑝2 ,

где при 𝑖 = 1 берется верхний знак, а при 𝑖 = 2— нижний. Тогда, учитывая
(26), имеем

𝐽11 =

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

(︁ 𝑡𝑚𝜈1(𝑡)

(𝑟211𝑟
2
12)

𝛽
− 𝑡𝑚𝜈1(𝑡)

(𝑟221𝑟
2
22)

𝛽

)︁
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
6

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

𝑡𝑚𝜈1(𝑡)

𝑟2𝛽12

(︁ 1

𝑟2𝛽11
− 1

𝑟2𝛽21

)︁
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
+

+

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

𝑡𝑚𝜈1(𝑡)

𝑟2𝛽21

(︁ 1

𝑟2𝛽12
− 1

𝑟2𝛽22

)︁
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
6

6 𝐶4𝜌
𝛽

∫︁ 1

0

𝑡𝑝−1(𝑡𝑝𝛽 + 𝑥𝑝𝛽1 + 𝑥𝑝𝛽2 + 𝑦𝑝𝛽1 + 𝑦𝑝𝛽2 )

(𝑟211𝑟
2
12𝑟

2
21)

𝛽
𝑑𝑡+

+ 𝐶5𝜌
𝛽

∫︁ 1

0

𝑡𝑝−1(𝑡𝑝𝛽 + 𝑥𝑝𝛽1 + 𝑥𝑝𝛽2 + 𝑦𝑝𝛽1 + 𝑦𝑝𝛽2 )

(𝑟212𝑟
2
21𝑟

2
22)

𝛽
𝑑𝑡 6 𝐶6𝜌

𝛽, (32)

где 𝜌2 = (𝑥𝑝1 − 𝑥𝑝2)
2 + (𝑦𝑝1 − 𝑦𝑝2)

2, 𝐶6 — известная константа.
Аналогичным образом с учетом (26) находим

|𝐽12| < 𝐶7𝜌
𝛽, (33)

где 𝐶7 — известная константа. В силу (32) и (33) имеем

𝐽1 < (𝐶6 + 𝐶7)𝜌
𝛽. (34)

Точно так же из (30) получим

𝐽2 < 𝐶8𝜌
𝛽, (35)

где 𝐶8 — известная константа. Принимая во внимание (34) и (35), имеем, что
для любого 𝜀 > 0 найдется 𝛿(𝜀) = [𝜀/(2(𝐶6 + 𝐶7 + 𝐶8))]

1/𝛽 такое, что при
𝜌 < 𝛿(𝜀) имеет место

𝐽1 + 𝐽2 < 𝜀/2. (36)
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Учитывая оценки функции Грина 𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦) и ее производных по 𝑥 и 𝑦,
заключаем, что функция∫︁∫︁

Ω0

𝑓(𝜉, 𝜂, 𝑈)𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦)𝑑𝜉𝑑𝜂

имеет ограниченные производные по 𝑥 и 𝑦. Отсюда следует, что она удовле-
творяет условию Липшица, т.е. из (31) находим⃒⃒⃒⃒∫︁∫︁

Ω0

𝑓(𝜉, 𝜂, 𝑈)(𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥1, 𝑦1)−𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥2, 𝑦2))𝑑𝜉𝑑𝜂

⃒⃒⃒⃒
6

6 𝐶9(|𝑥1 − 𝑥2|+ |𝑦1 − 𝑦2|) = 𝐶9𝜌1,

где 𝐶9 — известная константа.
В этом случае, если 𝜌1 < 𝛿1(𝜀) = 𝜀/(2𝐶9), то

𝐽3 < 𝜀/2. (37)

Таким образом, в силу (36) и (37) находим, что

|𝐹0(𝑈(𝑥1, 𝑦1))− 𝐹0(𝑈(𝑥2, 𝑦2))| < 𝜀

при 𝜌* < 𝛿*(𝜀), где 𝜌* = max(𝜌, 𝜌1), 𝛿*(𝜀) = min(𝛿(𝜀), 𝛿1(𝜀)). Используя рас-
суждения, как и выше, получим

|𝐹𝑖(𝑈(𝑥1, 𝑦1))− 𝐹𝑖(𝑈(𝑥2, 𝑦2))| < 𝜀, 𝑖 = 1, 2.

Отсюда и вытекает равностепенная непрерывность рассматриваемого мно-
жества 𝐹 (𝑈), 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆. Согласно теореме Арцела [19, стр. 198], операторы
𝐹𝑖(𝑈), 𝑖 = 0, 1, 2, отображают 𝑆 в себя. Следовательно, согласно принципу
Шаудера [19, стр. 401], система интегральных уравнений (27), (28) имеет на
𝑆 по крайней мере одно решение. Тем самым доказано существование реше-
ния задачи T.

Далее изучим поведение функций 𝑥𝑚/2𝑈𝑦(𝑥, 𝑦) и 𝑦𝑚/2𝑈𝑥(𝑥, 𝑦) в Ω0. Диф-
ференцируя (19) по 𝑦, имеем

𝑥𝑚/2𝑈+
𝑦 (𝑥, 𝑦) = 𝐴1 +𝐴2 +𝐴3, (38)

где

𝐴1 = −𝑥𝑚/2

∫︁ 1

0
𝐺2𝑦(𝑡, 0;𝑥, 𝑦)𝑡

𝑚𝜈1(𝑡)𝑑𝑡,

𝐴2 = −𝑥𝑚/2

∫︁ 1

0
𝐺2𝑦(0, 𝑡;𝑥, 𝑦)𝑡

𝑚𝜈2(𝑡)𝑑𝑡,

𝐴3 = −𝑥𝑚/2

∫︁∫︁
Ω0

𝐺2𝑦(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦)𝑓(𝜉, 𝜂, 𝑈)𝑑𝜉𝑑𝜂.

Рассмотрим выражение 𝐴1:

𝐴1 = 𝑈1(𝑥, 𝑦) + 𝑈2(𝑥, 𝑦) + 𝑈3(𝑥, 𝑦) + 𝑈4(𝑥, 𝑦),
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где

𝑈1(𝑥, 𝑦) = 𝑎(𝑥)

∫︁ 1

0

𝑡𝑚𝜈1(𝑡)𝑑𝑡

𝑟2𝛽+2
1 𝑟2𝛽2

, 𝑈2(𝑥, 𝑦) = −𝑎(𝑥)
∫︁ 1

0

𝑡𝑚𝜈1(𝑡)𝑑𝑡

𝑟2𝛽1 𝑟2𝛽+2
2

,

𝑈3(𝑥, 𝑦) = −𝑎(𝑥)
∫︁ 1

0

𝑡𝑚+2𝑝𝜈1(𝑡)𝑑𝑡

𝑟2𝛽+2
33 𝑟2𝛽44

, 𝑈4(𝑥, 𝑦) = 𝑎(𝑥)

∫︁ 1

0

𝑡𝑚+2𝑝𝜈1(𝑡)𝑑𝑡

𝑟2𝛽33 𝑟
2𝛽+2
44

,

𝑎(𝑥) = 2𝛽𝛾0𝑝𝑦
2𝑝−1𝑥𝑚/2, 𝑟21,2 = (𝑡𝑝 ∓ 𝑥𝑝) + 𝑦2𝑝, 𝑟233,44 = (1± 𝑡𝑝𝑥𝑝)𝑝 + 𝑡2𝑝𝑦2𝑝.

Справедливы следующие очевидные неравенства:

𝑟20 6 𝑟
2
2, 𝑥𝑝 6 𝑟0, 𝑡𝑝𝑦𝑝 6 𝑟33, 𝑡𝑝𝑦𝑝 6 𝑟44. (39)

Учитывая (26), находим

|𝑈1(𝑥, 𝑦)| 6 const · 𝑦2𝑝−1𝑥𝑚/2

∫︁ 1

0

𝑡𝑝−1𝑑𝑡

𝑟2𝛽+2
1 𝑟2𝛽2

6

6 const · 𝑦2𝑝−1𝑥
𝑚/2

𝑟2𝛽0

∫︁ 1

0

𝑑𝑡𝑝

((𝑡𝑝 − 𝑥𝑝)2 + 𝑦2𝑝)𝛽+1
.

Отсюда, заменяя 𝑡𝑝 = 𝑥𝑝 + 𝑦𝑝𝑧, с учетом (39) находим

|𝑈1(𝑥, 𝑦)| 6 const · 𝑥
𝑚/2𝑦3𝑝−1

𝑟2𝛽0 (𝑦2𝑝)𝛽+1

∫︁ (1−𝑥𝑝)/𝑦𝑝

−𝑥𝑝/𝑦𝑝

𝑑𝑧

(1 + 𝑧2)𝛽+1
6

6 const ·
∫︁ +∞

−∞

𝑑𝑧

(1 + 𝑧2)𝛽+1
6 const. (40)

Аналогично, используя (39), для 𝑈𝑗(𝑥, 𝑦) получим

|𝑈𝑗(𝑥, 𝑦)| 6 const, 𝑗 = 2, 3, 4. (41)

Точно так же непосредственными вычислениями для 𝐴𝑗 получаем следую-
щую оценку:

|𝐴𝑗 | 6 const, 𝑗 = 2, 3. (42)

Таким образом, принимая во внимание оценки функции Грина и ее произ-
водных, (40), (41), (42), из (38) находим, что

|𝑥𝑚/2𝑈𝑦(𝑥, 𝑦)| 6 const.

Дифференцируя (27) по 𝑥, аналогично, как и выше, имеем

|𝑦𝑚/2𝑈𝑥(𝑥, 𝑦)| 6 const.

Отсюда следует выполнение условия 1) леммы 3.
Теперь изучим поведение функции 𝑈𝑖𝜉(𝜉, 𝜂) на Δ, 𝑖 = 1, 2. Пусть

𝑈𝑖𝜉(𝜉, 𝜂) = 𝐴4 +𝐴5,
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где

𝐴4 = 𝛾3

(︂∫︁ 1

𝜂

𝑡−1/(2𝑝)𝜈𝑖(𝑡
1/(2𝑝))

(𝑡− 𝜂)𝛽(𝑡− 𝜉)𝛽
𝑑𝑡

)︂
𝜉

,

𝐴5 = 4−2/𝑝𝑝−2

∫︁ 1

𝜂

(𝜂′ − 𝜉)𝛾−3𝛽

(𝜂 − 𝜉)𝛽
𝑓1𝑖(𝜉, 𝜂

′, 𝑈𝑖)𝑑𝜂
′ −

− 4−2/𝑝𝑝−2

∫︁ 1

𝜂
𝑑𝜂′

∫︁ 𝜂′

𝜉
(𝜂′ − 𝜉′)𝛾−4𝛽𝑓1𝑖(𝜉

′, 𝜂′, 𝑈𝑖)𝑉𝜉(1− 𝜂′, 1− 𝜉′; 1− 𝜂, 1− 𝜉)𝑑𝜉′.

Так как 𝑡−1/(2𝑝)𝜈𝑖(𝑡
1/(2𝑝)) ∈ 𝐻0,2𝛽(0, 1], 𝑖 = 1, 2, используя формулы [15,

стр. 33], имеем∫︁ 1

𝜂

𝑡−1/(2𝑝)𝜈𝑖(𝑡
1/(2𝑝))

(𝑡− 𝜂)𝛽(𝑡− 𝜉)𝛽
𝑑𝑡 = 𝜈𝑖(1)

∫︁ 1

𝜂

𝑑𝑡

(𝑡− 𝜂)𝛽(𝑡− 𝜉)𝛽
+

+

∫︁ 1

𝜂
(𝑡− 𝜂)−𝛽(𝑡− 𝜉)−𝛽

[︂∫︁ 1

𝑡
(𝑠− 𝑡)𝛽−1+𝜀𝜓(𝑠)𝑑𝑠

]︂
𝑑𝑡.

Меняя порядок интегрирования и используя интегральное представление
гипергеометрической функции, с учетом 𝜈𝑖(1) = 0, 𝑖 = 1, 2, получаем∫︁ 1

𝜂

𝑡−1/(2𝑝)𝜈𝑖(𝑡
1/(2𝑝))

(𝑡− 𝜂)𝛽(𝑡− 𝜉)𝛽
𝑑𝑡 =

Γ(𝛽 + 𝜀)Γ(1− 𝛽)

Γ(1 + 𝜀)
×

×
∫︁ 1

𝜂
(𝑠− 𝜂)𝜀(𝑠− 𝜉)−𝛽𝐹

(︁
𝛽, 𝛽 + 𝜀; 1 + 𝜀;

𝑠− 𝜂

𝑠− 𝜉

)︁
𝜓(𝑠)𝑑𝑠.

Отсюда следует, что 𝐴4 существует и допускает оценку

|𝐴4| 6 const · (𝜂 − 𝜉)−2𝛽. (43)

В силу оценки производной функции Римана—Адамара по 𝜉 [12, стр. 121]:

|𝑉𝜉(1− 𝜂′, 1− 𝜉′; 1− 𝜂, 1− 𝜉)| 6
6 |(𝜂′ − 𝜉′)/((𝜂 − 𝜉)2𝛽(𝜂 − 𝜉′)1−𝛽|𝜂′ − 𝜉|1−𝛽)|

и с учетом условия (15) непосредственными вычислениями получим

|𝐴5| 6 const · (𝜂 − 𝜉)−𝛽. (44)

В силу (43) и (44) получим

|𝑈𝑖𝜉(𝜉, 𝜂)| 6 const · (𝜂 − 𝜉)−2𝛽, 𝑖 = 1, 2.

Дифференцируя (28) по 𝜂, аналогично, как и выше, находим

|𝑈𝑖𝜂(𝜉, 𝜂)| 6 const · (𝜂 − 𝜉)−2𝛽, 𝑖 = 1, 2.

Что и требовалось доказать. �
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Замечание. Метод, используемый при решении данной краевой задачи T,
без принципиальных затруднений применяется для неоднородных граничных
условий и когда эллиптическая область Ω0 ограничена достаточно гладкой
кривой 𝜎.

5. Заключение. Заметим, что при исследовании классической разреши-
мости краевых задач для квазилинейных уравнений смешанного типа с одной
линией вырождения многими авторами применяется в основном метод после-
довательных приближений. В результате налагается сильное ограничение на
размер площади рассматриваемой области или на значение заданных функ-
ций. Применение в данной работе принципа Шаудера ослабляет эти ограниче-
ния, что позволяет установить глобальную разрешимость краевой задачи T.
Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.
Авторский вклад и ответственность. Автор несет полную ответственность за
предоставление окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи мною одобрена.
Финансирование. Исследование выполнялось без финансирования.
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Abstract
The paper proves the unique solvability of an analog of the Tricomi prob-

lem for a quasilinear equation of mixed type with two lines of degeneracy.
The class R1 of generalized solutions in the hyperbolic part of the domain
is introduced. The uniqueness of the solution is proved by the method of en-
ergy integrals. The existence of a solution is proved by the method of integral
equations. The boundary value problem is reduced to an equivalent system
of integral equations, the solvability of which is proved using the Schauder
principle. As a result, the application of the Schauder principle resulted in
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