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Аннотация

Исследуется класс нелинейных интегральных уравнений со стохасти-
ческим и симметричным ядром на всей прямой. При определенных част-
ных представлениях ядра и нелинейности уравнения вышеуказанного
характера возникают во многих разделах математического естествозна-
ния. В частности, такие уравнения встречаются в теории 𝑝-адических
струн, в кинетической теории газов, в математической биологии и в тео-
рии переноса излучения. Доказываются конструктивные теоремы су-
ществования неотрицательных нетривиальных и ограниченных реше-
ний при различных ограничениях на функцию, описывающую нелиней-
ность уравнений. При дополнительных ограничениях на ядро и на нели-
нейность доказывается также теорема единственности в определенном
классе ограниченных и неотрицательных функций, имеющих конечный
предел в ±∞. В конце приводятся конкретные прикладные примеры
ядра и нелинейности, удовлетворяющие всем ограничениям доказанных
утверждений.

Ключевые слова: монотонность, последовательные приближения, схо-
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1. Введение
1.1. Постановка задачи и основная цель работы

Рассмотрим следующий класс нелинейных интегральных уравнений на
всей прямой:

𝐵(𝑥) = 𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)𝐺(𝑡, 𝐵(𝑡))𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R := (−∞,+∞) (1)

относительно искомой измеримой неотрицательной и ограниченной функции
𝐵(𝑥). В уравнении (1) ядро 𝐾(𝑥, 𝑡) удовлетворяет следующим ограничениям:

1) (условие симметрии и стохастичности)

𝐾(𝑥, 𝑡) = 𝐾(𝑡, 𝑥) > 0, (𝑥, 𝑡) ∈ R2 := R× R,∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = 1, 𝑥 ∈ R;

2) (условие миноранты)
существуют измеримые на R2 функции {𝐾𝑗(𝑥, 𝑡)}𝑗=1,2 со свойствами

𝐾𝑗(𝑥, 𝑡) > 0, 𝐾𝑗(𝑥, 𝑡) ̸≡ 0, (𝑥, 𝑡) ∈ R2, 𝑗 = 1, 2, (2)∫︁ 𝑥

−∞
𝐾1(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 6

1

2
, 𝑥 ∈ R,

∫︁ ∞

𝑡
𝐾1(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 6

1

2
, 𝑡 ∈ R, (3)∫︁ ∞

𝑥
𝐾2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 6

1

2
, 𝑥 ∈ R,

∫︁ 𝑡

−∞
𝐾2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 6

1

2
, 𝑡 ∈ R; (4)

существуют числа 𝑟𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 2, при которых

𝜀1 := inf
𝑥∈R−

∫︁ ∞

𝑟1

𝐾1(𝑥+ 𝑦, 𝑥)𝑑𝑦 > 0, (5)

𝜀2 := inf
𝑥∈R+

∫︁ ∞

𝑟2

𝐾2(𝑥−𝑦, 𝑥)𝑑𝑦 > 0, R+ := [0,+∞), R− := R∖R+, (6)

𝑚−(𝛾1) :=

∫︁ 0

−∞
(−𝑥)𝛾1(𝑥)𝑑𝑥 < +∞, 𝑚+(𝛾2) :=

∫︁ ∞

0
𝑥𝛾2(𝑥)𝑑𝑥 < +∞,

(7)
где

𝛾1(𝑥) :=
1

2
−
∫︁ 𝑥

−∞
𝐾1(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡, 𝛾2(𝑥) :=

1

2
−
∫︁ ∞

𝑥
𝐾2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R, (8)

такие, что ядро 𝐾(𝑥, 𝑡) удовлетворяет следующей оценке снизу:

𝐾(𝑥, 𝑡) >

{︂
𝐾1(𝑥, 𝑡), если 𝑥 > 𝑡,
𝐾2(𝑥, 𝑡), если 𝑥 < 𝑡,

(𝑥, 𝑡) ∈ R2. (9)
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Относительно функции 𝜆(𝑥) предположим выполнение следующих усло-
вий:

a) 𝜆 ∈ 𝐶(R), 0 6 𝜆(𝑥) 6 1, 𝜆(𝑥) ̸≡ 1, 𝑥 ∈ R,
b) 𝑥(1− 𝜆(𝑥)) ∈ 𝐿1(R).
Нелинейность 𝐺(𝑡, 𝑢) определена на множестве R× R+, принимает веще-

ственные значения, удовлетворяет условию «критичности»

𝐺(𝑡, 0) ≡ 0, 𝑡 ∈ R

и некоторым другим условиям (см. ниже).
Основной целью настоящей работы является построение неотрицатель-

ных нетривиальных и ограниченных решений при различных ограничениях
на 𝐺(𝑡, 𝑢), а также изучение вопроса единственности построенного решения
в том или ином классе ограниченных функций.

1.2. История вопроса
Отметим, что при определенных частных представлениях ядра 𝐾, функ-

ции 𝜆 и нелинейности 𝐺 уравнение (1) имеет приложения во многих разде-
лах математической физики и математической биологии. В частности, урав-
нения такого характера (когда ядро 𝐾 зависит от разности своих аргумен-
тов либо мажорируется таким ядром) встречаются в динамической теории 𝑝-
адических открыто-замкнутых струн для скалярного поля тахионов, в кине-
тической теории газов (в исследованиях кинетического уравнения Больцмана
в рамках модифицированной модели Бхатнагара—Гросса—Крука), в теории
переноса излучения в неоднородных средах и в математической теории про-
странственно-временного распространения пандемии в рамках модели Дик-
мана—Капера (см. [1–12] и ссылки в них).

Следует отметить, что для ядерных функций 𝐾, зависящих от разности
своих аргументов уравнение (1) исследовано в работах [2, 9–21] при различ-
ных ограничениях на𝐺(𝑡, 𝑢).Например, в том частном случае, когда 𝜆(𝑥) ≡ 1,

𝐾(𝑥, 𝑡) = 𝐾(𝑥 − 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ R2, 𝐾(𝑥) = 1√
𝜋
𝑒−𝑥

2 , а 𝐺(𝑡, 𝑢) = 𝑝
√
𝑢, 𝑢 ∈ R

(𝑝 > 2— нечетное число), уравнение (1) достаточно подробно изучено в рабо-
тах [2, 11–13].

Для общих четных и консервативных ядер вида 𝐾(𝑥, 𝑡) = 𝐾(𝑥 − 𝑡) при
различных ограничениях на 𝐺 и 𝜆 в работах [14–19] обсуждены вопросы су-
ществования и единственности нетривиальных неотрицательных (в некото-
рых случаях и знакопеременных) и ограниченных (или линейно растущих)
решений уравнения (1). В несимметричном случае, когда 𝐾(𝑥, 𝑡) = 𝐾(𝑥− 𝑡),

(𝑥, 𝑡) ∈ R2, 𝜆(𝑥) ≡ 1, 𝑥 ∈ R,
∫︁ ∞

−∞
𝑥𝐾(𝑥)𝑑𝑥 > 0 и 𝐾(𝑥) экспоненциально воз-

растает на отрицательной части числовой оси, а 𝐺(𝑡, 𝑢) ≡ 𝐺0(𝑢), 𝐺0(𝑢) ↑ по
𝑢 на R+, 𝐺′

0(0)𝑢 − 𝑐𝑢1+𝜀 6 𝐺0(𝑢) 6 𝐺′
0(0)𝑢, 𝑢 ∈ R+, 𝑐, 𝜀 > 0, 1 < 𝐺′

0(0) <
< +∞, 𝐺0(𝜂) = 𝜂, 𝜂 > 0, в работах [9, 10, 20] доказаны теоремы существова-
ния и единственности положительных монотонных и ограниченных решений.
В несимметричном случае исследованы также соответствующие квазилиней-
ные варианты уравнения (1) и построены однопараметрические семейства
неотрицательных (в некоторых случаях монотонных) и ограниченных реше-
ний (см. [21]). В работе [21] проведены также исследования по асимптоти-
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ческому поведению построенных решений на ±∞ и разработаны численные
методы нахождения приближенных решений.

1.3. Сводка основных результатов
В настоящей работе при условиях 1), 2), a), b) и при различных ограни-

чениях на функцию 𝐺(𝑡, 𝑢) будут доказаны конструктивные теоремы суще-
ствования нетривиальных неотрицательных и ограниченных решений. Будут
исследованы асимптотическое поведение построенных решений на ±∞ и во-
прос единственности решения в определенном классе ограниченных и неотри-
цательных функций. Полученные результаты будут применены на конкрет-
ных задачах прикладного характера из теории 𝑝-адических открыто-замкну-
тых струн, а также на задачах из математической теории пространственно-
временного распространения пандемии в рамках модифицированной модели
Дикмана—Капера. Следует отметить, что доказанные результаты настоящей
работы обобщают и дополняют соответствующие утверждения работ [14–16].

2. Обозначения и вспомогательные факты
2.1. О суммируемых и ограниченных решениях

вспомогательных линейных неоднородных интегральных
уравнений типа Вольтерра

Рассмотрим следующее вспомогательное линейное интегральное уравне-
ние типа Вольтерра с переменным верхним пределом:

𝜙(𝑥) = 𝛾1(𝑥) + 𝜆(𝑥)

∫︁ 𝑥

−∞
�̃�1(𝑥, 𝑡)𝜙(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R (10)

относительно искомой измеримой функции 𝜙(𝑥), где

𝛾1(𝑥) := 1− 𝜆(𝑥) + 2𝜆(𝑥)𝛾1(𝑥), 𝑥 ∈ R, (11)

�̃�1(𝑥, 𝑡) := 2𝐾1(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ R2. (12)

Ниже убедимся в достоверности следующего утверждения.
Лемма 1. При условиях (2), (3), (5), a), b), если 𝑚−(𝛾1) < +∞, то уравне-

ние (10) имеет неотрицательное ограниченное решение 𝜙(𝑥), причем 𝜙(𝑥) 6 1,
𝑥 ∈ R и 𝜙 ∈ 𝐿1(−∞, 0).

До к а з ат е л ь ств о. Рассмотрим следующие последовательные прибли-
жения для уравнения (10):

𝜙𝑛+1(𝑥) = 𝛾1(𝑥) + 𝜆(𝑥)

∫︁ 𝑥

−∞
�̃�1(𝑥, 𝑡)𝜙𝑛(𝑡)𝑑𝑡,

𝜙0(𝑥) = 𝛾1(𝑥), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R.
(13)

Исходя из условий (2), (3) и a) индукцией по 𝑛 легко можно убедиться, что

𝜙𝑛(𝑥) ↑ по 𝑛, 𝜙𝑛(𝑥) измеримы на R, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (14)

Учитывая (2), (3), (11) и (12), несложно также проверить, что

𝜙𝑛(𝑥) 6 1, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R. (15)

449



Хач а т р я н Х. А., П е т р о с я н А. С.

Докажем, что
𝜙𝑛 ∈ 𝐿1(−∞, 0), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (16)

Действительно, в случае 𝑛 = 0 данное включение сразу следует из условий
a), b) и 𝑚−(𝛾1) < +∞, ибо

0 6
∫︁ 0

−∞
𝛾1(𝑥)𝑑𝑥 6 1 +

∫︁ −1

−∞
(−𝑥)𝛾1(𝑥)𝑑𝑥 6

∫︁ −1

−∞
(−𝑥)(1− 𝜆(𝑥))𝑑𝑥+

+ 2

∫︁ −1

−∞
(−𝑥)𝛾1(𝑥)𝑑𝑥+ 1 6 𝑚−(1− 𝜆) + 2𝑚−(𝛾1) + 1 < +∞.

Предположим, что 𝜙𝑛 ∈ 𝐿1(−∞, 0) для некоторого натурального 𝑛. Докажем,
что тогда ∫︁ 𝑥

−∞
�̃�1(𝑥, 𝑡)𝜙𝑛(𝑡)𝑑𝑡 ∈ 𝐿1(−∞, 0). (17)

Пусть 𝑙 < 0 — произвольное число. Учитывая (2), (3) и индукционное пред-
положение, в силу теоремы Фубини (см. [22]) будем иметь

0 6
∫︁ 0

𝑙

∫︁ 𝑥

−∞
�̃�1(𝑥, 𝑡)𝜙𝑛(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥 =

∫︁ 0

𝑙

∫︁ 𝑙

−∞
�̃�1(𝑥, 𝑡)𝜙𝑛(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥+

+

∫︁ 0

𝑙

∫︁ 𝑥

𝑙
�̃�1(𝑥, 𝑡)𝜙𝑛(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑙

−∞
𝜙𝑛(𝑡)

∫︁ 0

𝑙
�̃�1(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

∫︁ 0

𝑙
𝜙𝑛(𝑡)

∫︁ 0

𝑡
�̃�1(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡 6

∫︁ 𝑙

−∞
𝜙𝑛(𝑡)

∫︁ 0

𝑡
�̃�1(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

∫︁ 0

𝑙
𝜙𝑛(𝑡)

∫︁ 0

𝑡
�̃�1(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡 6

∫︁ 0

−∞
𝜙𝑛(𝑡)

∫︁ ∞

𝑡
�̃�1(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡 6

6
∫︁ 0

−∞
𝜙𝑛(𝑡)𝑑𝑡 < +∞.

Устремляя число 𝑙 → −∞, приходим к включению (17). Из (11), b), нера-
венства 𝑚−(𝛾1) < +∞, (13) и (17) следует, что 𝜙𝑛+1 ∈ 𝐿1(−∞, 0).

Пусть теперь 𝑎 6 0— произвольное число. Тогда, интегрируя обе части
(13) в пределах от −∞ до 𝑎 и при этом учитывая a), b), (2), (3), (11), (12),
(14), согласно теореме Фубини получим∫︁ 𝑎

−∞
𝜙𝑛+1(𝑥)𝑑𝑥 6

∫︁ 𝑎

−∞
𝛾1(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ 𝑎

−∞

∫︁ 𝑥

−∞
�̃�1(𝑥, 𝑡)𝜙𝑛+1(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥 =

=

∫︁ 𝑎

−∞
𝛾1(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ 𝑎

−∞

∫︁ 0

−∞
�̃�1(𝑥, 𝑥+ 𝑦)𝜙𝑛+1(𝑥+ 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 =

=

∫︁ 𝑎

−∞
𝛾1(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ 0

−∞

∫︁ 𝑎

−∞
�̃�1(𝑥, 𝑥+ 𝑦)𝜙𝑛+1(𝑥+ 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=

∫︁ 𝑎

−∞
𝛾1(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ −𝑟1

−∞

∫︁ 𝑎

−∞
�̃�1(𝑥, 𝑥+ 𝑦)𝜙𝑛+1(𝑥+ 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 +
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+

∫︁ 0

−𝑟1

∫︁ 𝑎

−∞
�̃�1(𝑥, 𝑥+ 𝑦)𝜙𝑛+1(𝑥+ 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=

∫︁ 𝑎

−∞
𝛾1(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ −𝑟1

−∞

∫︁ 𝑎+𝑦

−∞
�̃�1(𝑡− 𝑦, 𝑡)𝜙𝑛+1(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑦 +

+

∫︁ 0

−𝑟1

∫︁ 𝑎+𝑦

−∞
�̃�1(𝑡− 𝑦, 𝑡)𝜙𝑛+1(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑦 6

6
∫︁ 𝑎

−∞
𝛾1(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ −𝑟1

−∞

∫︁ 𝑎−𝑟1

−∞
�̃�1(𝑡− 𝑦, 𝑡)𝜙𝑛+1(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑦 +

+

∫︁ 0

−𝑟1

∫︁ 𝑎

−∞
�̃�1(𝑡− 𝑦, 𝑡)𝜙𝑛+1(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑦 =

=

∫︁ 𝑎

−∞
𝛾1(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ 𝑎−𝑟1

−∞

∫︁ 𝑎−𝑟1

−∞
�̃�1(𝑡− 𝑦, 𝑡)𝜙𝑛+1(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑦 +

+

∫︁ −𝑟1

𝑎−𝑟1

∫︁ 𝑎−𝑟1

−∞
�̃�1(𝑡− 𝑦, 𝑡)𝜙𝑛+1(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑦 +

+

∫︁ 𝑎

−∞
𝜙𝑛+1(𝑡)

∫︁ 0

−𝑟1
�̃�1(𝑡− 𝑦, 𝑡)𝑑𝑦𝑑𝑡 =

=

∫︁ 𝑎

−∞
𝛾1(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ 𝑎−𝑟1

−∞
𝜙𝑛+1(𝑡)

∫︁ 𝑎−𝑟1

−∞
�̃�1(𝑡− 𝑦, 𝑡)𝑑𝑦𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑎−𝑟1

−∞
𝜙𝑛+1(𝑡)

∫︁ −𝑟1

𝑎−𝑟1
�̃�1(𝑡− 𝑦, 𝑡)𝑑𝑦𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑎

−∞
𝜙𝑛+1(𝑡)

∫︁ 0

−𝑟1
�̃�1(𝑡− 𝑦, 𝑡)𝑑𝑦𝑑𝑡 =

=

∫︁ 𝑎

−∞
𝛾1(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ 𝑎−𝑟1

−∞
𝜙𝑛+1(𝑡)

∫︁ −𝑟1

−∞
�̃�1(𝑡− 𝑦, 𝑡)𝑑𝑦𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑎

−∞
𝜙𝑛+1(𝑡)

∫︁ 0

−𝑟1
�̃�1(𝑡− 𝑦, 𝑡)𝑑𝑦𝑑𝑡 =

=

∫︁ 𝑎

−∞
𝛾1(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ 𝑎−𝑟1

−∞
𝜙𝑛+1(𝑡)

∫︁ 0

−∞
�̃�1(𝑡− 𝑦, 𝑡)𝑑𝑦𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑎

𝑎−𝑟1
𝜙𝑛+1(𝑡)

∫︁ 0

−𝑟1
�̃�1(𝑡− 𝑦, 𝑡)𝑑𝑦𝑑𝑡 =

=

∫︁ 𝑎

−∞
𝛾1(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ 𝑎−𝑟1

−∞
𝜙𝑛+1(𝑡)

∫︁ ∞

𝑡
�̃�1(𝜏, 𝑡)𝑑𝜏𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑎

𝑎−𝑟1
𝜙𝑛+1(𝑡)

∫︁ 𝑡+𝑟1

𝑡
�̃�1(𝜏, 𝑡)𝑑𝜏𝑑𝑡,

откуда следует, что

0 6
∫︁ 𝑎

𝑎−𝑟1
𝜙𝑛+1(𝑡)𝑑𝑡 6

∫︁ 𝑎

−∞
𝛾1(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ 𝑎

𝑎−𝑟1
𝜙𝑛+1(𝑡)

∫︁ 𝑡+𝑟1

𝑡
�̃�1(𝜏, 𝑡)𝑑𝜏𝑑𝑡. (18)
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Оценим теперь следующую разность, имея в виду (3) и (5):

1−
∫︁ 𝑡+𝑟1

𝑡
�̃�1(𝜏, 𝑡)𝑑𝜏 = 2

(︂
1

2
−
∫︁ 𝑡+𝑟1

𝑡
𝐾1(𝜏, 𝑡)𝑑𝜏

)︂
>

> 2

(︂∫︁ ∞

𝑡
𝐾1(𝜏, 𝑡)𝑑𝜏 −

∫︁ 𝑡+𝑟1

𝑡
𝐾1(𝜏, 𝑡)𝑑𝜏

)︂
=

= 2

∫︁ ∞

𝑡+𝑟1

𝐾1(𝜏, 𝑡)𝑑𝜏 = 2

∫︁ ∞

𝑟1

𝐾1(𝑡+ 𝑦, 𝑡)𝑑𝑦 > 2𝜀1 > 0 для 𝑡 ∈ R−.

Итак, в силу последнего неравенства из (18) получаем, что

0 6
∫︁ 𝑎

𝑎−𝑟1
𝜙𝑛+1(𝑡)𝑑𝑡 6

1

2𝜀1

∫︁ 𝑎

−∞
𝛾1(𝑥)𝑑𝑥, 𝑎 6 0. (19)

Интегрируем теперь обе части (19) по 𝑎 в пределах от 𝑅 до 0 (где 𝑅 < 0—
произвольное число). Тогда, учитывая b), 𝑚−(𝛾1) < +∞ и (11), из (19) в силу
теоремы Фубини будем иметь

0 6
∫︁ 0

𝑅

∫︁ 𝑎

𝑎−𝑟1
𝜙𝑛+1(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑎 6

1

2𝜀1

∫︁ 0

𝑅

∫︁ 𝑎

−∞
𝛾1(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑎 =

=
1

2𝜀1

∫︁ 0

𝑅

∫︁ 𝑅

−∞
𝛾1(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑎+

1

2𝜀1

∫︁ 0

𝑅

∫︁ 𝑎

𝑅
𝛾1(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑎 =

=
1

2𝜀1

∫︁ 𝑅

−∞
𝛾1(𝑥)(−𝑅)𝑑𝑥+

1

2𝜀1

∫︁ 0

𝑅
𝛾1(𝑥)(−𝑥)𝑑𝑥 6

6
1

2𝜀1

(︂∫︁ 𝑅

−∞
𝛾1(𝑥)(−𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ 0

𝑅
𝛾1(𝑥)(−𝑥)𝑑𝑥

)︂
=

=
1

2𝜀1

∫︁ 0

−∞
𝛾1(𝑥)(−𝑥)𝑑𝑥 6

1

2𝜀1

(︂∫︁ 0

−∞
(1− 𝜆(𝑥))(−𝑥)𝑑𝑥+ 2𝑚−(𝛾1)

)︂
< +∞.

Устремляя число 𝑅→ −∞, получаем, что функции∫︁ 𝑎

𝑎−𝑟1
𝜙𝑛+1(𝑡)𝑑𝑡 ∈ 𝐿1(−∞, 0), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Следовательно,

0 6
∫︁ 0

−∞

∫︁ 𝑎

𝑎−𝑟1
𝜙𝑛+1(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑎 6

1

2𝜀1
(𝑚−(1− 𝜆) + 2𝑚−(𝛾1)), 𝑛 = 0, 1, 2, . . .

или

0 6
∫︁ 0

−∞

∫︁ 0

−𝑟1
𝜙𝑛+1(𝑎+ 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑎 6

1

2𝜀1
(𝑚−(1− 𝜆) + 2𝑚−(𝛾1)), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,

откуда следует, что

0 6
∫︁ 0

−𝑟1

∫︁ 𝜏

−∞
𝜙𝑛+1(𝑦)𝑑𝑦𝑑𝜏 6

1

2𝜀1
(𝑚−(1−𝜆)+2𝑚−(𝛾1)), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (20)
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Из (20), в частности, следует, что

0 6
∫︁ −𝑟1

−∞
𝜙𝑛+1(𝑦)𝑑𝑦 6

1

2𝜀1𝑟1
(𝑚−(1− 𝜆) + 2𝑚−(𝛾1)), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (21)

С другой стороны, в силу (15) имеем

0 6
∫︁ 0

−𝑟1
𝜙𝑛+1(𝑦)𝑑𝑦 6 𝑟1, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (22)

Комбинируя (21) и (22), приходим к оценке

0 6
∫︁ 0

−∞
𝜙𝑛+1(𝑦)𝑑𝑦 6

6 𝑟1 +
1

2𝜀1𝑟1
(𝑚−(1− 𝜆) + 2𝑚−(𝛾1)) < +∞, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (23)

Итак, на основании (14)–(16) и (23) заключаем, что последовательность из-
меримых на R функций {𝜙𝑛(𝑥)}∞𝑛=0 имеет поточечный предел, когда 𝑛→ ∞:

lim
𝑛→∞

𝜙𝑛(𝑥) = 𝜙(𝑥),

причем
𝛾1(𝑥) 6 𝜙(𝑥) 6 1, 𝑥 ∈ R.

Согласно теореме Б. Леви (см. [22]), предельная функция 𝜙(𝑥) удовлетворяет
уравнению (10), а также следующей оценке:

0 6
∫︁ 0

−∞
𝜙(𝑥)𝑑𝑥 6 𝑟1 +

1

2𝜀1𝑟1
(𝑚−(1− 𝜆) + 2𝑚−(𝛾1)) < +∞.

Итак, 𝜙 ∈ 𝐿1(−∞, 0). Таким образом, лемма полностью доказана. �

Рассмотрим теперь второе вспомогательное линейное интегральное урав-
нение типа Вольтерра уже с переменным нижним пределом:

𝜓(𝑥) = 𝛾2(𝑥) + 𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

𝑥
�̃�2(𝑥, 𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R (24)

относительно искомой измеримой функции 𝜓(𝑥), где

𝛾2(𝑥) := 1− 𝜆(𝑥) + 2𝜆(𝑥)𝛾2(𝑥), 𝑥 ∈ R,

�̃�2(𝑥, 𝑡) := 2𝐾2(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ R2.

Повторяя рассуждения, аналогичные доказательству леммы 1, приходим
к следующему утверждению относительно уравнения (24).

Лемма 2. При условиях (2), (4), (6), a), b), если 𝑚+(𝛾2) < +∞, то уравне-
ние (24) имеет неотрицательное ограниченное решение 𝜓(𝑥), причем 𝜓(𝑥)61,
𝑥 ∈ R и 𝜓 ∈ 𝐿1(0,+∞).

453



Хач а т р я н Х. А., П е т р о с я н А. С.

Замечание 1. Небезынтересно отметить, что
A) если дополнительно 𝐾1 ∈ 𝐿∞(R2), lim

𝑥→−∞
𝜆(𝑥) = 1 и lim

𝑥→−∞
𝛾1(𝑥) = 0, то

lim
𝑥→−∞

𝜙(𝑥) = 0,

B) если дополнительно 𝐾2 ∈ 𝐿∞(R2), lim
𝑥→+∞

𝜆(𝑥) = 1 и lim
𝑥→+∞

𝛾2(𝑥) = 0, то

lim
𝑥→+∞

𝜓(𝑥) = 0.

Действительно, вышеприведенные предельные соотношения следуют из
доказанных лемм 1 и 2 с учетом следующих простых неравенств:

0 6 𝜙(𝑥) 6 1− 𝜆(𝑥) + 2𝛾1(𝑥) + 2 sup
(𝑥,𝑡)∈R2

(𝐾1(𝑥, 𝑡))

∫︁ 𝑥

−∞
𝜙(𝑡)𝑑𝑡,

0 6 𝜓(𝑥) 6 1− 𝜆(𝑥) + 2𝛾2(𝑥) + 2 sup
(𝑥,𝑡)∈R2

(𝐾2(𝑥, 𝑡))

∫︁ ∞

𝑥
𝜓(𝑡)𝑑𝑡.

2.2. Существование нетривиальных и ограниченных
решений однородных линейных интегральных уравнений

типа Вольтерра. Асимптотическое поведение
построенных решений на ±∞

Сначала рассмотрим следующее однородное интегральное уравнение Воль-
терра с переменным верхним пределом:

Φ(𝑥) = 𝜆(𝑥)

∫︁ 𝑥

−∞
�̃�1(𝑥, 𝑡)Φ(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R (25)

относительно искомой функции Φ(𝑥).
Имеет место следующая
Лемма 3. При условиях леммы 1 уравнение (25) обладает нетривиаль-

ным неотрицательным ограниченным решением Φ(𝑥), причем 0 6 1 − Φ ∈
𝐿1(−∞, 0). Более того, при дополнительном ограничении A) данное решение
удовлетворяет следующему предельному соотношению:

lim
𝑥→−∞

Φ(𝑥) = 1. (26)

До к а з ат е л ь ств о. Наряду с уравнением (25) рассмотрим неоднород-
ное интегральное уравнение (10). Прямой проверкой можно убедиться, что
функция 𝜙tr(𝑥) ≡ 1 является решением уравнения (10). С другой стороны,
согласно лемме 1 уравнение (10) кроме такого тривиального решения об-
ладает неотрицательным ограниченным решением 𝜙(𝑥) : 𝜙(𝑥) 6 1, 𝑥 ∈ R,
𝜙 ∈ 𝐿1(−∞, 0). Очевидно, что функция Φ(𝑥) := 1 − 𝜙(𝑥) > 0, Φ(𝑥) ̸≡ 0 яв-
ляется ограниченным решением однородного уравнения (25), причем 1−Φ ∈
𝐿1(−∞, 0). В силу замечания 1 при дополнительном условии A) будет выпол-
няться предельное соотношение (26). Лемма доказана. �
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Аналогично доказывается
Лемма 4. При условиях леммы 2 однородное уравнение

𝐹 (𝑥) = 𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

𝑥
�̃�2(𝑥, 𝑡)𝐹 (𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R (27)

обладает нетривиальным неотрицательным ограниченным решением 𝐹 (𝑥),
причем 0 6 1 − 𝐹 ∈ 𝐿1(0,+∞). Более того, при дополнительном ограниче-
нии B) данное решение удовлетворяет следующему предельному соотноше-
нию:

lim
𝑥→+∞

𝐹 (𝑥) = 1.

2.3. Единственность решений соответствующих линейных
однородных уравнений на множествах R±

Рассмотрим теперь однородные интегральные уравнения (25) и (27) соот-
ветственно на множествах R− и R+ :

Φ̃(𝑥) = 𝜆(𝑥)

∫︁ 𝑥

−∞
�̃�1(𝑥, 𝑡)Φ̃(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R−, (28)

𝐹 (𝑥) = 𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

𝑥
�̃�2(𝑥, 𝑡)𝐹 (𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+. (29)

Ниже при дополнительных ограничениях на 𝜆(𝑥) докажем, что уравнения
(28) и (29) соответственно в следующих классах ограниченных функций:

M− := {𝑓−(𝑥) : 0 6 𝑓−(𝑥) 6 1, 𝑥 ∈ R−, 1− 𝑓− ∈ 𝐿1(−∞, 0)},

M+ := {𝑓+(𝑥) : 0 6 𝑓+(𝑥) 6 1, 𝑥 ∈ R+, 1− 𝑓+ ∈ 𝐿1(0,+∞)}
не могут иметь более одного решения.

Справедливы следующие утверждения.
Лемма 5. Пусть выполняются все условия леммы 3. Тогда, если

mes((−∞, 0] ∖ supp{(1− 𝜆(𝑥))𝜃(−𝑥)}) = 0,

𝜆 ↓ на (−∞, 0],

(𝜃(𝑥)— известная функция Хевисайда), то уравнение (28) в классе M− не
может иметь более одного решения.

Лемма 6. Пусть выполняются все условия леммы 4. Тогда, если

mes([0,+∞) ∖ supp{(1− 𝜆(𝑥))𝜃(𝑥)}) = 0, (30)

𝜆 ↑ на [0,+∞), (31)

то уравнение (29) в классе M+ не может иметь более одного решения.
Докажем, например, лемму 6. Доказательство леммы 5 проводится ана-

логичными рассуждениями.
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До к а з ат е л ь ств о л еммы 6. Предположим, что уравнение (29) име-
ет два решения 𝐹 и 𝐹 * из класса M+. Тогда очевидно, что 𝐹−𝐹 * ∈ 𝐿1(0,+∞),
и из (29) в силу (2), (4), a), (31) и теоремы Фубини будем иметь∫︁ ∞

0
|𝐹 (𝑥)− 𝐹 *(𝑥)|𝑑𝑥 6

∫︁ ∞

0
𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

𝑥
�̃�2(𝑥, 𝑡)|𝐹 (𝑡)− 𝐹 *(𝑡)|𝑑𝑡𝑑𝑥 =

=

∫︁ ∞

0
|𝐹 (𝑡)− 𝐹 *(𝑡)|

∫︁ 𝑡

0
𝜆(𝑥)�̃�2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡 6

6
∫︁ ∞

0
|𝐹 (𝑡)− 𝐹 *(𝑡)|𝜆(𝑡)

∫︁ 𝑡

0
�̃�2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡 6

∫︁ ∞

0
|𝐹 (𝑡)− 𝐹 *(𝑡)|𝜆(𝑡)𝑑𝑡,

откуда ∫︁ ∞

0
|𝐹 (𝑡)− 𝐹 *(𝑡)|(1− 𝜆(𝑡))𝑑𝑡 6 0. (32)

Из (32) с учетом (30) следует, что 𝐹 (𝑡) = 𝐹 *(𝑡) почти всюду на R+. Лемма
доказана. �

Замечание 2. К сожалению, вопрос единственности решений однородных
уравнений (25) и (27) в определенных классах ограниченных на R функций
пока остается открытой проблемой.

3. Разрешимость уравнения (1)
3.1. Существование неотрицательного нетривиального

и ограниченного решения уравнения (1), когда
нелинейность 𝐺 не зависит от переменной 𝑡

Рассмотрим уравнение (1) в случае, когда 𝐺(𝑡, 𝑢) ≡ 𝐺0(𝑢), 𝑡 ∈ R, 𝑢 ∈ R+:

�̃�(𝑥) = 𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)𝐺0(�̃�(𝑡))𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R, (33)

где 𝐺0(𝑢)— определенная и непрерывная на множестве R+ функция, удовле-
творяющая следующим условиям:
𝑔1) существуют положительные числа 𝜂 и 𝜉, 𝜉 < 𝜂 такие, что 𝐺0(𝜉) = 2𝜉,

𝐺0(𝜂) = 𝜂;
𝑔2) 𝐺0(0) = 0, 𝑦 = 𝐺0(𝑢) ↑ по 𝑢 на R+;
𝑔3) 𝑦 = 𝐺0(𝑢) строго выпукла вверх на R+ (см. рис. 1).

Имеет место

Теорема 1. Пусть выполняются условия 1), 2), a), b) и 𝑔1)–𝑔3). Тогда
уравнение (33) имеет неотрицательное нетривиальное и ограниченное ре-
шение �̃�(𝑥), причем �̃�(𝑥) 6 𝜂, 𝑥 ∈ R.

До к а з ат е л ь ств о. Рассмотрим следующие последовательные прибли-
жения:

�̃�𝑛+1(𝑥) = 𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)𝐺0(�̃�𝑛(𝑡))𝑑𝑡,

�̃�0(𝑥) = 𝜂𝜆(𝑥), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R.
(34)
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Рис. 1. [Figure 1]

Учитывая условия 1), a), 𝑔1) и 𝑔2), методом математической индукции
несложно проверить, что

�̃�𝑛(𝑥) измеримы на R, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , (35)

�̃�𝑛(𝑥) > 0, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R, (36)

�̃�𝑛(𝑥) ↓ по 𝑛, 𝑥 ∈ R. (37)

Докажем следующую оценку снизу для последовательности измеримых
функций {�̃�𝑛(𝑥)}∞𝑛=0:

�̃�𝑛(𝑥) > max{𝜉Φ(𝑥), 𝜉𝐹 (𝑥)}, 𝑥 ∈ R, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (38)

Действительно, во-первых, в силу доказанных лемм 3 и 4

0 6 Φ(𝑥) 6 1, 0 6 𝐹 (𝑥) 6 1, 𝑥 ∈ R. (39)

Учитывая (2) и (39), из (25) и (27) будем иметь

Φ(𝑥) 6 𝜆(𝑥)
∫︁ 𝑥

−∞
�̃�1(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 6 𝜆(𝑥), (40)

𝐹 (𝑥) 6 𝜆(𝑥)
∫︁ ∞

𝑥
�̃�2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 6 𝜆(𝑥), 𝑥 ∈ R. (41)

Так как 𝜂 > 𝜉 (см. условие 𝑔1)), с учетом (40), (41) получаем, что

�̃�0(𝑥) > 𝜉𝜆(𝑥) > 𝜉Φ(𝑥), �̃�0(𝑥) > 𝜉𝜆(𝑥) > 𝜉𝐹 (𝑥), 𝑥 ∈ R.

Следовательно, �̃�0(𝑥) > max{𝜉Φ(𝑥), 𝜉𝐹 (𝑥)}, 𝑥 ∈ R.
Предположим, что (38) выполняется при некотором 𝑛 ∈ N. Тогда, имея

в виду неравенства (39), (9) и условия 1), 2), 𝑔1)–𝑔3), из (34) получим
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�̃�𝑛+1(𝑥) > 𝜆(𝑥)
∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)𝐺0(𝜉Φ(𝑡))𝑑𝑡 > 𝜆(𝑥)

∫︁ 𝑥

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)𝐺0(𝜉Φ(𝑡))𝑑𝑡 >

> 2𝜉𝜆(𝑥)

∫︁ 𝑥

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)Φ(𝑡)𝑑𝑡 > 2𝜉𝜆(𝑥)

∫︁ 𝑥

−∞
𝐾1(𝑥, 𝑡)Φ(𝑡)𝑑𝑡 =

= 𝜉𝜆(𝑥)

∫︁ 𝑥

−∞
�̃�1(𝑥, 𝑡)Φ(𝑡)𝑑𝑡 = 𝜉Φ(𝑥), 𝑥 ∈ R,

�̃�𝑛+1(𝑥) > 𝜆(𝑥)
∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)𝐺0(𝜉𝐹 (𝑡))𝑑𝑡 > 𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

𝑥
𝐾(𝑥, 𝑡)𝐺0(𝜉𝐹 (𝑡))𝑑𝑡 >

> 2𝜉𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

𝑥
𝐾(𝑥, 𝑡)𝐹 (𝑡)𝑑𝑡 > 2𝜉𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

𝑥
𝐾2(𝑥, 𝑡)𝐹 (𝑡)𝑑𝑡 =

= 𝜉𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

𝑥
�̃�2(𝑥, 𝑡)𝐹 (𝑡)𝑑𝑡 = 𝜉𝐹 (𝑥), 𝑥 ∈ R.

Следовательно, �̃�𝑛+1(𝑥) > max{𝜉Φ(𝑥), 𝜉𝐹 (𝑥)}, 𝑥 ∈ R. Таким образом, в силу
(35)–(38) можем утверждать, что последовательность измеримых функций
{�̃�𝑛(𝑥)}∞𝑛=0 имеет поточечный предел, когда 𝑛→ ∞:

lim
𝑛→∞

�̃�𝑛(𝑥) = �̃�(𝑥),

причем �̃�(𝑥) удовлетворяет двойному неравенству

max{𝜉Φ(𝑥), 𝜉𝐹 (𝑥)} 6 �̃�(𝑥) 6 𝜂𝜆(𝑥), 𝑥 ∈ R. (42)

Так как 𝐺0 ∈ 𝐶(R+), 𝜆 ∈ 𝐶(R) и 𝐾 — измеримая функция, в силу теоремы
Б. Леви �̃�(𝑥) удовлетворяет уравнению (33). Теорема доказана. �

3.2. Асимптотическое поведение решения (33) на ±∞
Имеет место
Теорема 2. При условиях теоремы 1, если выполняются условия A) и B),

то решение уравнения (33), построенное при помощи последовательных приб-
лижений (34), обладает следующей интегральной асимптотикой: 𝜂 − �̃� ∈
∈ 𝐿1(R).

До к а з ат е л ь ств о. Во-первых, используя (34), (37), (38) и условия 1),
𝑔1)–𝑔3), индукцией по 𝑛 легко можно убедиться, что

0 6 𝜂 − �̃�𝑛 ∈ 𝐿1(R), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (43)

С другой стороны, заметим, что в силу лемм 3 и 4 существуют числа 𝛿1 < 0
и 𝛿2 > 0 такие, что

при 𝑥 6 𝛿1 имеет место Φ(𝑥) >
𝜉

2
, (44)

при 𝑥 > 𝛿2 имеет место 𝐹 (𝑥) >
𝜉

2
.
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Следовательно, в силу (38) можем утверждать, что когда 𝑥 ∈ (−∞, 𝛿1] ∪
[𝛿2,+∞), то

�̃�𝑛(𝑥) >
𝜉

2
, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

В силу условия 1) с учетом (37) последовательные приближения (34) можно
записать в следующем виде:

0 6 𝜂 − �̃�𝑛+1(𝑥) = 𝜂(1− 𝜆(𝑥)) + 𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 −𝐺0(�̃�𝑛(𝑡)))𝑑𝑡,

�̃�0(𝑥) = 𝜂𝜆(𝑥), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R.
(45)

Заметим, что когда 𝑡 ∈ (−∞, 𝛿1]∪[𝛿2,+∞), существует число 𝛼0 ∈ (0, 1) такое,
что

0 6 𝜂 −𝐺0(�̃�𝑛(𝑡)) 6 𝛼0(𝜂 − �̃�𝑛(𝑡)), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (46)

Действительно, из выпуклости вверх функции 𝑦 = 𝐺0(𝑢) следует, что

𝜂 −𝐺0(𝑢0)

𝜂 − 𝑢0
6
𝜂 −𝐺0(𝜉/2)

𝜂 − 𝜉/2
:= 𝛼0, 𝑢0 ∈ [𝜉/2, 𝜂), 𝛼0 ∈ (0, 1)

ибо 𝐺0(𝜉/2) > 𝜉/2, 0 < 𝜉 < 𝜂, 𝐺0(𝜂) = 𝜂 (см. рис. 2).
В тех точках 𝑡, в которых �̃�𝑛(𝑡) = 𝜂, неравенства (46) превращаются в ра-

венства, поскольку 𝐺0(𝜂) = 𝜂. Учитывая условия 1), a), 𝑔1), 𝑔2) и неравенства
(46), в силу (37) из (45) будем иметь

0 6 𝜂 − �̃�𝑛+1(𝑥) 6 𝜂(1− 𝜆(𝑥)) + 𝛼0𝜆(𝑥)

∫︁ 𝛿1

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 − �̃�𝑛(𝑡))𝑑𝑡+

+ 𝛼0𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

𝛿2

𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 − �̃�𝑛(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜂𝜆(𝑥)

∫︁ 𝛿2

𝛿1

𝐾(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 6 𝜂(1− 𝜆(𝑥)) +

+ 𝛼0

(︂∫︁ 𝛿1

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 − �̃�𝑛+1(𝑡))𝑑𝑡+

∫︁ ∞

𝛿2

𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 − �̃�𝑛+1(𝑡))𝑑𝑡

)︂
+

Рис. 2. [Figure 2]
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+ 𝜂

∫︁ 𝛿2

𝛿1

𝐾(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R.

Имея в виду 1), a), b) и (43), после интегрирования последнего неравенства
получим

0 6
∫︁ ∞

−∞
(𝜂 − �̃�𝑛+1(𝑥))𝑑𝑥 6 𝜂

∫︁ ∞

−∞
(1− 𝜆(𝑥))𝑑𝑥+ 𝜂

∫︁ ∞

−∞

∫︁ 𝛿2

𝛿1

𝐾(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥+

+ 𝛼0

(︂∫︁ ∞

−∞

∫︁ 𝛿1

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 − �̃�𝑛+1(𝑡))𝑑𝑡𝑑𝑥+

+

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

𝛿2

𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 − �̃�𝑛+1(𝑡))𝑑𝑡𝑑𝑥

)︂
=

= 𝜂

∫︁ ∞

−∞
(1− 𝜆(𝑥))𝑑𝑥+ 𝜂(𝛿2 − 𝛿1) + 𝛼0

∫︁ 𝛿1

−∞
(𝜂 − �̃�𝑛+1(𝑡))𝑑𝑡+

+ 𝛼0

∫︁ ∞

𝛿2

(𝜂 − �̃�𝑛+1(𝑡))𝑑𝑡 6

6 𝜂
∫︁ ∞

−∞
(1− 𝜆(𝑥))𝑑𝑥+ 𝜂(𝛿2 − 𝛿1) + 𝛼0

∫︁ ∞

−∞
(𝜂 − �̃�𝑛+1(𝑡))𝑑𝑡,

откуда следует, что

0 6
∫︁ ∞

−∞
(𝜂 − �̃�𝑛+1(𝑡))𝑑𝑡 6

6
𝜂(𝛿2 − 𝛿1)

1− 𝛼0
+

𝜂

1− 𝛼0

∫︁ ∞

−∞
(1− 𝜆(𝑥))𝑑𝑥, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (47)

Из (47) в силу теоремы Б. Леви заключаем, что 0 6 𝜂 − �̃� ∈ 𝐿1(R) и∫︁ ∞

−∞
(𝜂 − �̃�(𝑥))𝑑𝑥 6

𝜂(𝛿2 − 𝛿1)

1− 𝛼0
+

𝜂

1− 𝛼0

∫︁ ∞

−∞
(1− 𝜆(𝑥))𝑑𝑥.

Таким образом, теорема доказана. �

Замечание 3. Следует отметить, что доказанные теоремы 1 и 2 обобщают
и дополняют соответствующие результаты работы [15].

3.3. Существование решения уравнения (1)
с общей нелинейностью

Рассмотрим теперь уравнение (1) с общей нелинейностью вида

𝐺(𝑡, 𝑢) = 𝐺0(𝑢) + 𝜔(𝑡, 𝑢), 𝑡 ∈ R, 𝑢 ∈ R+, (48)

где 𝐺0(𝑢) удовлетворяет условиям 𝑔1)–𝑔3), а 𝜔(𝑡, 𝑢) обладает следующими
свойствами:
𝜔1) 𝜔(𝑡, 0) ≡ 0, 𝑡 ∈ R и существует sup

(𝑡,𝑢)∈R×R+

𝜔(𝑡, 𝑢) := 𝛽0 < +∞;
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𝜔2) при всяком фиксированном 𝑡 ∈ R функция 𝜔(𝑡, 𝑢) ↑ по 𝑢 на множест-
ве R+;

𝜔3) 𝜔(𝑡, 𝑢) удовлетворяет условию Каратеодори на множестве R × R+ по
аргументу 𝑢, т.е. при каждом фиксированном 𝑢 ∈ R+ функция 𝜔(𝑡, 𝑢)
измерима по 𝑡 на R и почти при всех 𝑡 ∈ R данная функция непрерывна
по 𝑢 на R+.

Имеет место
Теорема 3. Пусть выполняются условия 1), 2), a), b), 𝑔1)–𝑔3) и 𝜔1)–𝜔3).

Тогда уравнение (1) с нелинейностью вида (48) имеет нетривиальное неот-
рицательное и ограниченное решение 𝐵(𝑥), причем 𝐵(𝑥) > �̃�(𝑥), 𝑥 ∈ R.

До к а з ат е л ь ств о. Сначала наряду с уравнением (1) рассмотрим сле-
дующее вспомогательное нелинейное интегральное уравнение на всей прямой:

𝐿(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)𝐺0(𝐿(𝑡))𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R (49)

относительно искомой неотрицательной функции 𝐿(𝑥), где

𝑔(𝑥) := 𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)𝛽(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R,

а
𝛽(𝑡) := sup

𝑢∈R+

𝜔(𝑡, 𝑢), 𝑡 ∈ R. (50)

Рассмотрим следующие простые итерации для уравнения (49):

𝐿𝑛+1(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)𝐺0(𝐿𝑛(𝑡))𝑑𝑡,

𝐿0(𝑥) = 𝑔(𝑥), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R.
Учитывая условия 1), a), 𝜔1), 𝜔2), 𝑔2), индукцией легко можно доказать, что

𝐿𝑛(𝑥) ↑ по 𝑛.

Имея в виду условия 1), a), а также непрерывность функции 𝐺0, можно про-
верить, что

𝐿𝑛(𝑥) измеримы на R, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Рассмотрим теперь следующее характеристическое уравнение:

𝐺0(𝑢) + 𝛽0 = 𝑢, 𝑢 ∈ R+. (51)

Из 𝑔1)–𝑔3) с учетом неотрицательности числа 𝛽0 следует, что существует
единственное положительное решение 𝜉* уравнения (51), причем 𝜉* > 𝜂 (ра-
венство возможно только тогда, когда 𝛽0 = 0) (см. рис. 3).

Докажем, что

𝐿𝑛(𝑥) 6 𝜉
*, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R. (52)
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Рис. 3. [Figure 3]

Пусть 𝑛 = 0, тогда в силу 𝜔1), 1) и a) имеем

𝐿0(𝑥) 6 𝛽0 = 𝜉* −𝐺0(𝜉
*) 6 𝜉*, 𝑥 ∈ R.

Предположим, что 𝐿𝑛(𝑥) 6 𝜉*, 𝑥 ∈ R для некоторого натурального 𝑛. Тогда,
учитывая условия 𝜔1), a), 𝑔2), 1), будем иметь

𝐿𝑛+1(𝑥) 6 𝛽0 + 𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)𝐺0(𝜉

*)𝑑𝑡 6 𝛽0 +𝐺(𝜉*) = 𝜉*.

Следовательно, последовательность измеримых функций {𝐿𝑛(𝑥)}∞𝑛=0 имеет
поточечный предел:

lim
𝑛→∞

𝐿𝑛(𝑥) = 𝐿(𝑥),

причем 𝑔(𝑥) 6 𝐿(𝑥) 6 𝜉*, 𝑥 ∈ R и по теореме Б. Леви 𝐿(𝑥) удовлетворяет
уравнению (49).

Вернемся теперь к исходному уравнению (1) и рассмотрим следующие
последовательные приближения:

𝐵𝑛+1(𝑥) = 𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝐺0(𝐵𝑛(𝑡)) + 𝜔(𝑡, 𝐵𝑛(𝑡)))𝑑𝑡,

𝐵0(𝑥) = �̃�(𝑥), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R,
(53)

где �̃�(𝑥)— решение уравнения (33) (см. теоремы 1 и 2).
Индукцией несложно проверить, что

𝐵𝑛(𝑥) ↑ по𝑛, (54)

𝐵𝑛(𝑥) измеримы на R, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (55)

Докажем, что

𝐵𝑛(𝑥) 6 �̃�(𝑥) + 𝐿(𝑥), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R. (56)
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С этой целью приведем следующее легко проверяемое неравенство для моно-
тонно возрастающих и выпуклых вверх на R+ функций, обладающих свойст-
вом 𝐺0(0) = 0 (см. [23]):

𝐺0(𝑢+ 𝑣) 6 𝐺0(𝑢) +𝐺0(𝑣), 𝑢, 𝑣 ∈ R+. (57)

Для 𝑛 = 0 неравенство (56) очевидно. Пусть (56) имеет место при некотором
𝑛 ∈ N. Тогда, имея в виду (57), 𝜔1), (49), (33), 1), (50), из (53) получим

𝐵𝑛+1(𝑥) 6 𝜆(𝑥)
∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝐺0(�̃�(𝑡) + 𝐿(𝑡)) + 𝜔(𝑡, �̃�(𝑡) + 𝐿(𝑡)))𝑑𝑡 6

6 𝜆(𝑥)
∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝐺0(�̃�(𝑡)) +𝐺0(𝐿(𝑡)) + 𝛽(𝑡))𝑑𝑡 = �̃�(𝑥) + 𝐿(𝑥).

Итак, ввиду (54)–(56) заключаем, что существует поточечный предел для
последовательности измеримых функций {𝐵𝑛(𝑥)}∞𝑛=0:

lim
𝑛→∞

𝐵𝑛(𝑥) = 𝐵(𝑥),

причем �̃�(𝑥) 6 𝐵(𝑥) 6 �̃�(𝑥) + 𝐿(𝑥), 𝑥 ∈ R. Учитывая условие Каратеодори
для 𝜔(𝑡, 𝑢) и непрерывность функции 𝐺0, в силу теоремы Б. Леви можем
утверждать, что 𝐵(𝑥) удовлетворяет уравнению (1). Теорема доказана. �

3.4. Асимптотическое поведение решения (1)
в зависимости от свойств функции 𝜔(𝑡, 𝑢)

Ниже мы будем исследовать интегральную асимптотику решения уравне-
ния (1) (с нелинейностью вида (48)) в зависимости от свойств функции 𝛽(𝑡).
Отдельно подробно изучим следующие возможные случаи:

𝒥 ) 𝛽 ∈ 𝐿1(R), ℒ ) 𝛽 ̸∈ 𝐿1(R).

Случай 𝒥 . В данном случае мы докажем следующую теорему.
Теорема 4. При условиях теоремы 3, если 𝛽 ∈ 𝐿1(R), то решение урав-

нения (1) (с нелинейностью вида (48)), построенное при помощи последо-
вательных приближений (53), обладает следующей интегральной асимпто-
тикой:

𝜂 −𝐵 ∈ 𝐿1(R).

До к а з ат е л ь ств о. Сначала, учитывая (53), (54), (33) и (50), оценим
следующую разность:

0 6 𝐵𝑛+1(𝑥)− �̃�(𝑥) =

= 𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝐺0(𝐵𝑛(𝑡)) + 𝜔(𝑡, 𝐵𝑛(𝑡)))𝑑𝑡−

− 𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝐺0(�̃�(𝑡))𝑑𝑡 6 𝑔(𝑥) +
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+ 𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝐺0(𝐵𝑛+1(𝑡))−𝐺0(�̃�(𝑡)))𝑑𝑡 6

6 𝑔(𝑥) +
∫︁ 𝛿1

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝐺0(𝐵𝑛+1(𝑡))−𝐺0(�̃�(𝑡)))𝑑𝑡+

+

∫︁ ∞

𝛿2

𝐾(𝑥, 𝑡)(𝐺0(𝐵𝑛+1(𝑡))−𝐺0(�̃�(𝑡)))𝑑𝑡+𝐺0(𝜉
*)

∫︁ 𝛿2

𝛿1

𝐾(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R,

откуда с учетом того, что 𝐺0(𝜉
*) = 𝜉* − 𝛽0, 𝛽0 > 0, приходим к следующей

оценке:

0 6 𝐵𝑛+1(𝑥)− �̃�(𝑥) 6

6 𝑔(𝑥) +
∫︁ 𝛿1

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝐺0(𝐵𝑛+1(𝑡))−𝐺0(�̃�(𝑡)))𝑑𝑡+ 𝜉*

∫︁ 𝛿2

𝛿1

𝐾(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡+

+

∫︁ ∞

𝛿2

𝐾(𝑥, 𝑡)(𝐺0(𝐵𝑛+1(𝑡))−𝐺0(�̃�(𝑡)))𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (58)

Индукцией по 𝑛 сначала докажем, что

𝐵𝑛 − �̃� ∈ 𝐿1(R), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (59)

Включение (59) для нулевого приближения (в итерациях (53)) выполняет-
ся очевидным образом. Предположим, что 𝐵𝑛 − �̃� ∈ 𝐿1(R) для некоторого
натурального 𝑛.

Убедимся, что 𝐺0(𝐵𝑛) − 𝐺0(�̃�) ∈ 𝐿1(R). Действительно, учитывая тот
факт, что 0 6 𝜂 − �̃� ∈ 𝐿1(R) (см. теорему 2), а также условия 𝑔1)–𝑔3) и ин-
дукционное предположение, будем иметь

|𝐺0(𝐵𝑛(𝑡))−𝐺0(�̃�(𝑡))| 6 |𝜂 −𝐺0(�̃�(𝑡))|+ |𝜂 −𝐺0(𝐵𝑛(𝑡))| 6
6 𝜂 −𝐺0(�̃�(𝑡)) + |𝜂 −𝐵𝑛(𝑡)| 6 2(𝜂 − �̃�(𝑡)) +𝐵𝑛(𝑡)− �̃�(𝑡) ∈ 𝐿1(R),

ибо для всех 𝑢 > 0 выполняется |𝜂 − 𝐺0(𝑢)| 6 |𝜂 − 𝑢| (см. рис. 4). Следова-
тельно,

𝐺0(𝐵𝑛)−𝐺0(�̃�) ∈ 𝐿1(R).

Тогда из оценки

0 6 𝐵𝑛+1(𝑥)− �̃�(𝑥) 6 𝑔(𝑥) + 𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝐺0(𝐵𝑛(𝑡))−𝐺0(�̃�(𝑡)))𝑑𝑡

с учетом того, что 𝑔 ∈ 𝐿1(R) (ибо 𝛽 ∈ 𝐿1(R), ядро 𝐾 удовлетворяет усло-
вию 1)), а 𝜆 и 𝐾 обладают соответственно свойствами a) и 1), получаем, что

𝐵𝑛+1 − �̃� ∈ 𝐿1(R).

Проинтегрируем теперь обе части неравенства (58) в пределах от −∞ до
+∞. Принимая во внимание (52), (56), (54), в силу условий 1), a), 𝑔1)–𝑔3)
и теоремы 1 будем иметь
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Рис. 4. [Figure 4]

0 6
∫︁ ∞

−∞
(𝐵𝑛+1(𝑥)− �̃�(𝑥))𝑑𝑥 6

∫︁ ∞

−∞
𝑔(𝑥)𝑑𝑥+ 𝜉*(𝛿2 − 𝛿1) +

+

∫︁ ∞

−∞

∫︁ 𝛿1

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝐺0(𝐵𝑛+1(𝑡))−𝐺0(�̃�(𝑡)))𝑑𝑡𝑑𝑥+

+

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

𝛿2

𝐾(𝑥, 𝑡)(𝐺0(𝐵𝑛+1(𝑡))−𝐺0(�̃�(𝑡)))𝑑𝑡𝑑𝑥 =

=

∫︁ ∞

−∞
𝑔(𝑥)𝑑𝑥+ 𝜉*(𝛿2 − 𝛿1) +

∫︁ 𝛿1

−∞
(𝐺0(𝐵𝑛+1(𝑡))−𝐺0(�̃�(𝑡)))𝑑𝑡+

+

∫︁ ∞

𝛿2

(𝐺0(𝐵𝑛+1(𝑡))−𝐺0(�̃�(𝑡)))𝑑𝑡 6

6
∫︁ ∞

−∞
𝑔(𝑥)𝑑𝑥+ 𝜉*(𝛿2 − 𝛿1) + 𝛿*

∫︁ 𝛿1

−∞
(𝐵𝑛+1(𝑡)− �̃�(𝑡))𝑑𝑡+

+ 𝛿*
∫︁ ∞

𝛿2

(𝐵𝑛+1(𝑡)− �̃�(𝑡))𝑑𝑡,

где

𝛿* :=
𝐺0(𝜉

* + 𝜂)−𝐺0(𝜂/2)

𝜉* + 𝜂/2
< 1, (60)

ибо 𝜉* + 𝜂 > 𝐵𝑛+1(𝑡) > �̃�(𝑡) > 𝜂/2, когда 𝑡 ∈ (−∞, 𝛿1]∪ [𝛿2,+∞); 𝐺0(𝜉
* + 𝜂) <

< 𝜉* + 𝜂, а 𝐺0(𝜂/2) > 𝜂/2. Следовательно, учитывая (60), из полученного
выше интегрального неравенства приходим к следующей оценке:∫︁ ∞

−∞
(𝐵𝑛+1(𝑥)− �̃�(𝑥))𝑑𝑥 6

6
𝜉*(𝛿2 − 𝛿1)

1− 𝛿*
+

1

1− 𝛿*

∫︁ ∞

−∞
𝑔(𝑥)𝑑𝑥, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (61)

Из (54), (61) с учетом теоремы Б. Леви заключаем, что

0 6 𝐵 − �̃� ∈ 𝐿1(R)
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и
0 6

∫︁ ∞

−∞
(𝐵(𝑥)− �̃�(𝑥))𝑑𝑥 6

𝜉*(𝛿2 − 𝛿1)

1− 𝛿*
+

1

1− 𝛿*

∫︁ ∞

−∞
𝑔(𝑥)𝑑𝑥.

Таким образом, принимая во внимание включение 0 6 𝜂 − �̃� ∈ 𝐿1(R), из
оценки

|𝜂 −𝐵(𝑥)| 6 𝜂 − �̃�(𝑥) +𝐵(𝑥)− �̃�(𝑥), 𝑥 ∈ R

получаем, что 𝜂 −𝐵 ∈ 𝐿1(R). Теорема доказана. �

Случай ℒ . Пусть теперь 𝛽 ̸∈ 𝐿1(R). При дополнительном ограничении
на функцию 𝜔 мы докажем, что 𝜉* −𝐵 ∈ 𝐿1(R).

Имеет место
Теорема 5. Пусть выполняются все условия теоремы 3 и 𝛽 ̸∈ 𝐿1(R).

Тогда, если
𝛽0 − 𝜔(𝑡, 𝜌(𝑡)) ∈ 𝐿1(R), (62)

где
𝜌(𝑡) := max{𝜉Φ(𝑡), 𝜉𝐹 (𝑡)}, 𝑡 ∈ R, (63)

то уравнение (1) имеет неотрицательное ограниченное решение 𝐵(𝑥), при-
чем 𝐵(𝑥) 6 𝜉*, 𝑥 ∈ R и 𝜉* −𝐵 ∈ 𝐿1(R).

До к а з ат е л ь ств о. Рассмотрим следующие последовательные прибли-
жения для уравнения (1):

𝐵𝑛+1(𝑥) = 𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝐺0(𝐵𝑛(𝑡)) + 𝜔(𝑡, 𝐵𝑛(𝑡)))𝑑𝑡,

𝐵0(𝑥) = 𝜉*, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R.
Совершая такие же рассуждения, как при доказательстве теоремы 3, можно
убедиться, что

𝐵𝑛(𝑥) измеримы на R, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , (64)

𝐵𝑛(𝑥) ↓ по 𝑛, 𝑥 ∈ R, (65)

𝐵𝑛(𝑥) > �̃�(𝑥), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R. (66)

Исходя из 1), (65), (66), (51), 𝜔1), a), b), (38) и (62) имеем

0 6 𝜉* −𝐵𝑛+1(𝑥) 6 𝜉
*(1− 𝜆(𝑥)) +

+ 𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝐺0(𝜉

*) + 𝛽0 −𝐺0(𝐵𝑛+1(𝑡))− 𝜔(𝑡, 𝐵𝑛+1(𝑡)))𝑑𝑡 6

6 𝜉*(1− 𝜆(𝑥)) + 𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝐺0(𝜉

*)−𝐺0(𝐵𝑛+1(𝑡)))𝑑𝑡+

+ 𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝛽0 − 𝜔(𝑡, 𝜌(𝑡)))𝑑𝑡 6

6 𝑔(𝑥) + 𝜆(𝑥)

∫︁ 𝛿1

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝐺0(𝜉

*)−𝐺0(𝐵𝑛+1(𝑡)))𝑑𝑡+

+ 𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

𝛿2

𝐾(𝑥, 𝑡)(𝐺0(𝜉
*)−𝐺0(𝐵𝑛+1(𝑡)))𝑑𝑡,
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где

𝑔(𝑥) := 𝜉*(1− 𝜆(𝑥)) + 𝜆(𝑥)

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝛽0 − 𝜔(𝑡, 𝜌(𝑡)))𝑑𝑡+

+𝐺0(𝜉
*)

∫︁ 𝛿2

𝛿1

𝐾(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R.

Из 1), a), b) и (62) немедленно следует, что

𝑔(𝑥) > 0, 𝑥 ∈ R и 𝑔 ∈ 𝐿1(R).

Далее, совершая рассуждения, как при доказательстве теоремы 2, получаем,
что ∫︁ ∞

−∞
(𝜉* −𝐵𝑛+1(𝑥))𝑑𝑥 6

1

1−𝑅0

∫︁ ∞

−∞
𝑔(𝑥)𝑑𝑥, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , (67)

где 𝑅0 :=
𝐺0(𝜉

*)−𝐺0(𝜂/2)

𝜉* − 𝜂/2
.

Из (64)–(66) и (67) следует сходимость последовательности измеримых
функций {𝐵𝑛(𝑥)}∞𝑛=0:

lim
𝑛→∞

𝐵𝑛(𝑥) = 𝐵(𝑥),

причем �̃�(𝑥) 6 𝐵(𝑥) 6 𝜉*, 𝑥 ∈ R, 𝜉* −𝐵 ∈ 𝐿1(R),∫︁ ∞

−∞
(𝜉* −𝐵(𝑥))𝑑𝑥 6

1

1−𝑅0

∫︁ ∞

−∞
𝑔(𝑥)𝑑𝑥

и 𝐵(𝑥) удовлетворяет уравнению (1). Теорема доказана. �

4. Единственность решения
Возникает естественный вопрос. Является ли единственным построенное

решение уравнения (1) в следующем классе ограниченных функций:

𝒫 := {𝑓(𝑥) : 𝑓(𝑥) > �̃�(𝑥), 𝑥 ∈ R, 𝑓 ∈ 𝐿∞(R), ∃𝑐 > 0 такое, что 𝑐− 𝑓 ∈ 𝐿1(R)} ?
(68)

В настоящем параграфе при некоторых дополнительных ограничениях на 𝜆,
𝜔 и 𝐾 мы докажем единственность решения уравнения (1) в классе функ-
ций 𝒫.

Справедлива следующая теорема.
Теорема 6. Пусть выполняются условия 1), 2), a), b), 𝑔1)–𝑔3) и 𝜔1), 𝜔2),

причем 𝐾 и 𝜔 непрерывны соответственно на множествах R2 и R × R+.
Тогда, если inf

𝑥∈R
𝜆(𝑥) > 0, выполнено хотя бы одно из следующих условий:[︂

𝛽 ∈ 𝐿1(R),
𝛽 ̸∈ 𝐿1(R), 𝛽0 − 𝜔(𝑡, 𝜌(𝑡)) ∈ 𝐿1(R)

и при всяком фиксированном 𝑡 ∈ R функция 𝜔(𝑡, 𝑢) выпукла вверх по 𝑢 на
множестве R+, то уравнение (1) (с нелинейностью (48)) в классе 𝒫 не
может иметь более одного решения.
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До к а з ат е л ь ств о. Предположим, что уравнение (1) имеет два реше-
ния 𝐵, 𝐵* в классе 𝒫. Из непрерывности функций 𝜆, 𝐾 и 𝜔 в силу того,
что 𝐵, 𝐵* ∈ 𝐿∞(R), немедленно следует, что 𝐵, 𝐵* ∈ 𝐶(R). Пусть теперь
в некоторой точке 𝑥0 ∈ R эти решения принимают различные значения. Тог-
да в силу непрерывности функций 𝐵 и 𝐵* существует число 𝛿 > 0 такое, что
𝐵(𝑥) ̸= 𝐵*(𝑥), 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿).

Учитывая 1), (42), (44), 𝜔1), 𝜔2) и условие inf
𝑥∈R

𝜆(𝑥) > 0, из (1) будем иметь

𝐵(𝑥) >
𝜉

2
inf
𝑥∈R

𝜆(𝑥)

∫︁ 𝛿1

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 > 0, 𝑥 ∈ R. (69)

Так как 𝐵, 𝐵* ∈ 𝒫, очевидно, что

𝐵 −𝐵* ∈ 𝐿1(R).

Убедимся, что
𝐺0(𝐵(𝑡))−𝐺0(𝐵

*(𝑡)) ∈ 𝐿1(R), (70)

𝜔(𝑡, 𝐵(𝑡))− 𝜔(𝑡, 𝐵*(𝑡)) ∈ 𝐿1(R). (71)

Учитывая (68), 𝑔1)–𝑔3), будем иметь

0 6 |𝐺0(𝐵(𝑡))−𝐺0(𝐵
*(𝑡))| 6 |𝐺0(𝑐)−𝐺0(𝐵(𝑡))|+ |𝐺0(𝑐)−𝐺0(𝐵

*(𝑡))| 6

6
𝐺0(𝑐)

𝑐
|𝑐−𝐵(𝑡)|+ 𝐺0(𝑐)

𝑐
|𝑐−𝐵*(𝑡)| ∈ 𝐿1(R).

Следовательно, (70) доказано.
В случае 𝒥 для разности 𝜔(𝑡, 𝐵(𝑡))− 𝜔(𝑡, 𝐵*(𝑡)) получаем

0 6 |𝜔(𝑡, 𝐵(𝑡))− 𝜔(𝑡, 𝐵*(𝑡))| 6 2𝛽(𝑡) ∈ 𝐿1(R),

а в случае ℒ с учетом (62), (68), (42) и (63) имеем

0 6 |𝜔(𝑡, 𝐵(𝑡))− 𝜔(𝑡, 𝐵*(𝑡))| 6
6 |𝛽0 − 𝜔(𝑡, 𝐵(𝑡))|+ |𝛽0 − 𝜔(𝑡, 𝐵*(𝑡))| 6 2(𝛽0 − 𝜔(𝑡, 𝜌(𝑡))) ∈ 𝐿1(R).

Таким образом, включение (71) также доказано.
Поскольку 𝐺0(𝐵(𝑡)) + 𝜔(𝑡, 𝐵(𝑡)), 𝑡 ∈ R представляет собой ограниченную

функцию (ибо 0 6 𝐺0(𝐵(𝑡)) + 𝜔(𝑡, 𝐵(𝑡)) 6 𝛽0 + 𝐺0(sup
𝑡∈R

𝐵(𝑡)) < +∞), из (70),

(71), 1) и a) следует, что

{𝐺0(𝐵(𝑥)) + 𝜔(𝑥,𝐵(𝑥))}𝜆(𝑥)
∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)

(︁
𝐺0(𝐵(𝑡))−𝐺0(𝐵

*(𝑡)) +

+ 𝜔(𝑡, 𝐵(𝑡))− 𝜔(𝑡, 𝐵*(𝑡))
)︁
𝑑𝑡 ∈ 𝐿1(R). (72)

Оценим теперь следующую разность:
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|𝐵(𝑥)−𝐵*(𝑥)| 6 𝜆(𝑥)
∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)

(︁
|𝐺0(𝐵(𝑡))−𝐺0(𝐵

*(𝑡))|+

+ |𝜔(𝑡, 𝐵(𝑡))− 𝜔(𝑡, 𝐵*(𝑡))|
)︁
𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R. (73)

Умножим обе части неравенства (73) на функцию

𝐺0(𝐵(𝑥)) + 𝜔(𝑥,𝐵(𝑥))

𝜆(𝑥)
, 𝑥 ∈ R,

и в силу (72), 1), а также условия inf
𝑥∈R

𝜆(𝑥) > 0 интегрируем полученное нера-

венство по 𝑥 в пределах от −∞ до ∞. В результате, пользуясь симметрично-
стью ядра 𝐾 и теоремой Фубини, получим∫︁ ∞

−∞

(𝐺0(𝐵(𝑥)) + 𝜔(𝑥,𝐵(𝑥)))|𝐵(𝑥)−𝐵*(𝑥)|
𝜆(𝑥)

𝑑𝑥 6

6
∫︁ ∞

−∞
(𝐺0(𝐵(𝑥)) + 𝜔(𝑥,𝐵(𝑥)))

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)

(︁
|𝐺0(𝐵(𝑡))−𝐺0(𝐵

*(𝑡))|+

+ |𝜔(𝑡, 𝐵(𝑡))− 𝜔(𝑡, 𝐵*(𝑡))|
)︁
𝑑𝑡𝑑𝑥 =

=

∫︁ ∞

−∞
{|𝐺0(𝐵(𝑡))−𝐺0(𝐵

*(𝑡))|+ |𝜔(𝑡, 𝐵(𝑡))− 𝜔(𝑡, 𝐵*(𝑡))|} ×

×
∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑡, 𝑥)(𝐺0(𝐵(𝑥)) + 𝜔(𝑥,𝐵(𝑥)))𝑑𝑥𝑑𝑡 =

=

∫︁ ∞

−∞
{|𝐺0(𝐵(𝑡))−𝐺0(𝐵

*(𝑡))|+ |𝜔(𝑡, 𝐵(𝑡))− 𝜔(𝑡, 𝐵*(𝑡))|}𝐵(𝑡)

𝜆(𝑡)
𝑑𝑡

или, что то же самое,∫︁ ∞

−∞

1

𝜆(𝑥)

{︁
(𝐺0(𝐵(𝑥)) + 𝜔(𝑥,𝐵(𝑥)))|𝐵(𝑥)−𝐵*(𝑥)| −

− |𝐺0(𝐵(𝑥))−𝐺0(𝐵
*(𝑥))|𝐵(𝑥)− |𝜔(𝑥,𝐵(𝑥))− 𝜔(𝑥,𝐵*(𝑥))|𝐵(𝑥)

}︁
𝑑𝑥 6 0.

(74)

Обозначим через
𝐸 := {𝑥 ∈ R : 𝐵(𝑥) ̸= 𝐵*(𝑥)}. (75)

Очевидно, что mes𝐸 > 0, ибо (𝑥0− 𝛿, 𝑥0+ 𝛿) ⊂ 𝐸. Учитывая (69), (75) и усло-
вия 𝑔1)–𝑔3), 𝜔1)–𝜔3), неравенство (74) можно переписать в следующем виде:∫︁

𝐸

𝐵(𝑥)|𝐵(𝑥)−𝐵*(𝑥)|
𝜆(𝑥)

{︂
𝐺0(𝐵(𝑥))

𝐵(𝑥)
− |𝐺0(𝐵(𝑥))−𝐺0(𝐵

*(𝑥))|
|𝐵(𝑥)−𝐵*(𝑥)|

+

+
𝜔(𝑥,𝐵(𝑥))

𝐵(𝑥)
− |𝜔(𝑥,𝐵(𝑥))− 𝜔(𝑥,𝐵*(𝑥))|

|𝐵(𝑥)−𝐵*(𝑥)|

}︂
𝑑𝑥 6 0.
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Из выпуклости вверх функций 𝐺0 и 𝜔 по 𝑢 с учетом 𝑔2), 𝜔1) и 𝜔2) следует,
что во всех точках множества 𝐸 справедливы оценки

𝐺0(𝐵(𝑥))

𝐵(𝑥)
>

|𝐺0(𝐵(𝑥))−𝐺0(𝐵
*(𝑥))|

|𝐵(𝑥)−𝐵*(𝑥)|
, 𝑥 ∈ 𝐸; (76)

𝜔(𝑥,𝐵(𝑥))

𝐵(𝑥)
>

|𝜔(𝑥,𝐵(𝑥))− 𝜔(𝑥,𝐵*(𝑥))|
|𝐵(𝑥)−𝐵*(𝑥)|

, 𝑥 ∈ 𝐸. (77)

Принимая во внимание (76) и (77), из (75) приходим к противоречию. Сле-
довательно, 𝐵(𝑥) = 𝐵*(𝑥), 𝑥 ∈ R. Таким образом, теорема доказана. �

Замечание 4. Отметим, что данный подход, используемый при доказа-
тельстве единственности решения, для более простых нелинейных интеграль-
ных уравнений впервые был применен в недавней работе одного из авторов
настоящей работы (см. [15]).

5. Примеры
В последнем параграфе настоящей работы приведем примеры функций

𝐾, 𝜆, 𝐺0 и 𝜔. Отметим, что часть этих примеров, кроме чисто теоретического
интереса, имеет также прикладной интерес в 𝑝-адической математической
физике, в математической биологии и в кинетической теории газов.

Сперва приведем примеры ядра 𝐾. Пусть 𝜇0(𝑥) и
0
𝐾(𝑥) — определенные

на множестве R непрерывные и положительные функции, обладающие сле-
дующими свойствами:

i) 0 < 𝑐 := inf
𝑥∈R

𝜇0(𝑥) 6 𝜇0(𝑥) 6 1, 𝑥 ∈ R, 𝜇0(−𝜏) = 𝜇0(𝜏), 𝜏 ∈ R+;

j) (1− 𝜇0(𝑥))𝑥 ∈ 𝐿1(R);

k)
0
𝐾 ∈ 𝐿1(R) ∩𝑀(R),

0
𝐾(−𝜏) =

0
𝐾(𝜏), 𝜏 ∈ R+,

∫︁ ∞

0
𝐾0(𝑦)𝑑𝑦 =

1

2
.

Тогда примерами ядра 𝐾(𝑥, 𝑡) могут служить следующие функции:

𝑘1) 𝐾(𝑥, 𝑡) =
0
𝐾(𝑥− 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ R2;

𝑘2) 𝐾(𝑥, 𝑡) = 𝜇0(𝑥+ 𝑡)
0
𝐾(𝑥− 𝑡) + (1− 𝜇0(𝑥− 𝑡))

0
𝐾(𝑥+ 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ R2;

𝑘3) 𝐾(𝑥, 𝑡) =
0
𝐾(𝑥− 𝑡)

(︁1 + 𝜇0(𝑥+ 𝑡)

2

)︁
+

0
𝐾(𝑥+ 𝑡)

(︁1− 𝜇0(𝑥− 𝑡)

2

)︁
, (𝑥, 𝑡) ∈ R2.

Подробно остановимся на примере 𝑘2). Проверим, что выполняются усло-
вия 1) и 2). Действительно, сперва в качестве 𝐾1 и 𝐾2 выберем следующие
функции:

𝐾1(𝑥, 𝑡) = 𝑞1(𝑥)𝜇0(𝑥+ 𝑡)
0
𝐾(𝑥− 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ R2; (78)

𝐾2(𝑥, 𝑡) = 𝑞2(𝑥)𝜇0(𝑥+ 𝑡)
0
𝐾(𝑥− 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ R2, (79)

где {𝑞𝑗(𝑥)}𝑗=1,2 — непрерывные функции на R, причем

0 < 𝑑𝑗 := inf
𝑥∈R

𝑞𝑗(𝑥) 6 𝑞𝑗(𝑥) 6 1, 𝑥 ∈ R, 𝑗 = 1, 2; (80)

𝑥(1− 𝑞𝑗(𝑥)) ∈ 𝐿1(R), 𝑗 = 1, 2. (81)
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Докажем выполнимость условий (2)–(9). Учитывая условия i), j), k), (80)
и (81), будем иметь∫︁ 𝑥

−∞
𝐾1(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 6

∫︁ 𝑥

−∞

0
𝐾(𝑥− 𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ ∞

0

0
𝐾(𝑦)𝑑𝑦 =

1

2
, 𝑥 ∈ R;

∫︁ ∞

𝑡
𝐾1(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 6

∫︁ ∞

𝑡

0
𝐾(𝑥− 𝑡)𝑑𝑥 =

∫︁ ∞

0

0
𝐾(𝑦)𝑑𝑦 =

1

2
, 𝑡 ∈ R;

𝛾1(𝑥) =
1

2
−

∫︁ 𝑥

−∞
𝐾1(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 =

=

∫︁ ∞

0

0
𝐾(𝑦)𝑑𝑦 − 𝑞1(𝑥)

∫︁ ∞

0
𝜇0(2𝑥− 𝑦)

0
𝐾(𝑦)𝑑𝑦 =

=

∫︁ ∞

0

0
𝐾(𝑦)(1− 𝑞1(𝑥)𝜇0(2𝑥− 𝑦))𝑑𝑦 > 0, 𝑥 ∈ R

и

𝑚−(𝛾1) =

∫︁ 0

−∞
(−𝑥)𝛾1(𝑥)𝑑𝑥 6

6
∫︁ 0

−∞
(−𝑥)

∫︁ ∞

0

0
𝐾(𝑦)(1− 𝑞1(𝑥)𝜇0(2𝑥− 𝑦))𝑑𝑦𝑑𝑥 =

=

∫︁ ∞

0

0
𝐾(𝑦)

∫︁ 0

−∞
(−𝑥)(1− 𝑞1(𝑥)𝜇0(2𝑥− 𝑦))𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=

∫︁ ∞

0

0
𝐾(𝑦)

∫︁ 0

−∞
(−𝑥)(1− 𝑞1(𝑥))𝑑𝑥𝑑𝑦 +

+

∫︁ ∞

0

0
𝐾(𝑦)

∫︁ 0

−∞
(−𝑥)𝑞1(𝑥)(1− 𝜇0(2𝑥− 𝑦))𝑑𝑥𝑑𝑦 6

6
1

2

∫︁ 0

−∞
(−𝑥)(1− 𝑞1(𝑥))𝑑𝑥+

∫︁ ∞

0

0
𝐾(𝑦)

∫︁ 0

−∞
(−𝑥)(1− 𝜇0(2𝑥− 𝑦))𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=
1

2

∫︁ 0

−∞
(−𝑥)(1− 𝑞1(𝑥))𝑑𝑥+

1

2

∫︁ ∞

0

0
𝐾(𝑦)

∫︁ −𝑦

−∞

(︁−𝑡− 𝑦

2

)︁
(1− 𝜇0(𝑡))𝑑𝑡𝑑𝑦 6

6
1

2

∫︁ 0

−∞
(−𝑥)(1− 𝑞1(𝑥))𝑑𝑥+

1

4

∫︁ ∞

0

0
𝐾(𝑦)

∫︁ 0

−∞
(−𝑡)(1− 𝜇0(𝑡))𝑑𝑡𝑑𝑦 =

=
1

2

∫︁ 0

−∞
(−𝑥)(1− 𝑞1(𝑥))𝑑𝑥+

1

8

∫︁ ∞

0
𝑡(1− 𝜇0(𝑡))𝑑𝑡 < +∞.

Аналогично можно проверить условие (4) и 𝑚+(𝛾2) < +∞. Теперь прове-
рим выполнение условий (5) и (6). Учитывая i), (80) и k), имеем∫︁ ∞

𝑟1

𝐾1(𝑥+ 𝑦, 𝑥)𝑑𝑦 > 𝑐𝑑1

∫︁ ∞

𝑟1

0
𝐾(𝑦)𝑑𝑦 > 0, 𝑥 ∈ R,
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𝑟2

𝐾2(𝑥− 𝑦, 𝑥)𝑑𝑦 > 𝑐𝑑2

∫︁ ∞

𝑟2

0
𝐾(−𝑦)𝑑𝑦 = 𝑐𝑑2

∫︁ ∞

𝑟2

0
𝐾(𝑦)𝑑𝑦 > 0, 𝑥 ∈ R.

Следовательно, 𝜀𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 2. Из представления ядра 𝐾 в примере 𝑘2)
с учетом (78) и (79) немедленно следует неравенство (9). Итак, для ядра 𝑘2)
условие 2) выполнено. Проверим теперь условие 1). В силу четности функций

𝜇0 и
0
𝐾 имеем

𝐾(𝑥, 𝑡) = 𝐾(𝑡, 𝑥), (𝑥, 𝑡) ∈ R2,

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 =

=

∫︁ ∞

−∞
𝜇0(𝑥+ 𝑡)

0
𝐾(𝑥− 𝑡)𝑑𝑡+

∫︁ ∞

−∞
(1− 𝜇0(𝑥− 𝑡))

0
𝐾(𝑥+ 𝑡)𝑑𝑡 =

=

∫︁ ∞

−∞
𝜇0(2𝑥− 𝑦)

0
𝐾(𝑦)𝑑𝑦 +

∫︁ ∞

−∞
(1− 𝜇0(2𝑥− 𝑦))

0
𝐾(𝑦)𝑑𝑦 =

=

∫︁ ∞

−∞

0
𝐾(𝑦)𝑑𝑦 = 2

∫︁ ∞

0

0
𝐾(𝑦)𝑑𝑦 = 1, ибо

∫︁ ∞

0

0
𝐾(𝑦)𝑑𝑦 =

1

2
.

Для примеров 𝑘1), 𝑘3) проверка условий 1) и 2) осуществляется аналогич-
ными рассуждениями.

Следует отметить, что если дополнительно lim
𝑥→±∞

𝑞𝑗(𝑥) = lim
𝑥→±∞

𝜇0(𝑥) = 1,

𝑗 = 1, 2, lim
𝑥→±∞

𝜆(𝑥) = 1, то условия A) и B) также будут выполнены.

Для полноты изложения приведем также конкретные примеры {𝑞𝑗(𝑥)}𝑗=1,2,
0
𝐾 и 𝜇0:

𝑞𝑗(𝑥) = 1− (1− 𝑑𝑗)𝑒
−|𝑥|, 𝑗 = 1, 2, 𝑥 ∈ R;

𝑞𝑗(𝑥) = 1− 1− 𝑑𝑗
1 + |𝑥|2+𝛿0

, 𝛿0 > 0, 𝑗 = 1, 2, 𝑥 ∈ R;

0
𝐾(𝑥) =

1√
4𝜋𝜏

𝑒−
𝑥2

4𝜏 , 𝑥 ∈ R, (82)

где 𝜏 > 0— числовой параметр;

0
𝐾(𝑥) =

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑒−|𝑥|𝑠𝒟(𝑠)𝑑𝑠, 𝑥 ∈ R, (83)

где 𝒟(𝑠) > 0— непрерывная функция на [𝑎, 𝑏), 0 < 𝑎 < 𝑏 6 +∞, причем

2

∫︁ 𝑏

𝑎

𝒟(𝑠)

𝑠
𝑑𝑠 = 1;

𝜇0(𝑥) = 1− (1− 𝑐)𝑒−𝑥
2
, 𝑥 ∈ R; (84)

𝜇0(𝑥) = 1− 1− 𝑐

1 + 𝑥4
, 𝑥 ∈ R.
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Отметим, что ядра, допускающие представления 𝑘1), и 𝑘2) (где
0
𝐾 задается

либо согласно (82), либо посредством (83), а 𝜇0(𝑥) имеет структуру (84)),
имеют приложения в теории 𝑝-адических открыто-замкнутых струн, в мате-
матической теории распространения эпидемии и в кинетической теории газов
(см. [1–5, 9, 10]).

Перейдем к примерам функции 𝜆:

𝜆(𝑥) = 1− 𝜀*𝑒−𝑥
2
, 𝑥 ∈ R;

𝜆(𝑥) = 1−
(︁𝑒−|𝑥| + 𝑒−𝑥

4

2

)︁
𝜀*, 𝑥 ∈ R,

где 𝜀* ∈ (0, 1)— числовой параметр.
Теперь приведем примеры нелинейности 𝐺0:

𝐺0(𝑢) =
𝑝
√
𝑢, 𝑢 ∈ R+, (85)

где 𝑝 > 2— произвольное число;

𝐺0(𝑢) = 𝛾(1− 𝑒−𝑢), 𝑢 ∈ R+, (86)

где 𝛾 > 1 — числовой параметр;

𝐺0(𝑢) =
1

2
( 𝑝
√
𝑢+ 𝛾(1− 𝑒−𝑢)), 𝑢 ∈ R+. (87)

Выполнение условий 𝑔1)–𝑔3) для нелинейности вида (85) очевидно. Ни-
же убедимся, что при подходящем выборе параметра 𝛾 > 1 нелинейность
𝐺0(𝑢) = 𝛾(1 − 𝑒−𝑢) удовлетворяет условиям 𝑔1)–𝑔3). Сначала заметим, что
𝐺0(𝑢) ↑ по 𝑢 на R+, ибо 𝐺′

0(𝑢) = 𝛾𝑒−𝑢 > 0. С другой стороны, так как
𝐺′′

0(𝑢) = −𝛾𝑒−𝑢 < 0, функция 𝑦 = 𝐺0(𝑢) выпукла вверх на R+. Докажем
теперь, что при 𝛾 > 1 уравнение 𝐺0(𝑢) = 𝑢 имеет положительное реше-
ние 𝜂. Рассмотрим функцию 𝜒(𝑢) := 𝛾(1 − 𝑒−𝑢) − 𝑢 на R+. Имеем 𝜒(0) = 0,
𝜒′(𝑢) = 𝛾𝑒−𝑢 − 1 > 0 при 0 6 𝑢 6 ln 𝛾 и 𝜒′(𝑢) < 0 при 𝑢 > ln 𝛾, 𝜒(+∞) = −∞.
Следовательно, существует единственное положительное решение 𝜂 > ln 𝛾
уравнения 𝐺0(𝑢) = 𝑢.

Проверим также, что уравнение 𝐺0(𝑢) = 2𝑢 при 𝛾 > 2 имеет положи-
тельное решение 𝜉, причем 𝜉 < 𝜂. С этой целью здесь рассмотрим функцию
�̃�(𝑢) := 𝛾(1 − 𝑒−𝑢) − 2𝑢, 𝑢 ∈ R+. Имеем �̃�(0) = 0, �̃�′(𝑢) = 𝛾𝑒−𝑢 − 2 > 0 при
0 6 𝑢 6 ln(𝛾/2) и �̃�′(𝑢) < 0 при 𝑢 > ln(𝛾/2), �̃�(+∞) = −∞. Следовательно,
уравнение 𝐺0(𝑢) = 2𝑢 также имеет единственное положительное решение 𝜉.
Из выпуклости вверх функции 𝐺0(𝑢) следует, что 𝐺0(𝑢)/𝑢 ↓ по 𝑢 на (0,+∞).

Учитывая монотонность функции 𝐺0(𝑢)
𝑢 и неравенство

𝐺0(𝜉)

𝜉
= 2 > 1 =

𝐺0(𝜂)

𝜂
,

заключаем, что 0 < 𝜉 < 𝜂.
С использованием двойного неравенства

max{𝑎, 𝑏} > 𝑎+ 𝑏

2
> min{𝑎, 𝑏}, 𝑎, 𝑏 > 0,

для примера (87) несложно проверить выполнение условий 𝑔1)–𝑔3).

473



Хач а т р я н Х. А., П е т р о с я н А. С.

Наконец, приведем примеры нелинейности 𝜔(𝑡, 𝑢).
Сперва приведем примеры 𝜔(𝑡, 𝑢) для случая 𝒥 :

𝜔(𝑡, 𝑢) = (1− 𝑒−𝑢)𝛽(𝑡), 𝑢 ∈ R+, (88)

где 𝛽(𝑡) > 0, 𝑡 ∈ R и 𝛽 ∈ 𝐿1(R);

𝜔(𝑡, 𝑢) =
𝑢𝛽(𝑡)

𝑢+ 1
, 𝑢 ∈ R+, 𝑡 ∈ R. (89)

Приведем также примеры 𝜔(𝑡, 𝑢) для случая ℒ :

𝜔(𝑡, 𝑢) =
𝛽0𝑢

𝑢+ Γ(𝑡)
, 𝑢 ∈ R+, 𝑡 ∈ R, (90)

где Γ(𝑡) > 0, 𝑡 ∈ R, Γ ∈ 𝐿1(R)— произвольная функция, а 𝛽0 > 0— число;

𝜔(𝑡, 𝑢) =
(︁
1− exp

(︁ 𝑢

𝜌(𝑡)
ln 𝑝(𝑡)

)︁)︁
𝛽0, 𝑢 ∈ R+, 𝑡 ∈ R, (91)

где функция 𝜌(𝑡) задается посредством формулы (63), а 𝑝(𝑡) — произвольная
функция на R со свойствами

0 < 𝑝(𝑡) < 1, 𝑡 ∈ R, 𝑝 ∈ 𝐿1(R).

Подробно обсудим пример (90). Во-первых, заметим, что

𝜕𝜔

𝜕𝑢
= 𝛽0

Γ(𝑡)

(𝑢+ Γ(𝑡))2
> 0, 𝑢 ∈ R+, 𝑡 ∈ R.

Следовательно, 𝜔(𝑡, 𝑢) ↑ по 𝑢 на R+. Очевидно, что

𝜔(𝑡, 0) ≡ 0 и sup
(𝑡,𝑢)∈R×R+

𝜔(𝑡, 𝑢) = 𝛽0,

причем

𝛽0 − 𝜔(𝑡, 𝜌(𝑡)) = 𝛽0 −
𝛽0𝜌(𝑡)

𝜌(𝑡) + Γ(𝑡)
=

𝛽0Γ(𝑡)

𝜌(𝑡) + Γ(𝑡)
.

Убедимся, что

0 < 𝑊 (𝑡) :=
Γ(𝑡)

𝜌(𝑡) + Γ(𝑡)
∈ 𝐿1(R).

Действительно, когда 𝑡 ∈ [𝛿1, 𝛿2], имеем

0 < 𝑊 (𝑡) 6 1, (92)

а когда 𝑡 ∈ (−∞, 𝛿1) ∪ (𝛿2,+∞), в силу (44) и (63) приходим к неравенству:

0 < 𝑊 (𝑡) 6
2

𝜂
Γ(𝑡) ∈ 𝐿1(R). (93)
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Принимая во внимание (92) и (93), в силу измеримости 𝑊 приходим к вклю-
чению 𝑊 ∈ 𝐿1(R). Следовательно, для функции вида (90) условие (62) вы-
полняется.

Теперь заметим, что 𝜔(𝑡, 𝑢) является выпуклой вверх функцией по 𝑢 на
множестве R+. Действительно, данный факт сразу следует из отрицательно-
сти 𝜕2𝜔/𝜕𝑢2 для всех 𝑡 ∈ R:

𝜕2𝜔

𝜕𝑢2
= − 2𝛽0Γ(𝑡)

(𝑢+ Γ(𝑡))3
< 0.

Проверка соответствующих условий для примеров (88), (89) и (91) осу-
ществляется по аналогии.

В конце работы отметим, что нелинейные интегральные уравнения с яд-
рами вида 𝑘1) и с нелинейностью вида (85)+ (89) встречаются в 𝑝-адической
математической физике и в кинетической теории газов, а уравнения с ядрами
вида 𝑘1), 𝑘2) и с нелинейностью вида (86) + (91) — в математической биологии
(см. [1–5, 9, 10]).
Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
ботке концепции статьи и в написании рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи была одобрена всеми авторами.
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Abstract

We consider a class of nonlinear integral equations with a stochastic and
symmetric kernel on the whole line. With certain particular representations
of the kernel and nonlinearity, equations of the mentioned type arise in many
branches of mathematical natural science. In particular, such equations occur
in the theory 𝑝-adic strings, in the kinetic theory of gases, in mathemati-
cal biology and in the theory of radiative transfer. Constructive existence
theorems are proved for non-negative non-trivial and bounded solutions un-
der various restrictions on the function describing the nonlinearity in the
equation. Under additional restrictions on the kernel and on the nonlinear-
ity, a uniqueness theorem is also proved in a certain class of bounded and
non-negative functions that have a finite limit in ±∞. At the end, specific
applied examples of the kernel and non-linearity are given that satisfy to all
restrictions of the proven statements.
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