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Аннотация
В рамках уравнений Эйлера рассматривается возможность достиже-

ния экстремальных значений давления во внутренней точке стационар-
ного течения невязкого газа. Течение может быть небаротропным. Из-
вестный (Г.Б. Сизых, 2018) дозвуковой принцип максимума давления
(ДПМД) нельзя применять в трансзвуковых и в сверхзвуковых обла-
стях течений. В условиях классического принципа максимума давления
К. Трусделла (1953) отсутствует ограничение на значения местных чи-
сел Маха, однако он обладает рядом особенностей, не позволяющих при-
менять его для верификации численных расчетов так же, как это можно
делать при использовании ДПМД в дозвуковых областях. Обнаружива-
ется неизвестный ранее принцип максимума давления: найдена функция
производных параметров течения, которая должна иметь определенный
знак (различный для минимума и для максимума давления) в точке,
в которой давление достигает строгого или нестрогого локального экс-
тремума. Этот принцип максимума давления назван «общим» (ОПМД),
поскольку в его условия не входят баротропность, ограничение на зна-
чения местных чисел Маха и предположение о том, что газ подчиняется
уравнению Менделеева–Клапейрона. Одним из следствий ОПМД явля-
ется вывод о том, что из условий принципа максимума давления К. Тру-
сделла можно исключить требование баротропности. ОПМД предлага-
ется использовать для верификации численных расчетов течения иде-
ального газа за отошедшим скачком уплотнения, формирующимся при
сверхзвуковом обтекании тел, а также для проверки численных расче-
тов обтекания тел вязким газом в областях, удаленных от источников
завихренности, где влиянием вязкости можно пренебречь.

Ключевые слова: уравнения Эйлера, принцип максимума давления,
невязкий газ, совершенный газ, точные решения, Q-параметр.
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Введение. В настоящей статье рассматриваются стационарные течения
как идеального (невязкого) совершенного (выполняется уравнение состоя-
ния Менделеева—Клапейрона) с постоянными теплоемкостями 𝑐𝑝 и 𝑐𝑣 газа,
так и идеального газа с произвольным уравнением состояния. Полная систе-
ма уравнений движения газа первого типа (включающая уравнение Эйле-
ра в форме Громеки—Ламба) для стационарных течений имеет следующий
вид [1–3]:

Ω×V = −𝜌−1∇𝑝−∇(𝑉 2/2), 𝑉 = |V|, Ω = rotV, (1)
div(𝜌V) = 0, (2)

V · ∇(𝑝𝜌−𝑘) = 0, (3)

где V — вектор скорости, 𝜌 > 0— плотность, 𝑝 > 0— давление, 𝑘 = 𝑐𝑝/𝑐𝑣 > 1—
показатель адиабаты Пуассона. Рассматриваются области, в которых пара-
метры течения (давление, плотность и компоненты скорости) дважды непре-
рывно дифференцируемы по координатам.

В случае газа с другим уравнением состояния первые два уравнения оста-
ются без изменений, а третье уравнение становится другим. Уравнение (3)
следует из закона сохранения энергии, выполнение которого для идеального
совершенного газа с постоянными теплоемкостями 𝑐𝑝 и 𝑐𝑣 означает адиаба-
тичность течения [1–3], что равносильно сохранению энтропийной функции
𝜎 = 𝑝𝜌−𝑘 вдоль линий тока. При этом на различных линиях тока энтро-
пийная функция может принимать различные значения. Если энтропийная
функция 𝜎 = 𝑝𝜌−𝑘 постоянна во всем течении (одинакова на всех линях тока),
то плотность можно представить функцией одного только давления, и тече-
ние будет баротропным. Но в общем случае энтропийная функция принимает
различные значения на различных линиях тока, и течение может быть неба-
ротропным. Такие течения возникают, например, за отошедшим головным
скачком, возникающим при обтекании равномерным сверхзвуковым потоком
тела с затупленной носовой частью. Кроме того, некоторые свойства таких
течений связаны со свойствами течений вязкого газа. Речь идет о дозвуко-
вом принципе максимума давления (ДПМД) [4]. Этот недавно обнаруженный
принцип верен для дозвуковых областей течений, параметры которых подчи-
няются системе (1)–(3). В условия ДПМД входит знак 𝑄-параметра (второ-
го скалярного инварианта тензора скоростей деформаций). Если 𝑢, 𝑣 и 𝑤—
компоненты скорости V в прямоугольной декартовой системе координат, то
𝑄-параметр может быть представлен в виде

𝑄 =
1

2

{︀
Ω2 − (∇𝑢)2 − (∇𝑣)2 − (∇𝑤)2

}︀
, (4)

где Ω = |Ω|. Из ДПМД следует (далее — следствие ДПМД), что если давление
достигает строгого или нестрогого минимума во внутренней точке тече-
ния, то 𝑄-параметр в этой точке должен быть неотрицательным, а во
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внутренней точке максимума давления 𝑄-параметр должен быть неполо-
жительным.

Для проверки расчетов течений за отошедшим головным скачком, на-
сколько известно автору настоящей работы, ДПМД еще не использовался.
При этом в [4] было предложено использовать проверку выполнения ново-
го принципа для дополнительной верификации численных расчетов течений
вязкого газа в областях, удаленных от источников завихренности, где в доста-
точно малых окрестностях точки экстремума применима модель небаротроп-
ного идеального газа, и должно выполнятся сформулированное выше след-
ствие ДПМД. Разумеется, что выполнение следствия ДПМД еще не означает
правильности решения, но его нарушение означает ошибочность решения.

Этот подход показал свою эффективность в серии работ В. В. Вышинско-
го с соавторами [5–12]. В работе [5] проведен расчет обтекания фюзеляжа вер-
толета с оперением и шасси. В [6] на примере расчета обтекания параллеле-
пипеда решалась задача о моделировании обтекания фрагментов ландшафта
(плохообтекаемых тел) атмосферным ветром. В работе [7] проведены расче-
ты ветровой нагрузки на колесо обозрения. Содержание расчетов работ [8–12]
видно из их названий. Все расчеты [5–12] подвергались дополнительной ве-
рификации путем проверки выполнения следствия ДПМД. В некоторых из
этих работ, например [8,11], результаты расчета демонстрируют выполнение
этого следствия, что авторами рассматривается как подтверждение высокого
качества полученных решений. В других работах, например [5–7,9], в перво-
начальных расчетах наблюдалось нарушение следствия ДПМД, приходилось
увеличивать число итераций, размеры расчетной области, модифицировать
и сгущать расчетную сетку в некоторых областях течения. В итоге удавалось
получать решения, в которых следствие ДПМД оказывалось выполненным.

В работе [12] на примерах численных расчетов дозвукового обтекания
компоновок летательных аппаратов и их элементов продемонстрирована эф-
фективность применения проверки выполнения следствия ДПМД в качестве
независимой верификации решений для выявления «слабых» мест в расче-
тах, которые приводят к снижению точности, а в ряде случаев — к получению
недостоверных результатов.

Таким образом, полученный в [4] ДПМД оказался востребованным. По-
этому представляется актуальным получить принцип максимума давления
(ПМД) без ограничений на величину местного числа Маха в точках рассмат-
риваемой области. Этому и посвящена настоящая статья.

1. Принцип максимума давления Трусделла. В статье [13] К. Тру-
сделл привел ряд примеров, показывающих, что величина

WK = (1− 4𝑄/Ω2)−1/2

лучше, чем |Ω|, отражает интуитивное представление физиков о том, на-
сколько сложней завихренное течение по сравнению с движением жидкости
как твердого тела или по сравнению со сдвиговым течением. В результате
Трусделл предложил считать WK «второй мерой завихренности». В теорети-
ческой аэрогидродинамике это предложение до сих пор не принято, но приве-
денные им примеры представляют самостоятельный интерес. Один из таких
примеров — принцип максимума давления в баротропных течениях идеально-
го газа. Этот ПМД справедлив для течений с любыми значениями местных
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чисел Маха. В условия ПМД Трусделла входят неравенства WK 6 1, WK > 1
и равенство WK = 1, равносильные неравенствам 𝑄 6 0, 𝑄 > 0 и равенству
𝑄 = 0 соответственно. Учитывая это, сформулируем стационарный вариант
ПМД Трусделла с использованием 𝑄-параметра вместо WK.

Баротропный ПМД Трусделла. Во внутренней точке области 𝐺 стаци-
онарного баротропного течения идеального газа, где давление непостоянно,
оно не может принимать минимального значения, если во всей области
𝑄 6 0 и (V · ∇)(V · ∇ ln 𝜌) 6 0; максимального и минимального значений,
если во всей области 𝑄 = 0 и (V·∇)(V·∇ ln 𝜌) = 0; максимального значения,
если во всей области 𝑄 > 0 и (V · ∇)(V · ∇ ln 𝜌) > 0.

Достоинством этого ПМД является отсутствие ограничений на значение
местного числа Маха. Его главный недостаток — отсутствие утверждений для
случаев𝑄 6 0, (V·∇)(V·∇ ln 𝜌) > 0 и𝑄 > 0, (V·∇)(V·∇ ln 𝜌) 6 0, в которых
верификация расчетов с помощью ПМД Трусделла становится невозможной.
Другой недостаток — невозможность при верификации ограничиться вычис-
лением производных параметров течения в точке экстремума давления, как
это можно делать при использовании следствия ДПМД (см. выделенное кур-
сивом во введении). Поясним это на примере верификации расчета течения
идеального совершенного газа с постоянными теплоемкостями (выполняется
уравнение (3)), в котором давление достигает минимума в некоторой внут-
ренней точке 𝐴.

Из ПМД Трусделла следует, что в любой окрестности точки 𝐴 долж-
на быть точка, в которой нарушено условие, состоящее из одновременного
выполнения условий 𝑄 6 0 и (V · ∇)(V · ∇ ln 𝜌) 6 0. Рассмотрим последо-
вательность таких точек, стремящуюся к 𝐴. В точках последовательности
или 𝑄 > 0, или (V · ∇)(V · ∇ ln 𝜌) > 0, или верны оба эти строгие нера-
венства. Поэтому хотя бы одно из строгих неравенств 𝑄 > 0 и (V · ∇) ×
× (V · ∇ ln 𝜌) > 0 выполняется на бесконечном числе точек последователь-
ности (на некоторой подпоследовательности). Отсюда в силу непрерывности
получаем, что в точке 𝐴 должна быть неотрицательной хотя бы одна из вели-
чин 𝑄 и (V · ∇)(V · ∇ ln 𝜌). Это следствие не позволяет «отфильтровывать»
неверные решения, поскольку неравенство (V ·∇)(V ·∇ ln 𝜌) > 0 всегда ока-
жется выполненным. Действительно, из (3) следует, что (V ·∇)(V ·∇ ln 𝜌) =
= 1

𝑘V ·∇(V ·∇ ln 𝑝). Используя известную формулу векторного анализа для
градиента скалярного произведения и учитывая, что ротор градиента равен
нулю, имеем

(V · ∇)(V · ∇ ln 𝜌) =
1

𝑘
V · ∇(V · ∇ ln 𝑝) = − 1

𝑘𝑝2
(V · ∇𝑝)2 +

+
1

𝑘𝑝
V · ((V · ∇)∇𝑝) +

1

𝑘𝑝
V · ((∇𝑝 · ∇)V) +

1

𝑘𝑝
V · (∇𝑝×Ω).

В точке 𝐴 градиент давления равен нулю. Поэтому

(V · ∇)(V · ∇ ln 𝜌)(𝐴) =
1

𝑘𝑝
V · ((V · ∇)∇𝑝)(𝐴).

Правая часть есть произведение 𝑉 2/(𝑘𝑝) на вторую производную давления
по направлению скорости в точке 𝐴 (в этом можно убедиться, записав пра-
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вую часть в прямоугольной системе координат, у которой одна из осей сона-
правлена со скоростью V в точке 𝐴). Одно из необходимых условий мини-
мума состоит в том, что такая вторая производная неотрицательна. Поэтому
(V · ∇)(V · ∇ ln 𝜌)(𝐴) > 0, что показывает невозможность ограничиться вы-
числением производных параметров течения в точке минимума при исполь-
зовании ПМД Трусделла.

Как будет показано в следующем разделе, ПМД Трусделла справедлив
и для небаротропных течений. Однако даже с учетом применимости к небаро-
тропным течениям ПМД Трусделла сохраняет описанные выше недостатки,
затрудняющие, а в некоторых случаях — делающие невозможной верифика-
цию расчетов.

2. Общий принцип максимума давления. Рассмотрим стационарное
течение невязкого газа (с произвольным уравнением состояния) в простран-
ственной области 𝐺. Параметры течения подчиняются, в частности, уравне-
ниям (1) и (2). (Уравнение (3) может иметь другой вид, но оно в настоящем
разделе использоваться не будет.) Применяя оператор дивергенции к уравне-
нию (1), получим

𝜌−1Δ𝑝− 𝜌−2∇𝑝 · ∇𝜌 = Ω2 −V · rotΩ−Δ𝑉 2/2, (5)

где Δ— оператор Лапласа. Используя координатную запись операторов, мож-
но убедиться в верности следующего тождества:

Δ𝑉 2/2 ≡ V ·ΔV + (∇𝑢)2 + (∇𝑣)2 + (∇𝑤)2.

Вместе с другим известным векторным тождеством V ·rotΩ ≡ V ·∇ divV−
−V · ∇V это позволяет записать (5) в виде

𝜌−1Δ𝑝− 𝜌−2∇𝑝 · ∇𝜌+V · ∇divV = Ω2 − (∇𝑢)2 − (∇𝑣)2 − (∇𝑤)2. (6)

Из уравнения неразрывности (2) следует, что divV = −V · ∇ ln 𝜌, и поэтому
V · ∇ divV = −V · ∇(V · ∇ ln 𝜌). Подставляя последнее равенство в (6),
получаем

𝜌−1Δ𝑝− 𝜌−2∇𝑝 · ∇𝜌 = Ω2 − (∇𝑢)2 − (∇𝑣)2 − (∇𝑤)2 +V · ∇(V · ∇ ln 𝜌),

или
𝜌−1Δ𝑝− 𝜌−2∇𝑝 · ∇𝜌 = 2𝑄+V · ∇(V · ∇ ln 𝜌). (7)

Зафиксируем произвольно выбранную прямоугольную декартову систему
координат 𝑂𝑥𝑦𝑧 и запишем левую часть (7) в координатной форме:

𝑎11
𝜕2𝑝

𝜕𝑥2
+ 2𝑎12

𝜕2𝑝

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑎22

𝜕2𝑝

𝜕𝑦2
+ 2𝑎13

𝜕2𝑝

𝜕𝑥𝜕𝑧
+ 2𝑎23

𝜕2𝑝

𝜕𝑦𝜕𝑧
+ 𝑎33

𝜕2𝑝

𝜕𝑧2
+

+ 𝑏1
𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝑏2

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ 𝑏3

𝜕𝑝

𝜕𝑧
= 𝑓, (8)

где 𝑓 = 2𝑄 + V · ∇(V · ∇ ln 𝜌), 𝑎11 = 𝑎22 = 𝑎33 = 𝜌−1, 𝑎12 = 𝑎13 = 𝑎23 = 0,

𝑏1 = −𝜌−2 𝜕𝜌

𝜕𝑥
, 𝑏2 = −𝜌−2 𝜕𝜌

𝜕𝑦
, 𝑏3 = −𝜌−2𝜕𝜌

𝜕𝑧
.
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Для выяснения экстремальных свойств решения этого уравнения исполь-
зуем следствие теоремы Хопфа [14,15], приведенное в [16].

Следствие теоремы Хопфа. Пусть во всех точках ограниченной области
𝐺 коэффициенты 𝑎11, 𝑎12, 𝑎22, 𝑎13, 𝑎23, 𝑎33 уравнения (8) являются коэффици-
ентами положительно определенной квадратичной формы 𝐴. Пусть, далее,
для любой точки 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐺 существуют числа 𝜔 = 𝜔(𝑥, 𝑦, 𝑧) > 0 и
Δ = Δ(𝑥, 𝑦, 𝑧) > 0 такие, что замкнутый шар 𝑈(𝑀 ;𝜔) целиком лежит
в области 𝐺 и в нем все коэффициенты уравнения (8) ограничены и выпол-
няется неравенство det𝐴 > Δ.

И пусть во всех точках области 𝐺 выполняется неравенство 𝑓 6 0.
Тогда если решение 𝑝 ∈ 𝐶2(𝐺) уравнения (8) непрерывно в замкнутой облас-
ти 𝐺, то 𝑝 > min

𝜕𝐺
𝑝 во всей области 𝐺. При этом, если 𝑝 ̸= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 в 𝐺,

равенство 𝑝 = min
𝜕𝐺

𝑝 возможно только на границе 𝜕𝐺. (Аналогично для мак-

симума при 𝑓 > 0.)
Левая часть (8) удовлетворяет всем условиям этого следствия теоремы

Хопфа, и его выводы зависят от знака правой части. В итоге приходим к ос-
новному результату.

Общий принцип максимума давления (ОПМД). Пусть все газодинами-
ческие параметры (V, 𝜌, 𝑝) стационарного течения идеального (невязкого)
газа являются дважды непрерывно дифференцируемыми функциями коор-
динат в некоторой ограниченной области 𝐺, а давление 𝑝 непрерывно на
замыкании 𝐺. И пусть в 𝐺 выполняются уравнения (1), (2), а величина 𝑄
определяется формулой (4). Тогда если давление непостоянно в 𝐺, то спра-
ведливы следующие утверждения:

1) если во всех точках 𝐺 выполняется условие 2𝑄+V · ∇(V · ∇ ln 𝜌) 6 0,
то давление 𝑝 достигает минимума на 𝐺 на границе и только на гра-
нице области 𝐺;

2) если во всех точках 𝐺 выполняется условие 2𝑄+V · ∇(V · ∇ ln 𝜌) > 0,
то давление 𝑝 достигает максимума на 𝐺 на границе и только на
границе области 𝐺;

3) если во всех точках 𝐺 выполняется условие 2𝑄+V · ∇(V · ∇ ln 𝜌) = 0,
то давление 𝑝 достигает минимума и максимума на 𝐺 на границе
и только на границе области 𝐺.

Этот ПМД здесь предложено назвать «общим» по трем причинам:
1) он верен как для баротропных, так и для небаротропных течений (по-

скольку в доказательстве баротропность не используется);
2) в нем отсутствуют ограничения на значения местных чисел Маха;
3) он верен для течений невязкого газа с произвольным уравнением состо-

яния (а не только для совершенного газа), поскольку в доказательстве
не используется уравнение (3).

Следствием ОПМД является следующее утверждение.
Следствие ОПМД. Пусть все газодинамические параметры (V, 𝜌, 𝑝) ста-

ционарного течения идеального (невязкого) газа являются дважды непре-
рывно дифференцируемыми функциями координат в некоторой окрестности
точки экстремума давления 𝐴 (которая есть внутренняя точка течения),
и пусть в этой окрестности выполняются уравнения (1), (2), а величина 𝑄
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определяется формулой (4). Тогда если давление достигает в точке 𝐴 стро-
гого или нестрогого минимума, то величина 2𝑄 +V · ∇(V · ∇ ln 𝜌) в этой
точке должна быть неотрицательной, а если давление достигает в точ-
ке 𝐴 строгого или нестрогого максимума, то величина 2𝑄+V ·∇(V ·∇ ln 𝜌)
должна быть неположительной.

Это следствие позволяет при верификации ограничиться вычислением
производных параметров течения в точке экстремума давления так же, как
это можно делать при использовании следствия ДПМД. Заметим, что в до-
звуковых областях течения удобнее применять ДПМД, содержащий более
простые условия и не требующий вычисления вторых производных.

Сравнивая приведенные выше формулировки (баротропного) ПМД Тру-
сделла и ОПМД, можно убедиться в том, что первый ПМД есть следствие
второго (но не наоборот). Область применения ОПМД шире и включает
в себя область применения ПМД Трусделла (см. описание в первом разде-
ле «главного недостатка» ПМД Трусделла). Поэтому ОПМД представляет
собой обобщение ПМД Трусделла. Из сравнения формулировок также вид-
но, что ПМД Трусделла оказывается верен и для небаротропных течений.

Как и в случае с ДПМД, можно использовать проверку выполнения
ОПМД для дополнительной верификации численных расчетов течений вяз-
кого газа в областях, удаленных от источников завихренности, где в достаточ-
но малых окрестностях точки экстремума применима модель небаротропного
идеального газа и должно выполняться сформулированное выше следствие
ОПМД. Заметим, что многие другие закономерности течений невязкого газа,
например, интегральные инварианты [17–19], справедливы для вязкого га-
за, только если вязкостью можно пренебречь во всем поле течения, что, как
правило, невозможно.

3. Применение ОПМД для верификации расчетов течений совер-
шенного газа. При проверке расчетов течений в рамках модели идеального
совершенного газа можно пользоваться уравнением (3). Наличие этого урав-
нения в полной системе уравнений движения помогает в некоторых случаях
упростить проверку следствия ОПМД и не вычислять вторые производные
(не вычислять V · ∇(V · ∇ ln 𝜌)). Речь идет о следующем.

Как было показано в первом разделе на примере минимума, в точке экс-
тремума 𝐴, являющейся внутренней точкой течения, знак V·∇(V·∇ ln 𝜌)(𝐴)
совпадает со знаком второй производной по направлению скорости (точки
торможения не рассматриваются, так как для дозвуковых областей проще
применять ДПМД). В точке минимума такая вторая производная неотрица-
тельна, а в точке максимума — неположительна. Поэтому если в точке мини-
мума давления (в численном расчете) окажется, что 𝑄 > 0, то, поскольку
величина 2𝑄+V · ∇(V · ∇ ln 𝜌), входящая в условие следствия ОПМД, «ав-
томатически» оказывается неотрицательной, величину V · ∇(V · ∇ ln 𝜌)
можно не вычислять — в численном расчете следствие ОПМД будет выпол-
нено. Аналогично, если в точке максимума давления (в численном расчете)
окажется, что 𝑄 6 0, то величину V ·∇(V ·∇ ln 𝜌) можно не вычислять —
в численном расчете следствие ОПМД будет выполнено.

В других случаях для применения следствия ОПМД необходимо вычис-
лять 2𝑄 + V · ∇(V · ∇ ln 𝜌) в точке 𝐴. При этом представляется полезным
использовать тот факт, что (см. первый раздел) величина V ·∇(V ·∇ ln 𝜌)(𝐴)
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равна произведению 𝑉 2/(𝑘𝑝) на вторую производную давления по направле-
нию скорости V в точке 𝐴.

Заключение. Получен принцип максимума давления для стационарных
небаротропных течений газа. В условиях этого принципа нет требований
к значениям местного числа Маха, и он верен для течений невязкого газа
с произвольным уравнением состояния. Поэтому было предложено назвать
его «общим» (ОПМД). Для дозвуковых областей проще и удобнее применять
ДПМД, но для трансзвуковых и сверхзвуковых областей в настоящее время
ОПМД — это единственный известный принцип максимума. Предлагается ис-
пользовать следствие ОПМД для верификации расчетов стационарных тече-
ний идеального газа (например, за отошедшим головным скачком) и расчетов
течений вязкого газа в областях, удаленных от источников завихренности, где
в достаточно малых окрестностях внутренней точки экстремума применима
модель небаротропного течения идеального газа. При этом в случае модели
идеального совершенного газа предлагается использовать результат третьего
раздела.
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Abstract
Within the framework of the Euler equations, the possibility of achieving

extreme pressure values at the inner point of a stationary flow of a nonvis-
cous gas is considered. The flow can be non-barotropic. The well-known
(G.B. Sizykh, 2018) subsonic principle of maximum pressure (SPMP) can-
not be applied in transonic and supersonic flow regions. Under the condi-
tions of the classical principle of maximum pressure by C. Truesdell (1953),
there is no restriction on the values of local Mach numbers, but it has a
number of features that do not allow it to be used to verify numerical cal-
culations in the same way as it can be done when using SPMP in subsonic
regions. A previously unknown principle of maximum pressure is discovered:
a function of derivative flow parameters is found, which must have a certain
sign (different for minimum and for maximum pressure) at the point where
the pressure reaches a strict or nonstrict local extremum. This principle of
maximum pressure is called “general” (GPMP) because its conditions do
not include barotropicity, restrictions on the values of local Mach numbers,
and the assumption that the gas obeys the Mendeleev–Clapeyron equation.
One of the consequences of GPMP is the conclusion that the requirement
of barotropicity can be excluded from the conditions of Truesdell’s princi-
ple of maximum pressure. It is proposed to use GPMP to verify numerical
calculations of the ideal gas flow behind a detached shock wave formed in
a supersonic flow around bodies and to verify numerical calculations of a
viscous gas flow around bodies in regions remote from sources of vorticity,
where the effect of viscosity can be neglected.
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