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Аннотация

Изучена начальная задача для уравнения колебаний прямоугольной
пластины с граничными условиями типа «шарнир–заделка». Установ-
лено энергетическое неравенство, из которого следует единственность
решения поставленной начально-граничной задачи. Доказаны соответ-
ствующие теоремы существования и устойчивости решения задачи в
классах регулярных и обобщенных решений. Существование решения
поставленной задачи проводится методом спектрального анализа и оно
построено в виде суммы ортогонального ряда по системе собственных
функций соответствующей двумерной спектральной задачи, которая
строится методом разделения переменных. Дано полное обоснование
сходимости построенного трехмерного ряда в классе регулярных реше-
ний рассматриваемого уравнения. Обобщенное решение определяется
как равномерный предел последовательности регулярных решений на-
чально-граничной задачи.
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Колебания пластины с граничными условиями «шарнир–заделка»

1. Постановка задачи. Рассмотрим дифференциальное уравнение в част-
ных производных четвертого порядка [1, с. 394]

𝐿𝑢 ≡ 𝑢𝑡𝑡 + 𝛼2Δ2𝑢 = 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡), (1)

которое моделирует поперечные колебания тонкой однородной прямоуголь-
ной пластины толщины ℎ (при этом ее толщина полагается малой по сравне-
нию с другими размерами) со сторонами 𝑝 и 𝑞, где 𝛼2 = 𝐸𝐽/(𝜌ℎ); 𝐸𝐽 — жест-
кость пластинки; 𝜌— масса на единицу площади пластинки; 𝐸 — модуль упру-
гости материала; 𝐽 — момент инерции; Δ𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦; 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡)— непрерыв-
ная внешняя сила, рассчитанная на единицу площади пластинки; 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)—
смещение точки (𝑥, 𝑦) пластинки в момент времени.

Отметим, что многие задачи о колебаниях мембран, пластинок имеют
важное прикладное значение в строительной механике, авиастроении, ма-
шиностроении, судостроении и т.д., которые изучены в известных работах
( [2, с. 444–449], [3, с. 211–219], [4, с. 132–133], [5, с. 248–258], [6, с. 35–69]
и др.).

Для определения колебания (смещения) 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) точек (𝑥, 𝑦) пластинки
нужно задать граничные условия на краях 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑝, 𝑦 = 0 и 𝑦 = 𝑞.
Вид граничных условий зависит от способа закрепления соответствующих
краев. В этой работе изучим случай, когда стороны 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝑝 шарнирно
закреплены, а стороны 𝑦 = 0 и 𝑦 = 𝑞 наглухо заделаны:{︂

𝑢(0, 𝑦, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥(0, 𝑦, 𝑡) = 𝑢(𝑝, 𝑦, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥(𝑝, 𝑦, 𝑡) = 0, 0 6 𝑦 6 𝑞, 0 6 𝑡 6 𝑇 ;
𝑢(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑢𝑦(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑞, 𝑡) = 𝑢𝑦(𝑥, 𝑞, 𝑡) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑝, 0 6 𝑡 6 𝑇.

(2)

Начальные условия такие же, как и в случае колебаний мембраны:

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)
⃒⃒
𝑡=0

= 𝜙(𝑥, 𝑦), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑡)
⃒⃒
𝑡=0

= 𝜓(𝑥, 𝑦), 0 6 𝑥 6 𝑝, 0 6 𝑦 6 𝑞. (3)

Введем обозначения:

𝑄 =
{︀
(𝑥, 𝑦, 𝑡)|(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, 0 < 𝑡 < 𝑇

}︀
, 𝐷 =

{︀
(𝑥, 𝑦)|0 < 𝑥 < 𝑝, 0 < 𝑦 < 𝑞

}︀
,

где 𝑝, 𝑞 и 𝑇 — заданные положительные числа, и поставим следующую начально-
граничную задачу.

Задача 1. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) со свойствами

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝐶4,2
𝑥𝑦,𝑡(𝑄), (4)

𝐿𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) ≡ 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡), (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝑄, (5)

которая удовлетворяет начальным условиям (3) и граничным условиям (2),
где 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝜙(𝑥, 𝑦) и 𝜓(𝑥, 𝑦)— заданные достаточно гладкие функции, сим-
вол 𝐶𝑛,𝑚

𝑥𝑦,𝑡 (𝐷) означает множество функций, имеющих непрерывные частные
производные по переменным 𝑥, 𝑦 и 𝑡 соответственно до 𝑛-го и 𝑚-го порядка
включительно на множестве 𝐷, 𝑛, 𝑚 ∈ N0 = N ∪ {0}.

Отметим, что в работе [2, с. 444–449] путем представления решения в виде
двойного ряда

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) =

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

𝑎𝑚𝑛(𝑡) sin
𝑚𝜋𝑥

𝑝
sin

𝑛𝜋𝑦

𝑞
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и использования интегралов энергий найдены собственные частоты и фор-
ма собственных колебаний прямоугольной пластины в случае шарнирного
закрепления на краях. В монографии [3, с. 211–219] исследуются колебания
с условиями (2). Здесь сначала изучается задача, в постановке которой все
края свободно оперты, затем на ее основе достаточно сложным путем иссле-
дуется поставленная задача. Полученные результаты являются приближен-
ными.

В работе [4, с. 132–133] предлагается вариационный метод нахождения
собственных частот колебаний.

В монографии [5, с. 250–251] отмечается аналог задачи с условиями (2)
в идейном уровне без подробных исследований.

В книге [6, с. 35–69] используется метод асимптотических разложений по
малому параметру для нахождения приближенных значений собственных ча-
стот и формы собственных колебаний пластины с различными режимами на
краях. Но вопросы по построению решений в явной форме и обоснованию кор-
ректности поставленной нами задачи не изучены. В работах [7–11] изучены
начально-граничные и обратные задачи для одномерного уравнения балки.
В работе [12] в случае шарнирного закрепления пластины на краях доказаны
теоремы существования и устойчивости решения начально-граничной задачи
в классах регулярных и обобщенных решений.

В настоящей работе исследуется задача (2)–(5) (задача 1) для уравне-
ния колебаний прямоугольной пластины с граничными условиями «шарнир–
заделка», т.е. с условиями (2). Установлено энергетическое неравенство, из
которого следует единственность решения поставленной начально-граничной
задачи. Для этой задачи доказаны теоремы существования и устойчивости
решения в классах регулярных и обобщенных решений. При этом решение
построено в явном виде.

2. Энергетическое неравенство. Единственность решения.
Теорема 1. Если существует решение начально-граничной задачи (2)–(5),

то при любом 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] для решения 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) справедливо неравенство∫︁∫︁
𝐷

[︀
𝑢2𝑡 + 𝛼2(𝑢2𝑥𝑥 + 2𝑢2𝑥𝑦 + 𝑢2𝑦𝑦)

]︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 6

6 𝑒𝑇
[︂∫︁∫︁

𝐷

[︀
𝜓2 + 𝛼2(𝜙2

𝑥𝑥 + 2𝜙2
𝑥𝑦 + 𝜙2

𝑦𝑦)
]︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 +

+

∫︁∫︁∫︁
𝑄
𝐹 2(𝑥, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡

]︂
. (6)

Отметим, что интеграл

𝐸0(𝑡) =
1

2

∫︁∫︁
𝐷

[︀
𝜌ℎ𝑢2𝑡 + 𝐸𝐽(𝑢2𝑥𝑥 + 2𝑢2𝑥𝑦 + 𝑢2𝑦𝑦)

]︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

= 𝜌ℎ
1

2

∫︁∫︁
𝐷

[︀
𝑢2𝑡 + 𝛼2(𝑢2𝑥𝑥 + 2𝑢2𝑥𝑦 + 𝑢2𝑦𝑦)

]︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝜌ℎ𝐸(𝑡)

представляет собой закон сохранения энергии свободных колебаний однород-
ной пластинки при нулевых граничных условиях (2).
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Действительно, кинетическая энергия движущейся пластинки состоит из
поступательного движения элемента 𝑑𝑥𝑑𝑦 параллельно смещению 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)
и определяется интегралом

𝐾(𝑡) =
1

2

∫︁∫︁
𝐷
𝜌ℎ𝑢2𝑡𝑑𝑥𝑑𝑦,

где 𝜌ℎ— масса на единицу поверхности пластинки.
Потенциальная энергия колебаний пластинки зависит от жесткости 𝐸𝐽

при изгибе и находится интегралом [2, с. 446]:

Π(𝑡) =
1

2

∫︁∫︁
𝐷
𝐸𝐽(𝑢2𝑥𝑥 + 2𝑢2𝑥𝑦 + 𝑢2𝑦𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Следовательно, интеграл 𝐸0(𝑡) = 𝐾(𝑡) + Π(𝑡) представляет собой полную
энергию свободных поперечных колебаний пластинки.

До к а з ат еvл ь ств о т е о р емы 1. Рассмотрим тождество

𝑢𝑡𝐿𝑢 =
1

2

[︀
𝑢2𝑡 + 𝛼2(𝑢2𝑥𝑥 + 2𝑢2𝑥𝑦 + 𝑢2𝑦𝑦)

]︀′
𝑡
+

+ 𝛼2
(︀
𝑢𝑡𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑡𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑡𝑢𝑥𝑦𝑦 − 𝑢𝑡𝑦𝑢𝑥𝑦

)︀′
𝑥
+

+ 𝛼2
(︀
𝑢𝑡𝑢𝑦𝑦𝑦 − 𝑢𝑡𝑦𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑡𝑢𝑥𝑥𝑦 − 𝑢𝑡𝑥𝑢𝑥𝑦

)︀′
𝑦

и, интегрируя его по области 𝑄𝜏 = 𝑄 ∩ {𝑡 < 𝜏}, 0 < 𝜏 6 𝑇 , будем иметь

𝐸(𝜏)− 𝐸(0) + 𝐽1 + 𝐽2 + 𝐽3 + 𝐽4 =

∫︁∫︁∫︁
𝑄𝜏

𝐹𝑢𝑡𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡, (7)

где

𝐽1 = 𝛼2

∫︁∫︁
𝑆1

(𝑢𝑡𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑡𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑡𝑢𝑥𝑦𝑦 − 𝑢𝑡𝑦𝑢𝑥𝑦)
⃒⃒
𝑥=𝑝

𝑑𝑦𝑑𝑡,

𝐽2 = 𝛼2

∫︁∫︁
𝑆2

(𝑢𝑡𝑢𝑦𝑦𝑦 − 𝑢𝑡𝑦𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑡𝑢𝑥𝑥𝑦 − 𝑢𝑡𝑥𝑢𝑥𝑦)
⃒⃒
𝑦=𝑞

𝑑𝑥𝑑𝑡,

𝐽3 = 𝛼2

∫︁∫︁
𝑆3

(𝑢𝑡𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑡𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑡𝑢𝑥𝑦𝑦 − 𝑢𝑡𝑦𝑢𝑥𝑦)
⃒⃒
𝑥=0

𝑑𝑦𝑑𝑡,

𝐽4 = 𝛼2

∫︁∫︁
𝑆4

(𝑢𝑡𝑢𝑦𝑦𝑦 − 𝑢𝑡𝑦𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑡𝑢𝑥𝑦𝑦 − 𝑢𝑡𝑥𝑢𝑥𝑦)
⃒⃒
𝑦=0

𝑑𝑥𝑑𝑡,

𝑆𝑖 — грани параллелепипеда𝑄𝜏 , лежащие соответственно на плоскостях 𝑥 = 𝑝,
𝑦 = 𝑞, 𝑥 = 0 и 𝑦 = 0.

Пусть выполнены граничные условия (2): 𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 = 0 при 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝑝.
Тогда 𝑢𝑡 = 𝑢𝑡𝑦 = 0 при 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝑝, поэтому интегралы 𝐽1 = 𝐽3 = 0.
Аналогично 𝑢𝑡 = 𝑢𝑡𝑥 = 𝑢𝑦𝑥 = 0 при 𝑦 = 0 и 𝑦 = 𝑞. В силу этого 𝐽2 = 𝐽4.

Тогда из равенства (7) следует, что

𝐸(𝜏) 6 𝐸(0) +
1

2

∫︁∫︁∫︁
𝑄𝜏

𝐹 2(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡+
1

2

∫︁∫︁∫︁
𝑄𝜏

𝑢2𝑡𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡 =

= 𝐴+
1

2

∫︁ 𝜏

0
𝑑𝑡

∫︁∫︁
𝐷1∪𝐷2

𝑢2𝑡𝑑𝑥𝑑𝑦 6 𝐴+

∫︁ 𝜏

0
𝐸(𝑡)𝑑𝑡, (8)

653



Саби т о в К. Б.

где

𝐴 = 𝐸(0) +
1

2

∫︁∫︁∫︁
𝑄𝜏

𝐹 2(𝑥, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡.

Отсюда, следуя [13, с. 77], получим

𝐴+

∫︁ 𝑇

0
𝐸(𝑡)𝑑𝑡 6 𝐴𝑒𝑇 . (9)

Тогда из неравенств (8), (9) следует оценка (6). �

Следствие 1. Если в условиях теоремы 1 правая часть 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡) уравне-
ния (1) равна нулю, то при любом 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] справедливо равенство

𝐸(𝑡) = 𝐸(0) =
1

2

∫︁∫︁
𝐷

[︀
𝜓2(𝑥, 𝑦) + 𝛼2(𝜙2

𝑥𝑥 + 2𝜙2
𝑥𝑦 + 𝜙2

𝑦𝑦)
]︀
𝑑𝑥𝑑𝑦. (10)

Равенство (10) означает, что полная энергия собственных колебаний од-
нородной пластины остается в течение всего процесса колебаний постоянной
и равной ее начальной энергии.

Справедливость равенства (10) следует из соотношения (7).
Следствие 2 (Теорема единственности). Если существует функция

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡), удовлетворяющая условиям (2)–(5), то она определяется единствен-
ным образом.

До к а з ат е л ь ств о. Пусть существуют функции 𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡) и 𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡),
которые удовлетворяют условиям следствия 2. Тогда их разность 𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡)−
− 𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) принадлежит классу (4), удовлетворяет однородному
уравнению 𝐿𝑢 ≡ 0 в𝑄, нулевым начальным условиям 𝑢(𝑥, 𝑦, 0)=𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 0)≡ 0
и граничным условиям (2). Для такого решения из равенства (10) имеем

𝐸(𝑡) =
1

2

∫︁∫︁
𝑄

[︀
𝑢2𝑡 + 𝛼2(𝑢2𝑥𝑥 + 2𝑢2𝑥𝑦 + 𝑢2𝑦𝑦)

]︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0

при любом 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Данное равенство возможно только тогда, когда 𝑢𝑡 ≡ 0,
𝑢𝑥𝑥 ≡ 0, 𝑢𝑥𝑦 ≡ 0 и 𝑢𝑦𝑦 ≡ 0 в области 𝑄. Из этих условий следует, что
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐, где 𝑎, 𝑏 и 𝑐— произвольные постоянные. По усло-
вию эта функция должна удовлетворять граничным условиям (2) и нулевым
начальным условиям. Из этих условий следует, что 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 0. Следова-
тельно, 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) ≡ 0 в 𝑄. �

3. Колебания пластины с граничными условиями «шарнир–за-
делка». В уравнении (1) разделим переменные 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑡). Тогда
относительно 𝑣(𝑥, 𝑦) получим спектральную задачу

Δ2𝑣 − 𝜆2𝑣 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, (11)

𝑣(0, 𝑦) = 𝑣𝑥𝑥(0, 𝑦) = 𝑣(𝑝, 𝑦) = 𝑣𝑥𝑥(𝑝, 𝑦) = 0, 0 6 𝑦 6 𝑞, (12)

𝑣(𝑥, 0) = 𝑣𝑦(𝑥, 0) = 𝑣(𝑥, 𝑞) = 𝑣𝑦(𝑥, 𝑞) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑝. (13)
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Решение спектральной задачи (11)–(13) будем искать в виде 𝑣(𝑥, 𝑦) =
= 𝑋(𝑥)𝑌 (𝑦). Тогда из уравнения (11) будем иметь

𝑋𝐼𝑉

𝑋
= −𝑌

𝐼𝑉

𝑌
− 2

𝑌 ′′

𝑌

𝑋 ′′

𝑋
+ 𝜆2 = −𝜇2.

Допустим, что 𝑋 ′′ = −𝐶0𝑋, где 𝐶0 = const > 0. Тогда получим

𝑋𝐼𝑉 (𝑥) + 𝜇2𝑋(𝑥) = 0, 0 < 𝑥 < 𝑝, (14)

𝑌 𝐼𝑉 (𝑦)− 2𝐶0𝑌
′′(𝑦)− (𝜇2 + 𝜆2)𝑌 (𝑦) = 0, 0 < 𝑦 < 𝑞. (15)

Из условия 𝑋 ′′ = −𝐶0𝑋 вытекает, что 𝑋𝐼𝑉 = −𝐶0𝑋
′′ = 𝐶2

0𝑋. Следо-
вательно, из уравнения (14) получим, что 𝜇2 = −𝐶2

0 , и относительно 𝑋(𝑥)
имеем спектральную задачу

𝑋𝐼𝑉 (𝑥)− 𝐶2
0𝑋(𝑥) = 0, 0 < 𝑥 < 𝑝, (16)

𝑋(0) = 𝑋 ′′(0) = 𝑋(𝑝) = 𝑋 ′′(𝑝) = 0. (17)
Обозначим через 𝐿 дифференциальный оператор, порожденный диффе-

ренциальным выражением 𝑋𝐼𝑉 на множестве функций 𝐶4(0, 𝑝)∩𝐶3[0, 𝑝], удо-
влетворяющих граничным условиям (17). Этот оператор является самосопря-
женным, так как задача, сопряженная задаче (16) и (17), совпадает с исход-
ной. Отсюда следует, что все собственные значения оператора 𝐿 являются
действительными числами, и собственные функции, соответствующие раз-
личным собственным значениям, ортогональны на [0, 𝑝]. Система собствен-
ных функций полна в пространстве 𝐿2[0, 𝑝]. При этом оператор 𝐿 является
положительным, поэтому каждое собственное значение является неотрица-
тельным и простым. Собственные функции задачи (16), (17) и соответству-
ющие им собственные значения имеют следующий вид [10]:

𝑋𝑚(𝑥) =
√︀

2/𝑝 sin 𝑑𝑚𝑥, (18)

𝐶2
0 = 𝑑4𝑚 = (𝜋𝑚/𝑝)4, 𝑚 = 1, 2, . . . . (19)

Для функций 𝑌 (𝑦) на основании (15) и (13) имеем следующую задачу:

𝑌 ′′(𝑦)− 2𝐶0𝑌
′′(𝑦)− (𝜆2 − 𝐶2

0 )𝑌 (𝑦) = 0, 0 < 𝑦 < 𝑞. (20)

𝑌 (0) = 𝑌 ′(0) = 𝑌 (𝑞) = 𝑦′(𝑞) = 0. (21)
Для дифференциального уравнения (20) составим характеристическое урав-
нение

𝑘4 − 2𝐶0𝑘
2 + 𝐶2

0 − 𝜆2 = 0,

имеющее корни

𝑘1 =
√︀
𝐶0 + 𝜆 = 𝛼, 𝑘2 = −𝛼, 𝑘3 =

√︀
𝐶0 − 𝜆 = 𝑖

√︀
𝜆− 𝐶0 = 𝑖𝛽, 𝑘4 = −𝑖𝛽.

Здесь считаем, что 𝐶0+𝜆 > 0, 𝐶0−𝜆 < 0. Тогда дифференциальное уравнение
(20) имеет общее решение

𝑌 (𝑦) = 𝑎1 ch𝛼𝑦 + 𝑎2 sh𝛼𝑦 + 𝑎3 cos𝛽𝑦 + 𝑎4 sin𝛽𝑦, (22)

где 𝑎𝑖 — произвольные постоянные.
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Удовлетворив функции (22) первым двум условиям из (21), найдем

𝑎3 = −𝑎1, 𝑎4 = −𝛼
𝛽
𝑎2.

Тогда функция (22) примет вид

𝑌 (𝑦) = 𝑎1(ch𝛼𝑦 − cos𝛽𝑦) + 𝑎2

(︁
sh𝛼𝑦 − 𝛼

𝛽
sin𝛽𝑦

)︁
. (23)

Теперь удовлетворим функцию (23) двум последним условиям из (21):⎧⎨⎩𝑎1(ch𝛼𝑞 − cos𝛽𝑞) + 𝑎2

(︁
sh𝛼𝑞 − 𝛼

𝛽
sin𝛽𝑞

)︁
= 0,

𝑎1(𝛼 sh𝛼𝑞 + 𝛽 sin𝛽𝑞) + 𝑎2𝛼(ch𝛼𝑞 − cos𝛽𝑞) = 0.

Для определения 𝛽 приравняем к нулю определитель этой системы:

2𝛼𝛽 − 2𝛼𝛽 ch𝛼𝑞 cos𝛽𝑞 − (𝛽2 − 𝛼2) sh𝛼𝑞 sin𝛽𝑞 = 0. (24)

Уравнение (24) перепишем в виде

sin(𝛽𝑞 + 𝛾) =
2𝛼𝛽

𝐴
, (25)

где 𝛾 = arcsin
2𝛼𝛽 ch𝛼𝑞

𝐴
,

𝐴 =

√︁
(2𝛼𝛽 ch𝛼𝑞)2 + (𝛽2 − 𝛼2)2 sh2 𝛼𝑞 =

√︁
4𝛼2𝛽2 + (𝛼2 + 𝛽2)2 sh2 𝛼𝑞.

Из уравнения (25) найдем

𝛽 =
1

𝑞

[︁
𝜋𝑛+ (−1)𝑛 arcsin

2𝛼𝛽

𝐴
− 𝛾

]︁
, 𝑛 ∈ N, (26)

так как правая часть уравнения (25) больше нуля и меньше единицы.
Полученное равенство (26) относительно 𝛽 является нелинейным урав-

нением. Для обоснования существования его решения рассмотрим функцио-
нальное уравнение

𝛽 = 𝑓(𝛽) =
1

𝑞

[︁
𝜋𝑛+ (−1)𝑛 arcsin

2𝛼𝛽

𝐴
− 𝛾

]︁
при фиксированном 𝑛.

Как известно, для разрешимости такого уравнения достаточно того, что-
бы |𝑓 ′(𝛽)| < 1. Найдем производную:

𝑓 ′(𝛽) =
2𝛼(𝛼2 + 3𝛽2) sh𝛼𝑞

𝐴2

[︁
(−1)𝑛 +

𝛼2 + 𝛽2

𝛼2 − 𝛽2
ch𝛼𝑞

]︁
.

Отсюда получим оценку
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|𝑓 ′(𝛽)| 6
2𝛼(𝛼2 + 3𝛽2)

[︀
𝛼2 − 𝛽2 + (𝛼2 + 𝛽2) ch𝛼𝑞

]︀
(𝛼2 − 𝛽2)(𝛼2 + 𝛽2)2 sh𝛼𝑞

=

=
4𝛼(𝛼2 + 3𝛽2)

(︀
𝛼2 ch2 𝛼𝑞

2 + 𝛽2 sh2 𝛼𝑞
)︀

(𝛼2 − 𝛽2)(𝛼2 + 𝛽2)2 sh𝛼𝑞
=

=
2𝛼(𝛼2 + 3𝛽2)

(︀
𝛼2 + (𝛼2 + 𝛽2) sh2 𝛼𝑞

2

)︀
(𝛼2 − 𝛽2)(𝛼2 + 𝛽2)2 sh𝛼𝑞

,

которая меньше 1 при больших 𝛽, следовательно, и при больших 𝛼 (так как
𝛼 > 𝛽).

Тогда уравнение (26) имеет по крайней мере одно решение. Придавая 𝑛
различные значения, получим счетное множество значений 𝛽𝑛, которые нахо-
дятся из уравнения (25). При больших 𝑛 справедлива асимптотическая фор-
мула

𝛽𝑛 ≈ 𝜋𝑛/𝑞.

Соответствующая система собственных функций имеет вид

̃︀𝑌𝑛𝑚(𝑦) =

=
𝛽𝑛 sh𝛼𝑛𝑚𝑞 − 𝛼𝑛𝑚 sin𝛽𝑛𝑞

ch𝛼𝑛𝑚𝑞 − cos𝛽𝑛𝑞
(cos𝛽𝑛𝑦 − ch𝛼𝑛𝑚𝑦) + 𝛽𝑛 sh𝛼𝑛𝑚𝑦 − 𝛼𝑛𝑚 sin𝛽𝑛𝑦 =

= 𝐴𝑛𝑚(cos𝛽𝑛𝑦 − ch𝛼𝑛𝑚𝑦) + 𝛽𝑛 sh𝛼𝑛𝑚𝑦 − 𝛼𝑛𝑚 sin𝛽𝑛𝑦 =

=
1

ch𝛼𝑛𝑚𝑞 − cos𝛽𝑛𝑞

[︀
𝛽𝑛(sh𝛼𝑛𝑚𝑞 cos𝛽𝑛𝑦 − sh𝛼𝑛𝑚𝑦 cos𝛽𝑛𝑞)−

− 𝛽𝑛 sh𝛼𝑛𝑚(𝑞 − 𝑦)− 𝛼𝑛𝑚 sin𝛽𝑛(𝑞 − 𝑦) +

+ 𝛼𝑛𝑚(ch𝛼𝑛𝑚𝑦 sin𝛽𝑛𝑞 − ch𝛼𝑛𝑚𝑞 sin𝛽𝑛𝑦)
]︀
, (27)

которая, вообще говоря, зависит от номера 𝑚, так как 𝛼2 = 𝐶0 + 𝜆 = 2𝐶0 +
+ 𝛽2𝑛 = 2𝑑2𝑚 + 𝛽2𝑛 зависит от 𝑛 и 𝑚.

Ортогональность системы собственных функций (27) задачи (20), (21) сле-
дует из того, что дифференциальный оператор, определенный дифференци-
альным выражением 𝑌 𝐼𝑉 − 2𝐶0𝑌

′′ на множестве функций 𝐶4(0, 𝑞) ∩ 𝐶3[0, 𝑞],
удовлетворяющих граничным условиям (21), является самосопряженным.

Найдем норму элементов системы собственных функций (27):

‖̃︀𝑌𝑛𝑚‖2 =
∫︁ 𝑞

0

̃︀𝑌 2
𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦 =

=

∫︁ 𝑞

0

[︀
𝐴2

𝑛𝑚(cos𝛽𝑛𝑦 − ch𝛼𝑛𝑚𝑦)
2 + 2𝐴𝑛𝑚(cos𝛽𝑛𝑦 − ch𝛼𝑛𝑚𝑦)×

× (𝛽𝑛 sh𝛼𝑛𝑚𝑦 − 𝛼𝑛𝑚 sin𝛽𝑛𝑦) + (𝛽𝑛 sh𝛼𝑛𝑚𝑦 − 𝛼𝑛𝑚 sin𝛽𝑛𝑦)
2
]︀
𝑑𝑦 =

= 𝐽1 + 𝐽2 + 𝐽3.

Вычислим интегралы 𝐽𝑖:

𝐽1 = 𝐴2
𝑛𝑚

∫︁ 𝑞

0

(︀
cos2 𝛽𝑛𝑦 − 2 cos𝛽𝑛𝑦 ch𝛼𝑛𝑚𝑦 + ch2 𝛼𝑛𝑚𝑦

)︀
𝑑𝑦 =
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=
𝐴2

𝑛𝑚

2

(︁
𝑞+

sin 2𝛽𝑛𝑞

2𝛽𝑛

)︁
− 2𝐴2

𝑛𝑚

𝛼2
𝑛𝑚 + 𝛽2𝑛

[︀
𝛼𝑛𝑚 cos𝛽𝑛𝑞 sh𝛼𝑛𝑚𝑞+ 𝛽𝑛 sin𝛽𝑛𝑞 ch𝛼𝑛𝑚𝑞

]︀
+

+
𝐴2

𝑛𝑚

2

(︁
𝑞 +

sh 2𝛼𝑚𝑛𝑞

2𝛼𝑛𝑚

)︁
,

𝐽2 = 2𝐴𝑛𝑚

∫︁ 𝑞

0

(︀
𝛽𝑛 cos𝛽𝑛𝑦 sh𝛼𝑛𝑚𝑦 − 𝛼𝑛𝑚 cos𝛽𝑛𝑦 sin𝛽𝑛𝑦 −

− 𝛽𝑛 ch𝛼𝑛𝑚𝑦 sh𝛼𝑛𝑚𝑦 + 𝛼𝑛𝑚 ch𝛼𝑛𝑚𝑦 sin𝛽𝑛𝑦
)︀
𝑑𝑦 =

=
2𝐴𝑛𝑚𝛽𝑛
𝛼2
𝑛𝑚 + 𝛽2𝑛

[︀
𝛼𝑛𝑚 cos𝛽𝑛𝑞 ch𝛼𝑛𝑚𝑞 + 𝛽𝑛 sin𝛽𝑛𝑞 sh𝛼𝑛𝑚𝑞 − 𝛼𝑛𝑚

]︀
−

− 2𝐴𝑛𝑚𝛼𝑛𝑚
sin2 𝛽𝑛𝑞

2𝛽𝑛
− 2𝐴𝑛𝑚𝛽𝑛

sh2 𝛼𝑛𝑚𝑞

2𝛼
+

+
2𝐴𝑛𝑚𝛼𝑛𝑚

𝛼2
𝑛𝑚 + 𝛽2𝑛

[︀
𝛼𝑛𝑚 sin𝛽𝑛𝑞 sh𝛼𝑛𝑚𝑞 − 𝛽𝑛 cos𝛽𝑛𝑞 ch𝛼𝑛𝑚𝑞 + 𝛽𝑛

]︀
=

= − 𝐴𝑛𝑚

𝛼𝑛𝑚𝛽𝑛
(𝛽𝑛 sh𝛼𝑛𝑚𝑞 − 𝛼𝑛𝑚 sin𝛽𝑛𝑞)

2,

𝐽3 =

∫︁ 𝑞

0

(︀
𝛽2𝑛 sh

2 𝛼𝑛𝑚𝑦 − 2𝛽𝑛𝛼𝑛𝑚 sh𝛼𝑛𝑚𝑦 sin𝛽𝑛𝑦 + 𝛼2
𝑛𝑚 sin2 𝛽𝑛𝑦

)︀
𝑑𝑦 =

=
𝛽2𝑛
2

(︁sh 2𝛼𝑛𝑚𝑞

2𝛼𝑛𝑚
− 𝑞

)︁
− 2𝛽𝑛𝛼𝑛𝑚

𝛼2
𝑛𝑚 + 𝛽2𝑛

(︀
𝛼𝑛𝑚 sin𝛽𝑛𝑞 ch𝛼𝑛𝑚𝑞 − 𝛽𝑛 cos𝛽𝑛𝑞 sh𝛼𝑛𝑚𝑞

)︀
+

+
𝛼2
𝑛𝑚

2

(︁
𝑞 − sin 2𝛽𝑛𝑞

2𝛽𝑛

)︁
.

Предварительно с учетом равенства (24) вычислим

2𝐴2
𝑛𝑚

𝛼2
𝑛𝑚 + 𝛽2𝑛

[︀
𝛼𝑛𝑚 cos𝛽𝑛𝑞 sh𝛼𝑛𝑚𝑞 + 𝛽𝑛 sin𝛽𝑛𝑞 ch𝛼𝑛𝑚𝑞

]︀
+

+
2𝛽𝑛𝛼𝑛𝑚

𝛼2
𝑛𝑚 + 𝛽2𝑛

(︀
𝛼𝑛𝑚 sin𝛽𝑛𝑞 ch𝛼𝑛𝑚𝑞 − 𝛽𝑛 cos𝛽𝑛𝑞 sh𝛼𝑛𝑚𝑞

)︀
=

=
2

𝛼2
𝑛𝑚 + 𝛽2𝑛

[︀
(𝐴2

𝑛𝑚 − 𝛽2𝑛)𝛼𝑛𝑚 cos𝛽𝑛𝑞 sh𝛼𝑛𝑚𝑞 +

+ (𝐴2
𝑛𝑚 + 𝛼2

𝑛𝑚)𝛽𝑛 sin𝛽𝑛𝑞 ch𝛼𝑛𝑚𝑞
]︀
= 2𝐴𝑛𝑚 sin𝛽𝑛𝑞 sh𝛼𝑛𝑚𝑞.

Тогда будем иметь

‖̃︀𝑌𝑛𝑚‖2 =
(︁
𝐴2

𝑛𝑚 +
𝛼2
𝑛𝑚 − 𝛽2𝑛

2

)︁
𝑞 +

𝐴2
𝑛𝑚

4

(︁sin 2𝛽𝑛𝑞
𝛽𝑛

+
sh 2𝛼𝑛𝑚𝑞

𝛼𝑛𝑚

)︁
+

+
𝛽2𝑛 sh 2𝛼𝑛𝑚𝑞

4𝛼𝑛𝑚
− 𝛼2

𝑛𝑚

4𝛽𝑛
sin 2𝛽𝑛𝑞 − 2𝐴𝑛𝑚 sin𝛽𝑛𝑞 sh𝛼𝑛𝑚𝑞 −

− 𝐴𝑛𝑚

𝛼𝑛𝑚𝛽𝑛

(︀
𝛽𝑛 sh𝛼𝑛𝑚𝑞 − 𝛼 sin𝛽𝑛𝑞

)︀2
=
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=
(︁
𝐴2

𝑛𝑚 +
𝛼2
𝑛𝑚 − 𝛽2𝑛

2

)︁
𝑞 +

𝐴2
𝑛𝑚

4

(︁sin 2𝛽𝑛𝑞
𝛽𝑛

+
sh 2𝛼𝑛𝑚𝑞

𝛼𝑛𝑚

)︁
+

𝛽2𝑛
4𝛼𝑛𝑚

sh 2𝛼𝑛𝑚𝑞 −

− 𝛼2
𝑛𝑚

4𝛽𝑛
sin 2𝛽𝑛𝑞 −

𝐴𝑛𝑚𝛽𝑛
𝛼𝑛𝑚

sh2 𝛼𝑛𝑚𝑞 −
𝐴𝑛𝑚𝛼𝑛𝑚

𝛽𝑛
sin2 𝛽𝑛𝑞. (28)

Ортонормированная система собственных функций задачи (20), (21) опре-
деляется по формуле

𝑌𝑛𝑚(𝑦) =
1

‖̃︀𝑌𝑛𝑚‖
̃︀𝑌𝑛𝑚(𝑦), (29)

где ̃︀𝑌𝑛𝑚(𝑦) находятся по формуле (27), норма ‖̃︀𝑌𝑛𝑚‖— из формулы (28), а соб-
ственные значения 𝛽𝑛 — из равенства (26).

На основании найденных собственных функций (18) и (29) одномерных
спектральных задач (16), (17) и (20), (21) построим собственные функции

𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑋𝑚𝑛(𝑥)𝑌𝑛𝑚(𝑦), (30)

которые соответствуют собственным значениям

𝜆𝑚𝑛 = 𝑑2𝑚 + 𝛽2𝑛, (31)

где 𝑑𝑚 и 𝛽𝑛 находятся из формул (19) и (26) соответственно.
Следуя работам [10,14], введем функции

𝑢𝑚𝑛(𝑡) =

∫︁∫︁
𝐷
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, (32)

где 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)— решение начально-граничной задачи (2)–(5).
Дифференцируя равенство (32) по 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) дважды и учитывая уравне-

ние (1), получим

𝑢′′𝑚𝑛(𝑡) =

∫︁∫︁
𝐷
𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 −

− 𝛼2

∫︁∫︁
𝐷

(︀
𝑢𝑥𝑥𝑥𝑦 + 2𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦

)︀
𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦. (33)

Интегрируя по частям с учетом граничных условий (2) и (12), (13), имеем∫︁∫︁
𝐷
𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑑4𝑚

∫︁∫︁
𝐷
𝑢𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

∫︁∫︁
𝐷
𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=

∫︁ 𝑝

0
𝑋𝑚𝑛(𝑥)𝑑𝑥

∫︁ 𝑞

0
𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦𝑌𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷
𝑢(𝑥, 𝑦)𝑋𝑚𝑛(𝑥)𝑌

𝐼𝑉
𝑛𝑚 (𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=

∫︁∫︁
𝐷
𝑢(𝑥, 𝑦)𝑋𝑚𝑛(𝑥)

[︀
2𝐶0𝑌

′′
𝑛𝑚 + (𝜆2𝑚𝑛 − 𝐶2

0 )𝑌𝑛𝑚(𝑦)
]︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 =
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= 2𝑑2𝑚

∫︁∫︁
𝐷
𝑢𝑋𝑚𝑛(𝑥)𝑌

′′
𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 + (𝜆2𝑚𝑛 − 𝑑4𝑚)

∫︁∫︁
𝐷
𝑢𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

∫︁∫︁
𝐷
𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑞

0
𝑌𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦

∫︁ 𝑝

0
𝑢𝑦𝑦𝑥𝑥𝑋𝑚𝑛(𝑥)𝑑𝑥 =

= −𝑑2𝑚
∫︁∫︁

𝐷
𝑢𝑦𝑦𝑋𝑚𝑛(𝑥)𝑌𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = −𝑑2𝑚

∫︁ 𝑝

0
𝑋𝑚𝑛(𝑥)𝑑𝑥

∫︁ 𝑞

0
𝑢𝑦𝑦𝑌𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦 =

= −𝑑2𝑚
∫︁∫︁

𝐷
𝑢(𝑥, 𝑦)𝑋𝑚𝑛(𝑥)𝑌

′′
𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Подставляя найденные значения этих интегралов в равенство (33), по-
лучим обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка относи-
тельно 𝑢𝑚𝑛(𝑡):

𝑢′′𝑚𝑛(𝑡) + 𝛼2𝜆2𝑚𝑛𝑢𝑚𝑛(𝑡) = 𝐹𝑚𝑛(𝑡), (34)

где

𝐹𝑚𝑛(𝑡) =

∫︁∫︁
𝐷
𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Общее решение дифференциального уравнения (34) находится по формуле

𝑢𝑚𝑛 = 𝑎𝑚𝑛 cos𝛼𝜆𝑚𝑛𝑡+ 𝑏𝑚𝑛 sin𝛼𝜆𝑚𝑛𝑡+ ̃︀𝐹𝑚𝑛(𝑡), (35)

где ̃︀𝐹𝑚𝑛(𝑡) =
1

𝜔𝑚𝑛

∫︁ 𝑡

0
𝐹𝑚𝑛(𝑠) sin[𝜔𝑚𝑛(𝑡− 𝑠)]𝑑𝑠, 𝜔𝑚𝑛 = 𝛼𝜆𝑚𝑛, (36)

𝑎𝑚𝑛 и 𝑏𝑚𝑛 — произвольные постоянные. Для определения неизвестных 𝑎𝑚𝑛 и
𝑏𝑚𝑛 воспользуемся начальными условиями (3) и формулой (32):

𝑢𝑚𝑛(0) =

∫︁∫︁
𝐷
𝑢(𝑥, 𝑦, 0)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=

∫︁∫︁
𝐷
𝜙(𝑥, 𝑦)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝜙𝑚𝑛, (37)

𝑢′𝑚𝑛(0) =

∫︁∫︁
𝐷
𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 0)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=

∫︁∫︁
𝐷
𝜓(𝑥, 𝑦)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝜓𝑚𝑛. (38)

Удовлетворив функции (35) начальным условиям (37) и (38), найдем

𝑎𝑚𝑛 = 𝜙𝑚𝑛, 𝑏𝑚𝑛 =
𝜓𝑚𝑛

𝛼𝜆𝑚𝑛
.

Подставляя найденные значения 𝑎𝑚𝑛 и 𝑏𝑚𝑛 в формулу (35), получим явный
вид функций

𝑢𝑚𝑛(𝑡) = 𝜙𝑚𝑛 cos𝜔𝑚𝑛𝑡+
𝜓𝑚𝑛

𝜔𝑚𝑛
sin𝜔𝑚𝑛𝑡+ ̃︀𝐹𝑚𝑛(𝑡). (39)

660



Колебания пластины с граничными условиями «шарнир–заделка»

На основании частных решений (39) и (30) решение задачи (2)–(5) можно
определить в виде суммы ряда Фурье

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=1

𝑢𝑚𝑛(𝑡)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦). (40)

Лемма 1. При 𝑦 ∈ [0, 𝑞] и больших 𝑛 и 𝑚 справедливы оценки

|𝑌 𝑖
𝑛𝑚(𝑦)| 6𝑀𝑖𝛼

𝑖
𝑛𝑚, 𝑖 = 0, 4,

где здесь и далее 𝑀𝑖 — положительные постоянные, зависящие, вообще го-
воря, от 𝛼, 𝑝, 𝑞 и 𝑇.

До к а з ат е л ь ств о. Из формулы (27) следует, что при больших 𝑛 и 𝑚

|̃︀𝑌 𝑖
𝑛𝑚(𝑦)| 6 ̃︁𝑀𝑖+1𝛼

𝑖
𝑛𝑚, 𝑖 = 0, 4. (41)

Здесь ̃︁𝑀𝑖 — также положительные постоянные.
Оценим норму ‖𝑌𝑛𝑚‖. Для этого равенству (28) придадим несколько иной

вид:

‖̃︀𝑌𝑛𝑚‖2 =
(︁
𝐴2

𝑛+
𝛼2
𝑛𝑚 − 𝛽2𝑛

2

)︁
𝑞+

sh𝛼𝑛𝑚𝑞

2𝛼

[︀
(𝐴2

𝑛+𝛽
2
𝑛) ch𝛼𝑛𝑚𝑞−2𝐴𝑛𝛽𝑛 sh𝛼𝑛𝑚𝑞

]︀
+

+
sin𝛽𝑛𝑞

2𝛽𝑛

[︀
(𝐴2

𝑛 − 𝛼2
𝑛𝑚) cos𝛽𝑛𝑞 − 2𝐴𝑛𝛼𝑛𝑚 sin𝛽𝑛𝑞

]︀
=

=
(︁
𝐴2

𝑛 +
𝛼2
𝑛𝑚 − 𝛽2𝑛

2

)︁
𝑞 +

sh𝛼𝑛𝑚𝑞

2𝛼𝑛𝑚

[︀
(𝐴𝑛 − 𝛽𝑛)

2𝑒𝛼𝑛𝑚𝑞 + (𝐴𝑛 + 𝛽𝑛)
2𝑒−𝛼𝑛𝑚𝑞

]︀
+

+
𝐴2

𝑛 + 𝛼2
𝑛𝑚

2𝛽𝑛
sin𝛽𝑛𝑞 cos(𝛽𝑛𝑞 + 𝛾𝑛𝑚),

где 𝛾𝑛𝑚 = arccos
𝐴2

𝑛 − 𝛼2
𝑛𝑚

𝐴2
𝑛 + 𝛼2

𝑛𝑚

.

Поскольку 𝐴𝑛 ∼ 𝛽𝑛 при больших 𝑛 и 𝑚, отсюда следует, что ‖̃︀𝑌𝑛𝑚‖ ∼ 𝛼𝑛𝑚.
Тогда в силу неравенств (41) следует справедливость оценок, указанных в лем-
ме 1. �

Лемма 2. При любом 𝑡 ∈ [0, 𝑡] справедливы оценки

|𝑢𝑘(𝑡)| 6𝑀5

(︁
|𝜙𝑚𝑛|+

1

𝜆𝑚𝑛
|𝜓𝑚𝑛|+

1

𝜆𝑚𝑛
‖𝐹𝑚𝑛‖

)︁
, (42)

|𝑢′′𝑘(𝑡)| 6𝑀6

(︀
𝜆2𝑚𝑛|𝜙𝑚𝑛|+ 𝜆𝑚𝑛|𝜓𝑚𝑛|+ 𝜆𝑚𝑛‖𝐹𝑚𝑛‖

)︀
, (43)

где ‖𝐹𝑚𝑛‖ = max
06𝑡6𝑇

|𝐹𝑚𝑛(𝑡)|.

Справедливость оценок (42) и (43) следует из формул (39), (36) и леммы 1.
Формально из ряда (40) почленным дифференцированием составим ряды

𝑢𝑡𝑡 =

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

𝑢′′𝑚𝑛(𝑡)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦), (44)
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𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 =

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

𝑑4𝑚𝑢𝑚𝑛(𝑡)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦), (45)

𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦 =
∞∑︁

𝑚,𝑛=1

𝑢𝑚𝑛(𝑡)𝑋𝑚(𝑥)𝑌 𝐼𝑉
𝑛𝑚 (𝑦) =

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=1

𝑢𝑚𝑛(𝑡)𝑋𝑚(𝑡)
[︀
2𝑑2𝑚𝑌

′′
𝑛𝑚(𝑦) + (𝜆2𝑛𝑚 − 𝑑4𝑚)𝑌𝑛𝑚(𝑦)

]︀
=

= 2
∞∑︁

𝑚,𝑛=1

𝑑2𝑚𝑢𝑚𝑛(𝑡)𝑋𝑚(𝑡)𝑌 ′′
𝑛𝑚(𝑦) +

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

𝛽2𝑛𝛼
2
𝑛𝑚𝑢𝑚𝑛(𝑡)𝑣𝑛𝑚(𝑥, 𝑦), (46)

𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 = −
∞∑︁

𝑚,𝑛=1

𝑑2𝑚𝑢𝑚𝑛(𝑡)𝑋𝑚(𝑥)𝑌 ′′
𝑚𝑛(𝑦). (47)

Ряд (40) при (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝑄 на основании лемм 1 и 2 мажорируется рядом

𝑀7

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

(︀
|𝜙𝑚𝑛|+ 𝜆−1

𝑚𝑛|𝜓𝑚𝑛|+ 𝜆−1
𝑚𝑛‖𝐹𝑚𝑛‖

)︀
. (48)

А ряды (44)–(47) аналогично при (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝑄 на основании лемм 1 и 2 мажо-
рируются рядом

𝑀8

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

𝛼4
𝑚𝑛

(︀
|𝜙𝑚𝑛|+ 𝜆−1

𝑚𝑛|𝜓𝑚𝑛|+ 𝜆−1
𝑚𝑛‖𝐹𝑚𝑛‖

)︀
. (49)

Прежде обоснуем сходимость числового ряда (48).
Лемма 3. Пусть

𝜙(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶2,2
𝑥,𝑦(𝐷), 𝜙(0, 𝑦) = 𝜙(𝑝, 𝑦) = 0, 0 6 𝑦 6 𝑞;

𝜙(2,0)(𝑥, 0) = 𝜙(2,0)(𝑥, 𝑞) = 𝜙(2,1)(𝑥, 0) = 𝜙(2,1)(𝑥, 𝑞) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑝;

𝜓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1,1
𝑥,𝑦(𝐷), 𝜓(0, 𝑦) = 𝜓(𝑝, 𝑦) = 0, 0 6 𝑦 6 𝑞;

𝜓(1,0)(𝑥, 0) = 𝜓(1,0)(𝑥, 𝑞) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑝;

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄)∩𝐶1,1
𝑥,𝑦(𝐷), 𝐹 (0, 𝑦, 𝑡) = 𝐹 (𝑝, 𝑦, 𝑡) = 0, 0 6 𝑦 6 𝑞, 0 6 𝑡 6 𝑇 ;

𝐹𝑥(𝑥, 0, 𝑡) = 𝐹𝑥(𝑥, 𝑞, 𝑡) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑝, 0 6 𝑡 6 𝑇.

Тогда имеют место оценки

|𝜙𝑚𝑛| 6
𝑀9

𝑑2𝑚𝛽
2
𝑛

, |𝜓𝑚𝑛| 6
𝑀10

𝑑𝑚𝛽𝑛
, ‖𝐹𝑚𝑛‖ 6

𝑀11

𝑑𝑚𝛽𝑛
. (50)
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До к а з ат е л ь ств о. Проинтегрируем интеграл в (37) по частям два ра-
за по переменной 𝑥. Тогда имеем

𝜙𝑚𝑛 = − 1

𝑑2𝑚

∫︁∫︁
𝐷
𝜙
(2,0)
(𝑥,𝑦)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

= − 1

𝑑2𝑚

∫︁ 𝑝

0
𝑋𝑚(𝑥)𝑑𝑥

∫︁ 𝑞

0
𝜙(2,0)𝑌𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦. (51)

Внутренний интеграл снова два раза проинтегрируем по частям:∫︁ 𝑞

0
𝜙(2,0)𝑌𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦 = 𝜙(2,0)(𝑥, 𝑦)𝑌 (1)

𝑛𝑚(𝑦)

⃒⃒⃒⃒𝑞
0

−
∫︁ 𝑞

0
𝜙(2,1)(𝑥, 𝑦)𝑌 (1)

𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦, (52)

где

𝑌 (1)
𝑛𝑚(𝑦) =

1

‖̃︀𝑌𝑛𝑚‖

∫︁ ̃︀𝑌𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦 =

=
1

‖̃︀𝑌𝑛𝑚‖
1

ch𝛼𝑛𝑚𝑞 − cos𝛽𝑛𝑞

[︁
sh𝛼𝑛𝑚𝑞 sin𝛽𝑛𝑦 −

𝛽𝑛
𝛼𝑛𝑚

ch𝛼𝑛𝑚𝑦 cos𝛽𝑛𝑞 +

+
𝛽𝑛
𝛼𝑛𝑚

ch𝛼𝑛𝑚(𝑞 − 𝑦)− 𝛼𝑛𝑚

𝛽𝑛
cos𝛽𝑛(𝑞 − 𝑦) + sh𝛼𝑛𝑚𝑦 sin𝛽𝑛𝑞 −

− 𝛼𝑛𝑚

𝛽𝑛
ch𝛼𝑛𝑚𝑞 sin𝛽𝑛𝑦

]︁
=

1

𝛽𝑛
𝑌

(1)
𝑛𝑚(𝑦);

функция 𝑌 (1)
𝑛𝑚(𝑦) ограничена при больших 𝑛 и 𝑚.

Тогда равенство (52) примет вид∫︁ 𝑞

0
𝜙(2,0)(𝑥, 𝑦)𝑌𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦 = − 1

𝛽𝑛

∫︁ 𝑞

0
𝜙(2,1)(𝑥, 𝑦)𝑌

(1)
𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦 =

= − 1

𝛽𝑛

∫︁ 𝑞

0
𝜙(2,2)(𝑥, 𝑦)𝑌 (2)

𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦. (53)

Здесь

𝑌 (2)
𝑛𝑚(𝑦) =

∫︁
𝑌

(1)
𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦 =

=
1

𝛽𝑛

𝛼𝑛𝑚

‖̃︀𝑌𝑛𝑚‖
1

ch𝛼𝑛𝑚𝑞 − cos𝛽𝑛𝑞

[︁
− 𝛽𝑛
𝛼𝑛𝑚

sh𝛼𝑛𝑚𝑞 cos𝛽𝑛𝑦 −

− 𝛽3𝑛
𝛼3
𝑛𝑚

sh𝛼𝑛𝑚𝑦 cos𝛽𝑛𝑞 −
𝛽3𝑛
𝛼3
𝑛𝑚

sh𝛼𝑛𝑚(𝑞 − 𝑦) + sin𝛽𝑛(𝑞 − 𝑦) +

+
𝛽2𝑛
𝛼2
𝑛𝑚

ch𝛼𝑛𝑚𝑦 sin𝛽𝑛𝑞 − ch𝛼𝑛𝑚𝑞 sin𝛽𝑛𝑞
]︁
=

1

𝛽𝑛
𝑌

(2)
𝑛𝑚(𝑦); (54)

функция 𝑌 (2)
𝑛𝑚(𝑦) также ограничена при больших 𝑛 и 𝑚. С учетом представ-

ления (54) равенство (53) примет вид∫︁ 𝑞

0
𝜙(2,0)(𝑥, 𝑦)𝑌𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦 =

1

𝛽2𝑛

∫︁ 𝑞

0
𝜙(2,2)(𝑥, 𝑦)𝑌

(2)
𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦. (55)

663



Саби т о в К. Б.

Тогда из равенств (51) и (55) вытекает справедливость первой оценки
из (50). Аналогично получим представления

𝜓𝑚𝑛 =
1

𝑑𝑚

√︂
2

𝑝

∫︁ 𝑝

0
cos 𝑑𝑚𝑥𝑑𝑥

∫︁ 𝑞

0
𝜓(1,0)(𝑥, 𝑦)𝑌𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦 =

=
1

𝑑𝑚𝛽𝑛

√︂
2

𝑝

∫︁∫︁
𝐷
𝜓(1,1)(𝑥, 𝑦) cos 𝑑𝑚(𝑥)𝑌

(1)
𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

𝐹𝑚𝑛(𝑡) =
1

𝑑𝑚𝛽𝑛

√︂
2

𝑝

∫︁∫︁
𝐷
𝐹 (1,1)(𝑥, 𝑦, 𝑡) cos 𝑑𝑚(𝑥)𝑌

(1)
𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

на основании которых убеждаемся в справедливости остальных оценок из (50).
�

В силу оценок (50) ряд (48) при 𝑚, 𝑛 > 𝑁0, 𝑁0 — достаточно большое
натуральное число, мажорируется сходящимся рядом

𝑀12

∞∑︁
𝑚,𝑛>𝑁0

1

𝑑2𝑚𝛽
2
𝑛

+
1

(𝑑2𝑚 + 𝛽2𝑛)𝑑𝑚𝛽𝑛
6𝑀13

∞∑︁
𝑚,𝑛>𝑁0

1

𝑚2𝑛2
. (56)

Для обоснования сходимости ряда (49) нужны дополнительные условия
для заданных функций 𝜙(𝑥, 𝑦), 𝜓(𝑥, 𝑦) и 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡).

Лемма 4. Пусть

𝜙(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶10(𝐷), 𝜙(0, 𝑦) = 𝜙(𝑝, 𝑦) = 𝜙(2,2)(0, 𝑦) = 𝜙(2,2)(𝑝, 𝑦) = 0, 0 6 𝑦 6 𝑞;

𝜙(2,0)(𝑥, 𝑞) = 𝜙(2,0)(𝑥, 0) = 𝜙(2,1)(𝑥, 𝑞) = 𝜙(2,1)(𝑥, 0) = 0,

𝜙(2,4)(𝑥, 0) = 𝜙(2,4)(𝑥, 𝑞) = 𝜙(2,5)(𝑥, 0) = 𝜙(2,5)(𝑥, 𝑞) = 0,

𝜙(4,2)(𝑥, 0) = 𝜙(4,2)(𝑥, 𝑞) = 𝜙(4,3)(𝑥, 0) = 𝜙(4,3)(𝑥, 𝑞) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑝;

𝜓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶6(𝐷), 𝜓(0, 𝑦) = 𝜓(𝑝, 𝑦) = 𝜓(2,2)(0, 𝑦) = 𝜓(2,2)(𝑝, 𝑦) = 0, 0 6 𝑦 6 𝑞;

𝜓(2,0)(𝑥, 𝑞) = 𝜓(2,0)(𝑥, 0) = 𝜓(2,1)(𝑥, 𝑞) = 𝜓(2,1)(𝑥, 0) = 0,

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄) ∩ 𝐶6
𝑥,𝑦(𝐷), 𝐹 (0, 𝑦, 𝑡) = 𝐹 (𝑝, 𝑦, 𝑡) = 𝐹 (2,2)

𝑥,𝑦 (0, 𝑦, 𝑡) =

= 𝐹 (2,2)
𝑥,𝑦 (𝑝, 𝑦, 𝑡) = 0, 0 6 𝑦 6 𝑞, 0 6 𝑡 6 𝑇 ;

𝐹 (2,0)
𝑥,𝑦 (𝑥, 0, 𝑡) = 𝐹 (2,0)

𝑥,𝑦 (𝑥, 𝑞, 𝑡) = 𝐹 (2,1)
𝑥,𝑦 (𝑥, 0, 𝑡) =

= 𝐹 (2,1)
𝑥,𝑦 (𝑥, 𝑞, 𝑡) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑝, 0 6 𝑡 6 𝑇.

Тогда имеют место оценки

|𝜙𝑚𝑛| 6
𝑀14

𝑑2𝑚𝛽
4
𝑛𝛼

4
𝑚𝑛

, |𝜓𝑚𝑛| 6
𝑀15

𝑑2𝑚𝛽
2
𝑛𝛼

2
𝑛𝑚

, ‖𝐹𝑚𝑛‖ 6
𝑀16

𝑑2𝑚𝛽
2
𝑛𝛼

2
𝑛𝑚

.
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До к а з ат е л ь ств о. Рассмотрим равенство (37). Интегрируя в нем по
частям два раза по переменной 𝑥, получим

𝜙𝑚𝑛 =

∫︁∫︁
𝐷
𝜙(𝑥, 𝑦)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = − 1

𝑑2𝑚

∫︁∫︁
𝐷
𝜙(2,0)(𝑥, 𝑦)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦. (57)

Затем интеграл в правой части равенства (57) представим в виде∫︁∫︁
𝐷
𝜙(2,0)(𝑥, 𝑦)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑝

0
𝑋𝑚(𝑥)𝑑𝑥

∫︁ 𝑞

0
𝜙(2,0)(𝑥, 𝑦)𝑌𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦 =

=
1

𝜆2𝑛𝑚 − 𝑑4𝑚

∫︁ 𝑝

0
𝑋𝑚(𝑥)𝑑𝑥

∫︁ 𝑞

0
𝜙(2,0)

[︀
𝑌 𝐼𝑉
𝑛𝑚 (𝑦)− 2𝑑2𝑚𝑌

′′
𝑛𝑚(𝑦)

]︀
𝑑𝑦.

Снова интегрируя по частям, будем иметь∫︁∫︁
𝐷
𝜙(2,0)(𝑥, 𝑦)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=
1

𝛽2𝑛𝛼
2
𝑛𝑚

∫︁∫︁
𝐷

[︀
𝜙(2,4)(𝑥, 𝑦) + 2𝜙(4,2)(𝑥, 𝑦)

]︀
𝑣𝑛𝑚(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦. (58)

Рассмотрим интеграл в правой части равенства (58) и представим его в
виде∫︁∫︁

𝐷

[︀
𝜙(2,4)(𝑥, 𝑦) + 2𝜙(4,2)(𝑥, 𝑦)

]︀
𝑣𝑛𝑚(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=

∫︁ 𝑝

0
𝑋𝑚(𝑥)𝑑𝑥

∫︁ 𝑞

0

[︀
𝜙(2,4)(𝑥, 𝑦) + 2𝜙(4,2)(𝑥, 𝑦)

]︀
𝑌𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦 =

=

∫︁ 𝑝

0
𝑋𝑚(𝑥)𝑑𝑥

1

𝛽2𝑛𝛼
2
𝑚𝑛

∫︁ 𝑞

0

[︀
𝜙(2,4)(𝑥, 𝑦)+2𝜙(4,2)(𝑥, 𝑦)

]︀[︀
𝑌 𝐼𝑉
𝑛𝑚 (𝑦)−2𝑑2𝑚𝑌

′′
𝑛𝑚(𝑦)

]︀
𝑑𝑦 =

=
1

𝛽2𝑛𝛼
2
𝑚𝑛

∫︁ 𝑝

0
𝑋𝑚(𝑥)𝑑𝑥

∫︁ 𝑞

0

[︀
𝜙(2,8)(𝑥, 𝑦)− 2𝑑2𝑚𝜙

(2,6)(𝑥, 𝑦) +

+ 2𝜙(4,6)(𝑥, 𝑦)− 4𝑑2𝑚𝜙
(4,4)(𝑥, 𝑦)

]︀
𝑌𝑛(𝑦)𝑑𝑦 =

=
1

𝛽2𝑛𝛼
2
𝑚𝑛

∫︁∫︁
𝐷

[︀
𝜙(2,8)(𝑥, 𝑦) + 4𝜙(4,6)(𝑥, 𝑦) + 4𝜙(6,4)(𝑥, 𝑦)

]︀
𝑣𝑛𝑚(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦. (59)

Тогда равенство (57) с учетом (58) и (59) примет вид

𝜙𝑚𝑛 = − 1

𝑑2𝑚𝛽
4
𝑛𝛼

4
𝑚𝑛

∫︁∫︁
𝐷

[︀
𝜙(2,8)(𝑥, 𝑦) + 4𝜙(4,6)(𝑥, 𝑦) +

+ 4𝜙(6,4)(𝑥, 𝑦)
]︀
𝑣𝑛𝑚(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦. (60)

Аналогично (57) и (58) имеем

𝜓𝑚𝑛 = − 1

𝑑2𝑚𝛽
4
𝑛𝛼

4
𝑚𝑛

∫︁∫︁
𝐷

[︀
𝜓(2,4)(𝑥, 𝑦) + 2𝜓(4,2)(𝑥, 𝑦)

]︀
𝑣𝑛𝑚(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦. (61)
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𝐹𝑚𝑛(𝑡) = − 1

𝑑2𝑚𝛽
2
𝑛𝛼

2
𝑚𝑛

∫︁∫︁
𝐷

[︀
𝐹 (2,4)(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 2𝐹 (4,2)(𝑥, 𝑦, 𝑡)

]︀
𝑣𝑛𝑚(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦. (62)

Из представлений (60)–(62) следует справедливость оценок (56). �

В силу леммы 4, т.е. на основании оценок (56), ряд (49) при 𝑚, 𝑛 > 𝑁0

оценивается сходящимся рядом

𝑀17

+∞∑︁
𝑚,𝑛>𝑁0

(︁ 1

𝑑2𝑚𝛽
4
𝑛

+
𝛼2
𝑚𝑛

𝑑2𝑚𝛽
2
𝑛𝜆𝑚𝑛

)︁
6𝑀18

+∞∑︁
𝑚,𝑛>𝑁0

1

(𝑚𝑛)2
.

Следовательно, доказана следующая
Теорема 2. Если функции 𝜙(𝑥, 𝑦), 𝜓(𝑥, 𝑦) и 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡) удовлетворяют усло-

виям лемм 3 и 4, то существует единственное решение задачи (2)–(5) в клас-
се 𝐶4,2

𝑥𝑦,𝑡(𝑄), которое определяется суммой ряда (40).
Теперь установим устойчивость решения поставленной задачи от началь-

ных функций 𝜙(𝑥, 𝑦), 𝜓(𝑥, 𝑦) и правой части 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡).
Теорема 3. Для решения (40) задачи (2)–(5) имеют место следующие

оценки:

‖𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)‖𝐿2(𝐷) 6𝑀19

(︀
‖𝜙(𝑥, 𝑦)‖𝐿2(𝐷) +

+ ‖𝜓(𝑥, 𝑦)‖𝐿2(𝐷) +max
𝑡

‖𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡)‖𝐿2(𝐷)

)︀
, (63)

‖𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)‖𝐶(𝑄) 6𝑀20

(︀
‖𝜙(𝑥, 𝑦)‖𝐶4(𝐷) + ‖𝜓(𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝐷) + ‖𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡)‖𝐶(𝐷)

)︀
. (64)

До к а з ат е л ь ств о. Поскольку система (30) ортонормирована в 𝐿2(𝐷),
из формулы (40) на основании оценки (42) получим

‖𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)‖2𝐿2(𝐷) =

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

𝑢2𝑚𝑛(𝑡) 6 3𝑀2
5

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

(︀
|𝜙𝑚𝑛|2 + |𝜓𝑚𝑛|2 + ‖𝐹𝑚𝑛‖2

)︀
=

= 3𝑀2
5

(︀
‖𝜙(𝑥, 𝑦)‖2𝐿2(𝐷) + ‖𝜓(𝑥, 𝑦)‖2𝐿2(𝐷) + max

06𝑡6𝑇
‖𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡)‖2𝐿2(𝐷)

)︀
,

так как в силу неравенства Бесселя

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

𝐹 2
𝑚𝑛(𝑡) 6 ||𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡)||2𝐿2(𝐷) 6 max

06𝑡6𝑇
‖𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡)‖2𝐿2(𝐷)

следует справедливость оценки

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

‖𝐹𝑚𝑛‖2 =
∞∑︁

𝑚,𝑛=1

(︀
max
06𝑡6𝑇

|𝐹𝑚𝑛(𝑡)|
)︀2

=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=1

max
06𝑡6𝑇

𝐹 2
𝑚𝑛(𝑡) 6 max

06𝑡6𝑇
‖𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡)‖2𝐿2(𝐷) 6 𝑝𝑞‖𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡)‖

2
𝐶(𝑄)

.
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Отсюда и получим оценку (63).
Пусть (𝑥, 𝑦, 𝑡)— произвольная точка из 𝑄. Тогда из (40) с учетом оценки

(42) имеем

|𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)| 6 2𝑀0√
𝑝𝑞

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

(︁
|𝜙𝑚𝑛|+

1

𝜆𝑚𝑛
|𝜓𝑚𝑛|+

1

𝜆𝑚𝑛
‖𝐹𝑚𝑛‖

)︁
. (65)

По условиям леммы 3 коэффициент 𝜙𝑚𝑛 можно представить в виде

𝜙𝑚𝑛 = − 1

𝑑2𝑚𝛽
2
𝑛

∫︁∫︁
𝐷
𝜙(2,2)(𝑥, 𝑦)𝑋𝑚(𝑥)𝑌

(2)
𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦. (66)

Из равенства (31) при больших 𝑚, 𝑛 следует, что(︁𝜋
𝑑

)︁2
(𝑚2 + 𝑛2) 6 𝜆𝑚𝑛 6

(︁𝜋
𝑙

)︁2
(𝑚2 + 𝑛2), 𝑑 = max{𝑝, 𝑞}, 𝑙 = min{𝑝, 𝑞}. (67)

Тогда из неравенства (65) с учетом (66) и (67), используя неравенство Коши—
Буняковского, получим

|𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)| 6

6 ̃︁𝑀5

[︂ ∞∑︁
𝑚,𝑛=1

1

𝑑2𝑚𝛽
2
𝑛

max
𝐷

|𝜙(2,2)(𝑥, 𝑦)|+
∞∑︁

𝑚,𝑛=1

1

𝑚2 + 𝑛2
(︀
|𝜓𝑚𝑛|+ ‖𝐹𝑚𝑛‖

)︀]︂
6

6 ̃︁𝑀6

[︂
max
𝐷

|𝜙(2,2)(𝑥, 𝑦)|+
(︂ ∞∑︁

𝑚,𝑛=1

1

(𝑚2 + 𝑛2)2

)︂1/2(︂ ∞∑︁
𝑚,𝑛=1

|𝜓𝑚𝑛|2
)︂1/2

+

+

(︂ ∞∑︁
𝑚,𝑛=1

1

(𝑚2 + 𝑛2)2

)︂1/2(︂ ∞∑︁
𝑚,𝑛=1

‖𝐹𝑚𝑛‖2
)︂1/2]︂

6

6 ̃︁𝑀7

(︀
max
𝐷

|𝜙(2,2)(𝑥, 𝑦)|+ ‖𝜓(𝑥, 𝑦)‖𝐿2(𝐷) + max
06𝑡6𝑇

‖𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡)‖𝐿2(𝐷)

)︀
6

6𝑀20

(︀
‖𝜙(𝑥, 𝑦)‖𝐶4(𝐷) + ‖𝜓(𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝐷) + ‖𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡)‖𝐶(𝑄)

)︀
,

что и доказывает справедливость оценки (64). �

Таким образом, нами полностью доказана корректность постановки зада-
чи (2)–(5) (задачи 1). При этом отметим, что при доказательстве теоремы 2
существования решения задачи на начальные условия (3) наложены доста-
точно сильные условия гладкости. Если ввести понятие обобщенного решения
этой задачи, то эти условия можно значительно ослабить.

Определение 1. Решение задачи (2)–(5) (задачи 1) из класса 𝐶4,2
𝑥𝑦,𝑡(𝑄) на-

зовем классическим или регулярным решением этой задачи.
Определение 2. Функцию 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) будем называть обобщенным решени-

ем задачи (2)–(5) (задачи 1), если существует последовательность 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)
регулярных решений задачи (2)–(5) с начальными данными

𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝜙𝑛(𝑥, 𝑦), 𝑢𝑛 𝑡(𝑥, 𝑦, 0) = 𝜓𝑛(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷,
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и правыми частями 𝐹𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡), (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝑄, равномерно сходящаяся к функ-
ции 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) на 𝑄; при этом функции 𝜙𝑛(𝑥, 𝑦), 𝜓𝑛(𝑥, 𝑦) и 𝐹𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) удовле-

творяют условиям теоремы 2, они и производные
𝜕4𝜙𝑛(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑦𝑗
, 0 6 𝑖, 𝑗 6 4,

сходятся равномерно на 𝐷 и 𝑄 соответственно к функциям 𝜙(𝑥, 𝑦), 𝜓(𝑥, 𝑦),
𝜕4𝜙(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑦𝑗
и 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡).

Теорема 4. Если функции 𝜙(𝑥, 𝑦), 𝜓(𝑥, 𝑦) и 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡) удовлетворяют усло-
виям леммы 3, то существует единственное и устойчивое обобщенное ре-
шение задачи (2)–(5), которое определяется суммой ряда (40) и является
непрерывной на 𝑄 функцией.

Д о к а з ат е л ь ств о. Пусть функции 𝜙(𝑥, 𝑦), 𝜓(𝑥, 𝑦) и 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡) удовле-
творяют условиям леммы 3. Тогда существуют последовательности функций
𝜙𝑛(𝑥, 𝑦), 𝜓𝑛(𝑥, 𝑦) и 𝐹𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡), удовлетворяющие условиям определения 2. По
функциям 𝜙𝑛(𝑥, 𝑦), 𝜓𝑛(𝑥, 𝑦) и 𝐹𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) на основании теоремы 2 построим по-
следовательность 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) регулярных решений задачи (2)–(5). В силу ли-
нейности изучаемой задачи разность 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)−𝑢𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑡) является решением
задачи (2)–(5) с начальными функциями 𝜙𝑛(𝑥, 𝑦)−𝜙𝑚(𝑥, 𝑦), 𝜓𝑛(𝑥, 𝑦)−𝜓𝑚(𝑥, 𝑦)
и правой частью 𝐹𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)−𝐹𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑡). Тогда в силу оценки (64) при любых
𝑛, 𝑚 ∈ N имеем

‖𝑢𝑛 − 𝑢𝑚‖𝐶(𝐷) 6𝑀20

(︀
‖𝜙𝑛 − 𝜙𝑚‖𝐶4(𝐷) +

+ ‖𝜓𝑛 − 𝜓𝑚‖𝐶(𝐷) + ‖𝐹𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)− 𝐹𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑡)‖𝐶(𝐷)

)︀
. (68)

По условию последовательности
𝜕4𝜙𝑛(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑦𝑗
, 0 6 𝑖, 𝑗 6 4, 𝜓𝑛(𝑥, 𝑦) и 𝐹𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

сходятся равномерно на 𝐷 и 𝑄 соответственно к функциям
𝜕4𝜙(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑦𝑗
, 𝜓(𝑥, 𝑦)

и 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡). Следовательно, для них справедлив критерий Коши о равномер-
ной сходимости. Поэтому из оценки (68) следует справедливость критерия
Коши и для последовательности 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡). Тогда она сходится равномерно
на 𝑄 к единственной непрерывной функции 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡), определенной рядом
(40). Из доказательства теоремы 3 следует, что для обобщенного решения
задачи (2)–(5) справедлива оценка (64), что и означает устойчивость такого
решения. �
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Abstract

In the paper, the initial problem for the equation of vibrations of a rect-
angular plate with boundary conditions of the “hinged attachment” type is
studied. An energy inequality is established, from which the uniqueness of
the solution of the stated initial-boundary problem follows. The correspond-
ing existence and stability theorems for the solution of the problem in the
classes of regular and generalized solutions are proved. The existence of a
solution to the problem posed is carried out by the method of spectral anal-
ysis and it is constructed as the sum of an orthogonal series over a system of
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