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Аннотация

Статья посвящена решению задачи Коши для дифференциального
уравнения с дробной производной Римана–Лиувилля. В данном случае
начальное условие ставится естественным образом и доказывается, что
построенное для этой задачи решение является регулярным. В первую
очередь строится фундаментальное решение и проводится анализ его
свойств. Затем, используя эти свойства, изучается решение задачи Ко-
ши для однородного уравнения. Кроме того, в отличие от других задач
такого типа, в данной работе решение задачи Коши, поставленной для
неоднородного уравнения, получено в явном виде при помощи принци-
па Дюамеля и трехпараметрической функции Миттаг–Леффлера. В ре-
зультате применения дополнительных условий к данным задачам также
продемонстрировано, что это решение является классическим.
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Исследование задачи Коши для одного уравнения дробного порядка . . .

1. Постановка задачи и основной результат. Рассмотрим задачу Ко-
ши для дробного дифференциального уравнения порядков 0 < 𝛼, 𝛽 6 1

𝑢𝑡 +𝐷1−𝛼
0+,𝑡𝑢−𝐷1−𝛽

0+,𝑡𝑢𝑥𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ R, 0 < 𝑡 6 𝑇 (1)

с начальным условием
𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ R, (2)

где 𝑓(𝑥, 𝑡) и 𝜙(𝑥)— заданные функции и (𝐷𝛾
0+,𝑡𝑔)(𝑡)— дробная производная

в смысле Римана—Лиувилля по переменной 𝑡, определяемая равенством [1,
p. 69]:

(𝐷𝛾
0+,𝑡𝑔)(𝑡) =

1

Γ(1− 𝛾)

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑔(𝜏)

(𝑡− 𝜏)𝛾
𝑑𝜏, 0 < 𝛾 < 1,

𝐷𝛾
0+,𝑡𝑔(𝑡) = 𝑔(𝛾)(𝑡), 𝛾 ∈ {0, 1}.

В данной работе мы рассмотрим следующую задачу.
Задача. Найти регулярное решение 𝑢(𝑥, 𝑡) уравнения (1) при 0 < 𝛼, 𝛽 6 1

в области R2
𝑇 := {(𝑥, 𝑡) : 𝑥 ∈ R, 0 < 𝑡 6 𝑇}, удовлетворяющее (1), (2).

Определение. Функция 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶𝑏(R; [0, 𝑇 ]) называется классическим
(регулярным) решением задачи (1), (2) для заданных 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R; [0, 𝑇 ]) и 𝜙 ∈
𝐶𝑏(R) такая, что 𝜕

𝜕𝑡𝑢, 𝐷
1−𝛼
0+,𝑡𝑢,

𝜕2

𝜕𝑥2𝐷
1−𝛽
0+,𝑡𝑢 ∈ 𝐶𝑏(R; (0, 𝑇 ]). Здесь 𝐶𝑏(R; (0, 𝑇 ])—

пространство непрерывных ограниченных функций с sup-нормой по 𝑥 и непре-
рывной по 𝑡.

В работах [2–5] были рассмотрены задачи по нахождению классическо-
го решения уравнений параболического типа, подобных (1), (2). В работе [2]
исследовано дифференциальное уравнение дробной диффузии с оператором
дискретно распределенного дифференцирования. Свойства фундаментально-
го решения изучались с помощью функции Райта. В работе [3] построена
функция Грина для уравнения (1) и показано, что в случае 𝛽 = 1 найденное
решение переходит в ранее известное классическое решение. В работах [4, 5]
рассмотрена видоизмененная задача Коши для нагруженного параболическо-
го уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами.

Исследования в работах [6, 7] направлены на получение явного решения
𝑛-мерного уравнения аномальной диффузии в бесконечной области с нену-
левым начальным условием и условием обращения в нуль на бесконечности.
Показано, что это уравнение может быть получено из параболического ин-
тегро-дифференциального уравнения с памятью, ядром которого является
𝑡−𝛼𝐸1−𝛼,1−𝛼(−𝑡1−𝛼), 𝛼 ∈ (0, 1), где 𝐸𝛼,𝛽 — функция Миттаг—Леффлера. На
основе преобразований Лапласа и Фурье, свойств 𝐻-функции Фокса и теоре-
мы о свертке получено явное решение уравнения аномальной диффузии.

Основным результатом настоящей работы является следующая теорема.
Теорема 1. Пусть 0 < 𝛼, 𝛽 6 1, 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶𝑏(R) и 𝑓(𝑥, 𝑡) удовлетворяет

условию Гельдера по крайней мере по одной из переменных. Тогда существу-
ет единственное регулярное решение уравнения (1) в области R2

+, удовле-
творяющее начальному условию (2), и оно имеет вид

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∫︁
R
𝐺(𝑥− 𝑦, 𝑡)𝜙(𝑦)𝑑𝑦 +

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

∫︁
R
𝐺(𝑥− 𝑦, 𝑡− 𝜏)𝑓(𝑦, 𝜏)𝑑𝑦,
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где

𝐺(𝑥, 𝑡) =
1

2𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘
∫︁
R
𝐸𝑘+1

𝛽,1+𝛼𝑘(−𝜉2𝑡𝛽)𝑒−𝑖𝜉𝑥𝑑𝜉.

2. Обозначения и вспомогательные сведения. Функцией Миттаг—
Леффлера называется целая функция, определяемая рядом

𝐸𝛼(𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗

Γ(𝛼𝑗 + 1)
, 𝑧, 𝛼 ∈ C, ℜ(𝛼) > 0.

Также функцией Миттаг—Леффлера называют сумму более общего ряда:

𝐸𝛼,𝛽(𝑧) =

∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗

Γ(𝛼𝑗 + 𝛽)
, 𝑧, 𝛼, 𝛽 ∈ C, ℜ(𝛼) > 0.

Таким образом, 𝐸𝛼,1(𝑧) = 𝐸𝛼(𝑧).
Утверждение 1 [1, p. 26]. Пусть 0 < 𝛼 < 2 и 𝛽 ∈ R— произвольные

постоянные. Предположим, что 𝛾 удовлетворяет неравенству 𝜋𝛼/2 < 𝛾 <
< min{𝜋, 𝜋𝛼}. Тогда существует такое постоянное 𝑐 = 𝑐(𝛼, 𝛽, 𝛾) > 0, что

|𝐸𝛼,𝛽(𝑧)| 6
𝑐

1 + |𝑧| , 𝛾 6 | arg(𝑧)| 6 𝜋.

Утверждение 2 [8, p. 47]. Для 0 < 𝛼 < 1, 𝑡 > 0 имеем 0 < 𝐸𝛼(−𝑡) < 1.
Кроме того, 𝐸𝛼(−𝑡) вполне монотонна:

(−1)𝑛
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝐸𝛼(−𝑡) > 0, ∀𝑛 ∈ N0 := {0, 1, 2, . . . }.

Обобщенная функция Миттаг—Леффлера определяется следующим об-
разом:

𝐸𝛾
𝛼,𝛽(𝑧) :=

∞∑︁
𝑘=0

(𝛾)𝑘
Γ(𝛼𝑘 + 𝛽)

𝑧𝑘

𝑘!
, 𝑧, 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ C, ℜ(𝛼) > 0.

Здесь

(𝛾)𝑛 =
Γ(𝛾 + 𝑛)

Γ(𝛾)
и (𝛾)0 ≡ 1 (ℜ(𝑧) > −𝑛; 𝑛 ∈ N; 𝑧 ̸∈ {0,−1,−2, . . . });

𝐻(𝑧)— функция Фокса, которая определяется с помощью интеграла типа
Меллина—Барнса следующим образом [8, p. 14]:

𝐻(𝑧) = 𝐻𝑚,𝑛
𝑝,𝑞

[︂
𝑧
⃒⃒⃒
(𝑎𝑝, 𝐴𝑝)
(𝑏𝑞, 𝐵𝑞)

]︂
=

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿
Θ(𝑠)𝑧−𝑠𝑑𝑠,

где

Θ(𝑠) =

𝑚∏︀
𝑗=1

Γ(𝑏𝑗 +𝐵𝑗𝑠)
𝑛∏︀

𝑗=1
Γ(1− 𝑎𝑗 −𝐴𝑗𝑠)

𝑞∏︀
𝑗=𝑚+1

Γ(1− 𝑏𝑗 −𝐵𝑗𝑠)
𝑝∏︀

𝑗=𝑛+1
Γ(𝑎𝑗 +𝐴𝑗𝑠)

,
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𝐿— некоторый контур, разделяющий полюса двух множителей в числителе;
0 6 𝑛 6 𝑝, 1 6 𝑚 6 𝑞, 𝐴𝑙, 𝐵𝑗 ∈ R+, 𝑎𝑙, 𝑏𝑗 ∈ R(C), 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑝, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑞.

Свойство 1. Если одно из (𝑎𝑗 , 𝐴𝑗) 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 равно одному из (𝑏𝑗 , 𝐵𝑗),
𝑗 = 𝑚 + 1, . . . , 𝑞, или одно из (𝑏𝑗 , 𝐵𝑗), 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, равно одному из (𝑎𝑗 , 𝐴𝑗),
𝑗 = 𝑛+1, . . . , 𝑝, то 𝐻-функция сводится к одному из низших порядков 𝑝 и 𝑞,
а также 𝑛 (или 𝑚) уменьшаются на единицу, и при 𝑛 > 1 и 𝑞 > 𝑚 имеет
вид

𝐻𝑚,𝑛
𝑝,𝑞

[︂
𝑧
⃒⃒⃒

(𝑎1, 𝐴1), . . . , (𝑎𝑝, 𝐴𝑝)
(𝑏1, 𝐵1), . . . , (𝑏𝑞−1, 𝐵𝑞−1), (𝑎1, 𝐴1)

]︂
=

= 𝐻𝑚,𝑛−1
𝑝−1,𝑞−1

[︂
𝑧
⃒⃒⃒

(𝑎2, 𝐴2), . . . , (𝑎𝑝, 𝐴𝑝)
(𝑏1, 𝐵1), . . . , (𝑏𝑞−1, 𝐵𝑞−1)

]︂
,

при 𝑚 > 1 и 𝑝 > 𝑛 имеет вид

𝐻𝑚,𝑛
𝑝,𝑞

[︂
𝑧
⃒⃒⃒
(𝑎1, 𝐴1), . . . , (𝑎𝑝−1, 𝐴𝑝−1), (𝑏1, 𝐵1)

(𝑏1, . . . , 𝐵1), . . . , (𝑏𝑞, 𝐵𝑞),

]︂
=

= 𝐻𝑚,𝑛−1
𝑝−1,𝑞−1

[︂
𝑧
⃒⃒⃒
(𝑎1, 𝐴1), . . . , (𝑎𝑝−1, 𝐴𝑝−1)

(𝑏2, 𝐵2), . . . , (𝑏𝑞, 𝐵𝑞)

]︂
.

Свойство 2. Имеет место равенство

𝐻𝑚,𝑛
𝑝,𝑞

[︂
𝑧
⃒⃒⃒
(𝑎𝑝, 𝐴𝑝)
(𝑏𝑞, 𝐵𝑞)

]︂
= 𝐻𝑚,𝑛

𝑝,𝑞

[︂
1

𝑧

⃒⃒⃒
(1− 𝑏𝑞, 𝐵𝑞)
(1− 𝑎𝑝, 𝐴𝑝)

]︂
.

Свойство 3 [9, p. 11]. Если 𝜎 ∈ C, то справедлива следующая формула:

𝑧𝜎𝐻𝑚,𝑛
𝑝,𝑞

[︂
𝑧
⃒⃒⃒
(𝑎𝑝, 𝐴𝑝)
(𝑏𝑞, 𝐵𝑞)

]︂
= 𝐻𝑚,𝑛

𝑝,𝑞

[︂
𝑧
⃒⃒⃒
(𝑎𝑝 + 𝜎𝐴𝑝, 𝐴𝑝)
(𝑏𝑞 + 𝜎𝐵𝑞, 𝐵𝑞)

]︂
.

Обобщенная функция Миттаг—Леффлера 𝐸𝛾
𝛼,𝛽(𝑧) имеет следующее пред-

ставления через 𝐻-функцию Фокса [9, p. 25, Eq. (1.137)]:

𝐸𝛾
𝛼,𝛽(𝑧) =

1

Γ(𝛾)
𝐻1,1

1,2

[︂
−𝑧

⃒⃒⃒
(1− 𝛾, 1)

(0, 1), (1− 𝛽, 𝛼)

]︂
.

Кроме того, справедливы следующие леммы.
Лемма 1. Преобразование Лапласа функции 𝑡𝛽−1𝐸𝛾

𝛼,𝛽(±𝜔𝑡𝛼) определяется
следующей формулой:

𝐿
[︀
𝑡𝛽−1𝐸𝛾

𝛼,𝛽(±𝜔𝑡𝛼)
]︀
(𝑠) =

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑠𝑡𝑡𝛽−1𝐸𝛾

𝛼,𝛽(±𝜔𝑡𝛼)𝑑𝑡 =
𝑠𝛼𝛾−𝛽

(𝑠𝛼 ∓ 𝜔)𝛾
,

где |𝜔/𝑠𝛼| < 1.

Лемма 2. Для произвольных 𝛼 и 𝛽, 𝜇 > 0, и 𝑎 ∈ R справедлива следующая
формула:
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R𝑛

𝑒−𝑖𝜉𝑥𝐸
(𝑚)
𝛼,𝛽 (−𝑎|𝜉|𝜇)𝑑𝜉 =

= (2𝜋)𝑛/2|𝑥|1−𝑛/2

∫︁ ∞

0
|𝜉|𝑛/2𝐸(𝑚)

𝛼,𝛽 (−𝑎|𝜉|𝜇)𝐽𝑛/2−1(|𝑥||𝜉|)𝑑|𝜉|,

где 𝛼 > 0, 𝛽 — произвольное комплексное число, 𝐽𝑛/2−1(·)— функция Бесселя,
а 𝐸(𝑚)

𝛼,𝛽 (·)—𝑚-ные производные функции типа Миттаг—Леффлера, которые
могут быть выражены через 𝐻-функции Фокса [9]:

𝐸
(𝑚)
𝛼,𝛽 (𝑧) = 𝐻1,1

1,2

[︂
−𝑧

⃒⃒⃒
(−𝑚, 1)

(0, 1), (1− (𝛼𝑚+ 𝛽), 𝛼)

]︂
.

Лемма 3 [9, p. 57]. Пусть 𝛾 > 0 или 𝛾 = 𝜇 = 0 и ℜ(𝜅) < −1, где

𝛾 :=
𝑛∑︁

𝑗=1

𝐴𝑗 −
𝑝∑︁

𝑗=𝑛+1

𝐴𝑗 +
𝑚∑︁
𝑗=1

𝐵𝑗 −
𝑞∑︁

𝑗=𝑚+1

𝐵𝑗 , 𝜇 :=

𝑞∑︁
𝑗=1

𝐵𝑗 −
𝑝∑︁

𝑗=1

𝐴𝑗 ,

𝜅 :=

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗 −
𝑝∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗 +
𝑝− 𝑞

2
.

Если 𝜌, 𝜈, 𝑏 ∈ C, 𝜎 > 0 удовлетворяют условиям

ℜ(𝜌) + 𝜈 + 𝜎 min
16𝑗6𝑚

[︁ℜ(𝑏𝑗)
𝐵𝑗

]︁
> −1

для ℜ(𝜈) > −1/2 и

ℜ(𝜌) + 𝜎 min
16𝑗6𝑛

[︁ 1

𝐴𝑗
− ℜ(𝑎𝑗)

𝐴𝑗

]︁
<

3

2
,

то для 𝑎, 𝑏 > 0 имеет место следующее равенство:∫︁ ∞

0
𝑥𝜆−1𝐽𝜈(𝑎𝑥)𝐻

𝑚,𝑛
𝑝,𝑞

[︂
𝑏𝑥𝜎

⃒⃒⃒
(𝑎𝑝, 𝐴𝑝)
(𝑏𝑞, 𝐵𝑞)

]︂
𝑑𝑥 =

=
2𝜆−1

𝑎𝜆
𝐻𝑚,𝑛+1

𝑝+2,𝑞

[︂
𝑏
(︁2
𝑎

)︁𝜎 ⃒⃒⃒(1− (𝜆+ 𝜈)/2, 𝜎/2), (𝑎𝑝, 𝐴𝑝), (1− (𝜆− 𝜈)/2, 𝜎/2)
(𝑏𝑞, 𝐵𝑞)

]︂
.

3. Фундаментальное решение и его свойства. Рассмотрим однород-
ное уравнение

𝑢𝑡 +𝐷1−𝛼
0+,𝑡𝑢−𝐷1−𝛽

0+,𝑡𝑢𝑥𝑥 = 0, 𝑥 ∈ R, 0 < 𝑡 6 𝑇 (3)

с начальным условием
𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ R. (4)
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Имеет место следующая теорема.
Теорема 2. Пусть 𝜙 ∈ 𝐶𝑏(R). Тогда задача (3), (4) имеет единственное

классическое решение, определяемое формулой

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∫︁
R
𝐺(𝑥− 𝑦, 𝑡)𝜙(𝑦)𝑑𝑦, 0 < 𝑡 6 𝑇, 𝑥 ∈ R, (5)

где

𝐺(𝑥, 𝑡) =
1

2𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘
∫︁
R
𝐸𝑘+1

𝛽,1+𝛼𝑘(−𝜉2𝑡𝛽)𝑒−𝑖𝜉𝑥𝑑𝜉.

Перед доказательством теоремы 2 приведем некоторые свойства функции
𝐺(𝑥, 𝑡).

Функцию Грина 𝐺(𝑥, 𝑡) можно записать в следующем виде:

𝐺(𝑥, 𝑡) =
1

2
√
𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘−𝛽/2

𝑘!
𝐻0,2

2,1

[︂
4𝑡𝛽

𝑥2

⃒⃒⃒
(1, 1), (1/2− 𝑘, 1)
(𝛽/2− 𝛼𝑘, 𝛽)

]︂
.

Действительно, сначала на основе работы [1, p. 43] обобщенную функцию
типа Миттаг—Леффлера приведем к двухпараметрическому виду. Из лем-
мы 2 следует, что

𝐺(𝑥, 𝑡) =
1

2𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘
∫︁
R
𝐸𝑘+1

𝛽,1+𝛼𝑘(−𝜉2𝑡𝛽)𝑒−𝑖𝜉𝑥𝑑𝜉 =

=
1

2𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘

𝑘!

∫︁
R
𝐸

(𝑘)
𝛽,1+𝛼𝑘−𝛽𝑘(−𝜉2𝑡𝛽)𝑒−𝑖𝜉𝑥𝑑𝜉.

Отсюда, используя лемму 2 еще раз и заменив функцию Миттаг—Леф-
флера функцией 𝐻-Фокса, получим следующий вид для функции Грина:

𝐺(𝑥, 𝑡) =

√︂
|𝑥|
2𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘

𝑘!

∫︁ ∞

0
|𝜉|1/2𝐸(𝑘)

𝛽,1+𝛼𝑘−𝛽𝑘(−𝜉2𝑡𝛽)𝐽−1/2(|𝑥||𝜉|)𝑑|𝜉| =

=

√︂
|𝑥|
2𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘

𝑘!

∫︁ ∞

0
|𝜉|1/2𝐻1,1

1,2

[︂
𝜉2𝑡𝛽

⃒⃒⃒
(−𝑘, 1)

(0, 1), (−𝛼𝑘, 𝛽)

]︂
𝐽−1/2(|𝑥||𝜉|)𝑑|𝜉|.

Далее, используя лемму 3, свойства 1 и 3 𝐻-функции Фокса, получим

𝐺(𝑥, 𝑡) =
1√
𝜋|𝑥|

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘

𝑘!
𝐻1,2

3,2

[︂
4𝑡𝛽

𝑥2

⃒⃒⃒
(1/2, 1), (−𝑘, 1), (0, 1)

(0, 1), (−𝛼𝑘, 𝛽)

]︂
=

=
1√
𝜋|𝑥|

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘

𝑘!
𝐻0,2

2,1

[︂
4𝑡𝛽

𝑥2

⃒⃒⃒
(1/2, 1), (−𝑘, 1)

(−𝛼𝑘, 𝛽)

]︂
=

=
1

2
√
𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘−𝛽/2

𝑘!
𝐻0,2

2,1

[︂
4𝑡𝛽

𝑥2

⃒⃒⃒
(1, 1), (1/2− 𝑘, 1)
(𝛽/2− 𝛼𝑘, 𝛽)

]︂
.
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Лемма 4. Функция 𝐺(𝑥, 𝑡) удовлетворяет следующим равенствам:

𝐺𝑡(𝑥, 𝑡) +𝐷1−𝛼
0+,𝑡𝐺(𝑥, 𝑡)−𝐷1−𝛽

0+,𝑡𝐺𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) = 0, 𝑥 ∈ R, 0 < 𝑡 6 𝑇,

𝐺(𝑥, 0) =
1

2𝜋

∫︁
R
𝑒−𝑖𝑥𝜉𝑑𝜉 = 𝛿(𝑥), 𝑥 ∈ R, (6)∫︁

R
𝐺(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 𝐸𝛼(−𝑡𝛼), 0 < 𝑡 6 𝑇, (7)

где 𝛿(𝑥)— дельта-функция Дирака, а также при |𝑥| → 0 имеют место оцен-
ки

|𝐺(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶 |𝑥|
𝑡𝛽

exp
(︁
− 𝑡

𝛼−𝛽𝑥2

4

)︁
,

|𝐺𝑡(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶
|𝑥|
𝑡1+𝛽

exp
(︁
− 𝑡

𝛼−𝛽𝑥2

4

)︁
, (8)

|𝐷1−𝛼
0+,𝑡𝐺(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶

|𝑥|
𝑡1+𝛽−𝛼

exp
(︁
− 𝑡

𝛼−𝛽𝑥2

4

)︁
,

|𝐷1−𝛽
0+,𝑡𝐺𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶

|𝑥|
𝑡1+𝛽−𝛼

exp
(︁
− 𝑡

𝛼−𝛽𝑥2

4

)︁
,

при |𝑥| → ∞— оценки

|𝐺(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶

|𝑥| exp
[︁
−
(︁𝑥2
4

)︁𝛼/𝛽]︁
,

|𝐺𝑡(𝑥, 𝑡)| 6
𝐶

|𝑥|1+2/𝛽
exp

[︁
−
(︁𝑥2
4

)︁𝛼/𝛽]︁
,

|𝐷1−𝛼
0+,𝑡𝐺(𝑥, 𝑡)| 6

𝐶

|𝑥|1+2/𝛽−2𝛼/𝛽
exp

[︁
−
(︁𝑥2
4

)︁𝛼/𝛽]︁
,

|𝐷1−𝛽
0+,𝑡𝐺𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)| 6

𝐶

|𝑥|1+2/𝛽−2𝛼/𝛽
exp

[︁
−
(︁𝑥2
4

)︁𝛼/𝛽]︁
(9)

для 0 < 𝑡0 6 𝑡 6 𝑇 , 𝑥 ∈ R.
До к а з ат е л ь ств о т е о р емы 2. Сначала докажем равенство (7). Из

свойства 𝐸𝛾
𝛼,𝛽(0) = 1/Γ(𝛽) для 𝐺(𝑥, 𝑡) имеем равенство

∫︁
R
𝐺(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 =

∫︁
R

1

2𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘
∫︁
R
𝐸𝑘+1

𝛽,1+𝛼𝑘(−𝜉2𝑡𝛽)𝑒−𝑖𝜉𝑥𝑑𝜉𝑑𝑥 =

=
1

2𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘
∫︁
R
𝐸𝑘+1

𝛽,1+𝛼𝑘(−𝜉2𝑡𝛽)
∫︁
R
𝑒−𝑖𝜉𝑥𝑑𝑥𝑑𝜉 =

=
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘
∫︁
R
𝐸𝑘+1

𝛽,1+𝛼𝑘(−𝜉2𝑡𝛽)𝛿(𝜉)𝑑𝜉 = 𝐸𝛼(−𝑡𝛼).

Последнее равенство получено из определений дельта-функции Дирака и обоб-
щенной функции типа Миттаг—Леффлера.
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Используя теорему 1.2 из работы [9, p. 19] при |𝑥| → 0, получим⃒⃒⃒⃒
𝐻0,2

2,1

[︂
4𝑡𝛽

𝑥2

⃒⃒⃒
(1, 1), (1/2− 𝑘, 1)
(𝛽/2− 𝛼𝑘, 𝛽)

]︂⃒⃒⃒⃒
6 𝐶

(︁ 𝑥2
4𝑡𝛽

)︁1/2+𝑘
.

Отсюда для функции Грина 𝐺(𝑥, 𝑡) имеем оценку

|𝐺(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶1

2
√
𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑘!
𝑡𝛼𝑘−𝛽/2

(︁ 𝑥2
4𝑡𝛽

)︁1/2+𝑘
6 𝐶

|𝑥|
𝑡𝛽

exp
(︁
− 𝑡

𝛼−𝛽𝑥2

4

)︁
.

При |𝑥| → ∞, используя неравенство⃒⃒⃒⃒
𝐻0,2

2,1

[︂
4𝑡𝛽

𝑥2

⃒⃒⃒
(1, 1), (1/2− 𝑘, 1)
(𝛽/2− 𝛼𝑘, 𝛽)

]︂⃒⃒⃒⃒
6 𝐶

(︁ 𝑥2
4𝑡𝛽

)︁1/2−𝛼𝑘/𝛽
,

имеем оценку

|𝐺(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶1

2
√
𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑘!
𝑡𝛼𝑘−𝛽/2

(︁ 𝑥2
4𝑡𝛽

)︁1/2−𝛼𝑘/𝛽
6

𝐶

|𝑥| exp
[︁
−
(︁𝑥2
4

)︁𝛼/𝛽]︁
.

Найдем оценки для𝐺𝑡(𝑥, 𝑡).Поскольку подынтегральные функции в𝐺(𝑥, 𝑡)
непрерывны, с помощью свойства [8, p. 99]

𝑑

𝑑𝑧

[︀
𝑧𝛽−1𝐸𝛾

𝛼,𝛽(𝑎𝑧
𝛼)
]︀
= 𝑧𝛽−2𝐸𝛾

𝛼,𝛽−1(𝑎𝑧
𝛼)

получим

𝐺𝑡(𝑥, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑡

(︂
1

|𝑥|√𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘−𝛼

𝑘!
𝐻0,2

2,1

[︂
4𝑡𝛽

𝑥2

⃒⃒⃒
(1/2, 1), (−𝑘, 1)
(−𝛼𝑘 − 𝛼, 𝛽)

]︂)︂
=

=
𝜕

𝜕𝑡

(︂
1

2
√
𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘−𝛽/2

𝑘!

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿

Γ(−𝑠)Γ(1/2 + 𝑘 − 𝑠)

Γ(𝛼𝑘 + 1− 𝛽/2− 𝛽𝑠)

(︁4𝑡𝛽
𝑥2

)︁−𝑠
𝑑𝑠

)︂
=

=
1

2
√
𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘−𝛽/2−1

𝑘!
𝐻0,2

2,1

[︂
4𝑡𝛽

𝑥2

⃒⃒⃒
(1, 1), (1/2− 𝑘, 1)
(1 + 𝛽/2− 𝛼𝑘, 𝛽)

]︂
.

Далее, применяя теорему 1.2 из работы [9, p. 19], получим оценку при
|𝑥| → ∞: ⃒⃒⃒⃒

𝐻0,2
2,1

[︂
4𝑡𝛽

𝑥2

⃒⃒⃒
(1, 1), (1/2− 𝑘, 1)
(1 + 𝛽/2− 𝛼𝑘, 𝛽)

]︂⃒⃒⃒⃒
6 𝐶

(︁ 𝑥2
4𝑡𝛽

)︁1/2−𝛼𝑘/𝛽+1/𝛽
,

используя которую, получаем следующую оценку:

|𝐺𝑡(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶1

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘−𝛽/2−1

𝑘!

(︁ 𝑥2
4𝑡𝛽

)︁1/2−𝛼𝑘/𝛽+1/𝛽
6
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6
𝐶

|𝑥|1+2/𝛽
exp

[︁
−
(︁𝑥2
4

)︁𝛼/𝛽]︁
.

При |𝑥| → 0 находим оценку⃒⃒⃒⃒
𝐻0,2

2,1

[︂
4𝑡𝛽

𝑥2

⃒⃒⃒
(1, 1), (1/2− 𝑘, 1)
(1 + 𝛽/2− 𝛼𝑘, 𝛽)

]︂⃒⃒⃒⃒
6 𝐶

(︁ 𝑥2
4𝑡𝛽

)︁−1/2−𝑘

и следующую оценку для функции Грина 𝐺𝑡(𝑥, 𝑡):

|𝐺𝑡(𝑥, 𝑡)| 6
𝐶1

2
√
𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘−𝛽/2−1

𝑘!

(︁ 𝑥2
4𝑡𝛽

)︁−1/2−𝑘
6 𝐶

|𝑥|
𝑡𝛽+1

exp
[︁
−𝑥

2𝑡𝛼−𝛽

4

]︁
.

Для вычисления производной дробного порядка воспользуемся следую-
щим свойством функции Миттаг—Леффлера [8, p. 99]:(︀

𝐷𝛼
0+,𝑡

[︀
𝑡𝛾−1𝐸𝛿

𝛽,𝛾(𝑎𝑡
𝛽)
]︀)︀
(𝑥) = 𝑥𝛾−𝛼−1𝐸𝛿

𝛽,𝛾−𝛼(𝑎𝑥
𝛽).

Для дальнейших исследований нам понадобится дробная производная
функции 𝑡𝛼𝑘−𝛽/2−𝛽𝑠 порядка 1− 𝛼 по 𝑡:

𝐷1−𝛼
0+,𝑡𝑡

𝛼𝑘−𝛽/2−𝛽𝑠 =
1

Γ(𝛼)

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑡

0
𝜏𝛼𝑘−𝛽/2−𝛽𝑠(𝑡− 𝜏)𝛼−1𝑑𝜏 =

=
1

Γ(𝛼)

𝑑

𝑑𝑡
𝑡𝛼𝑘−𝛽/2−𝛽𝑠+𝛼Γ(𝛼𝑘 − 𝛽/2− 𝑠𝛽 + 1)Γ(𝛼)

Γ(𝛼𝑘 − 𝛽/2− 𝑠𝛽 + 𝛼+ 1)
=

= 𝑡𝛼𝑘−𝛽/2𝛽𝑠+𝛼−1 Γ(𝛼𝑘 − 𝛽/2− 𝑠𝛽 + 1)

Γ(𝛼𝑘 − 𝛽/2− 𝑠𝛽 + 𝛼)
.

Отсюда для дробной производной порядка 1−𝛼 по 𝑡 функции Грина получим

𝐷1−𝛼
0+,𝑡𝐺(𝑥, 𝑡) =

=
1

2
√
𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘−𝛽/2+𝛼−1

2𝜋𝑖 𝑘!

∫︁
𝐿

Γ(−𝑠)Γ(1/2 + 𝑘 − 𝑠)

Γ(𝛼𝑘 + 𝛼− 𝛽/2− 𝛽𝑠)

(︁4𝑡𝛽
𝑥2

)︁−𝑠
𝑑𝑠 =

=
1

2
√
𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘−𝛽/2+𝛼−1

𝑘!
𝐻0,2

2,1

[︂
4𝑡𝛽

𝑥2

⃒⃒⃒
(1, 1), (1/2− 𝑘, 1)

(1− 𝛼+ 𝛽/2− 𝛼𝑘, 𝛽)

]︂
.

Найдем оценку для 𝐷1−𝛼
0+,𝑡𝐺(𝑥, 𝑡) при |𝑥| → ∞ и |𝑥| → 0. Применяя теоре-

му 1.2 из работы [9, p. 19], получим⃒⃒⃒⃒
𝐻0,2

2,1

[︂
4𝑡𝛽

𝑥2

⃒⃒⃒
(1, 1), (1/2− 𝑘, 1)

(1 + 𝛽/2− 𝛼− 𝛼𝑘, 𝛽)

]︂⃒⃒⃒⃒
6 𝐶

(︁ 𝑥2
4𝑡𝛽

)︁1/2−(1−𝛼−𝛼𝑘)/𝛽
, |𝑥| → ∞,⃒⃒⃒⃒

𝐻0,2
2,1

[︂
4𝑡𝛽

𝑥2

⃒⃒⃒
(1, 1), (1/2− 𝑘, 1)

(1 + 𝛽/2− 𝛼− 𝛼𝑘, 𝛽)

]︂⃒⃒⃒⃒
6 𝐶

(︁ 𝑥2
4𝑡𝛽

)︁−1/2−𝑘
, |𝑥| → 0;

|𝐷1−𝛼
0+,𝑡𝐺(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶1

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘−𝛽/2+𝛼−1

𝑘!

(︁ 𝑥2
4𝑡𝛽

)︁1/2−(1−𝛼−𝛼𝑘)/𝛽
6
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6
𝐶

|𝑥|1+2/𝛽−2𝛼/𝛽
exp

[︁
−
(︁𝑥2
4

)︁𝛼/𝛽]︁
,

|𝐷1−𝛼
0+,𝑡𝐺(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶1

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘−𝛽/2+𝛼−1

𝑘!

(︁ 𝑥2
4𝑡𝛽

)︁−1/2−𝑘
6

6 𝐶
|𝑥|

𝑡1+𝛽−𝛼
exp

[︁
− 𝑡

𝛼−𝛽𝑥2

4

]︁
.

Вычислим вторую производную по 𝑥 от функции Грина:

𝐺𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) =
1

8
√
𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘−3𝛽/2

𝑘!
𝐻2,1

3,2

[︂
𝑥2

4𝑡𝛽

⃒⃒⃒
(−2, 2), (1− 3𝛽/2 + 𝛼𝑘, 𝛽)
(−1, 1), (−1/2 + 𝑘, 1), (0, 2)

]︂
,

где

𝐻2,1
3,2

[︂
𝑥2

4𝑡𝛽

⃒⃒⃒
(−2, 2), (1− 3𝛽/2 + 𝛼𝑘, 𝛽)
(−1, 1), (−1/2 + 𝑘, 1), (0, 2)

]︂
=

=
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿

Γ(−1 + 𝑠)Γ(𝑘 − 1/2 + 𝑠)Γ(3− 2𝑠)

Γ(1− 2𝑠)Γ(𝛼𝑘 − 3𝛽/2 + 𝛽𝑠+ 1)

(︁ 𝑥2
4𝑡𝛽

)︁−𝑠
𝑑𝑠,

и дробную производную функции 𝐺𝑥𝑥(𝑥, 𝑡):

𝐷1−𝛽
0+,𝑡𝐺𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) =

1

8
√
𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

2𝜋𝑖 𝑘!
×

×
∫︁
𝐿

Γ(−1 + 𝑠)Γ(𝑘 − 1/2 + 𝑠)Γ(3− 2𝑠)

Γ(1− 2𝑠)Γ(𝛼𝑘 − 3𝛽/2 + 𝛽𝑠+ 1)

(︁𝑥2
4

)︁−𝑠
𝐷1−𝛽

0+,𝑡𝑡
𝛼𝑘−3𝛽/2+𝛽𝑠𝑑𝑠 =

=
1

8
√
𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘−𝛽/2−1

2𝜋𝑖 𝑘!
×

×
∫︁
𝐿

Γ(−1 + 𝑠)Γ(𝑘 − 1/2 + 𝑠)Γ(3− 2𝑠)

Γ(1− 2𝑠)Γ(𝛼𝑘 − 𝛽/2 + 𝛽𝑠)

(︁ 𝑥2
4𝑡𝛽

)︁−𝑠
𝑑𝑠 =

=
1

8
√
𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡𝛼𝑘−𝛽/2−1

𝑘!
𝐻2,1

3,2

[︂
𝑥2

4𝑡𝛽

⃒⃒⃒
(−2, 2), (𝛼𝑘 − 𝛽/2, 𝛽)

(−1, 1), (−1/2 + 𝑘, 1), (0, 2)

]︂
.

Теперь перейдем к непосредственному доказательству теоремы 2.
Применяя преобразования Фурье и Лапласа к задаче (3), (4) по перемен-

ным 𝑥 и 𝑡, получаем

𝑠^̃𝑢(𝜉, 𝑠)− �̃�(𝜉, 0) + 𝑠1−𝛼 ^̃𝑢+ 𝜉2𝑠1−𝛽 ^̃𝑢 = 0, 𝜉 ∈ R, 𝑠 > 0,

�̃�(𝜉, 0) = 𝜙(𝜉).

Отсюда имеем
^̃𝑢 =

𝜙(𝜉)

𝑠+ 𝑠1−𝛼 + 𝜉2𝑠1−𝛽
. (10)
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Применяя обратные преобразования Фурье и Лапласа к уравнению (10),
получим

𝜙(𝜉)

𝑠+ 𝑠1−𝛼 + 𝜉2𝑠1−𝛽
=

1

𝑠+ 𝑠1−𝛼
· 𝜙(𝜉)

1 + 𝜉2 𝑠1−𝛽

𝑠+𝑠1−𝛼

=

=
𝜙(𝜉)

𝑠+ 𝑠1−𝛼
·

∞∑︁
𝑛=0

(−𝜉2)𝑛 𝑠(1−𝛽)𝑛

(𝑠+ 𝑠1−𝛼)𝑛
=

= 𝜙(𝜉)

∞∑︁
𝑛=0

(−𝜉2)𝑛 𝑠
𝛼(𝑛+1)−(𝛽𝑛+1)

(𝑠𝛼 + 1)𝑛+1
=

= 𝜙(𝜉)
∞∑︁
𝑛=0

𝐿
{︀
𝑡𝛽𝑛𝐸𝛼,𝛽𝑛+1(−𝑡−𝛼)

}︀
=

= 𝜙(𝜉)𝐿

{︂ ∞∑︁
𝑛=0

(−𝜉2𝑡𝛽)𝑛
∑︁
𝑘=0

(𝑛+ 1)𝑘(−𝑡𝛼)𝑘
Γ(𝛼𝑘 + 𝛽𝑛+ 1)𝑛!

}︂
=

= 𝜙(𝜉)𝐿

{︂ ∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑘=0

Γ(𝑛+𝑘+1)
Γ(𝑛+1) (−𝑡𝛼)𝑘(−𝜉2𝑡𝛽)𝑛

Γ(𝛼𝑘 + 𝛽𝑛+ 1)Γ(𝑘 + 1)

}︂
=

= 𝜙(𝜉)𝐿

{︂ ∞∑︁
𝑘=0

(−𝑡𝛼)𝑘
∞∑︁
𝑛=0

(𝑘 + 1)𝑛(−𝑡𝛽𝜉2)𝑛
Γ(𝛼𝑘 + 𝛽𝑛+ 1)𝑛!

}︂
=

= 𝜙(𝜉)𝐿

{︂ ∞∑︁
𝑘=0

(−𝑡𝛼)𝑘𝐸𝑘+1
𝛽,𝛼𝑘+1(−𝑡𝛽𝜉2)

}︂
;

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2𝜋

∫︁
R

∞∑︁
𝑘=0

(−𝑡𝛼)𝑘𝐸𝑘+1
𝛽,𝛼𝑘+1(−𝑡𝛽𝜉2)𝜙(𝜉)𝑒−𝑖𝑥𝜉𝑑𝜉 =

=
1

2𝜋

∫︁
R
𝑒−𝑖𝑥𝜉

∞∑︁
𝑘=0

(−𝑡𝛼)𝑘𝐸𝑘+1
𝛽,𝛼𝑘+1(−𝑡𝛽𝜉2)

∫︁
R
𝑒𝑖𝜉𝑦𝜙(𝑦)𝑑𝑦𝑑𝜉 =

=

∫︁
R

[︂
1

2𝜋

∫︁
R
𝑒−𝑖𝜉(𝑥−𝑦)

∞∑︁
𝑘=0

(−𝑡𝛼)𝑘𝐸𝑘+1
𝛽,𝛼𝑘+1(−𝑡𝛽𝜉2)𝑑𝜉

]︂
𝜙(𝑦)𝑑𝑦 =

=

∫︁
R
𝐺(𝑥− 𝑦, 𝑡)𝜙(𝑦)𝑑𝑦. (11)

Заметим, что если в (11) 𝑡 = 0, то в силу (6) имеем

𝑢(𝑥, 0) =

∫︁
R
𝐺(𝑥− 𝑦, 0)𝜙(𝑦)𝑑𝑦 =

∫︁
R
𝛿(𝑥− 𝑦)𝜙(𝑦)𝑑𝑦 = 𝜙(𝑥).

Теперь покажем, что полученное выше решение является классическим.
Применяя (7) в (5), имеем

|𝑢(𝑥, 𝑡)| =
⃒⃒⃒⃒∫︁

R
𝐺(𝑥− 𝑦, 𝑡)𝜙(𝑦)𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
6 ‖𝜙‖𝐶𝑏(R)

⃒⃒⃒⃒∫︁
R
𝐺(𝑥− 𝑦, 𝑡)𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
6 ‖𝜙‖𝐶𝑏(R).
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Отсюда
‖𝑢‖𝐶(R;[0,𝑇 ]) 6 ‖𝜙‖𝐶𝑏(R).

Поскольку 𝜙 ∈ 𝐶𝑏(R), с учетом (9) получим следующую оценку:

|𝑢𝑡(𝑥, 𝑡)| 6
∫︁
R

⃒⃒⃒⃒
𝜕

𝜕𝑡
𝐺(𝑥− 𝑦, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒
|𝜙(𝑦)|𝑑𝑦 6 𝐶

∫︁
supp(𝜙)

|𝜙(𝑦)|𝑑𝑦 6 𝐶‖𝜙‖𝐶𝑏(R).

Это означает, что
‖𝑢𝑡‖𝐶(R;[0,𝑇 ]) 6 ‖𝜙‖𝐶𝑏(R). (12)

Аналогичным образом получим

⃦⃦
𝐷1−𝛼

0+,𝑡𝑢
⃦⃦
𝐶(R;[0,𝑇 ])

6 ‖𝜙‖𝐶𝑏(R),
⃦⃦⃦ 𝜕2

𝜕𝑥2
𝐷1−𝛼

0+,𝑡𝑢
⃦⃦⃦
𝐶(R;[0,𝑇 ])

6 ‖𝜙‖𝐶𝑏(R). (13)

Теорема 2 доказана. �

Теорема 3. Пусть 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶𝑏(R; [0, 𝑇 ]). Тогда единственное классическое
решение уравнения

𝜔𝑡(𝑥, 𝑡; 𝜏)+𝐷
1−𝛼
𝜏+,𝑡𝜔(𝑥, 𝑡; 𝜏)−𝐷1−𝛽

𝜏+,𝑡𝜔𝑥𝑥(𝑥, 𝑡; 𝜏) = 0, 𝑥 ∈ R, 0 < 𝜏 < 𝑡 6 𝑇, (14)

удовлетворяющее условию

𝜔(𝑥, 𝑡; 𝜏)
⃒⃒
𝑡=𝜏

= 𝑓(𝑥, 𝜏), (15)

имеет вид
𝜔(𝑥, 𝑡; 𝜏) =

∫︁
R
𝐺(𝑥− 𝑦, 𝑡− 𝜏)𝑓(𝑦, 𝜏)𝑑𝑦,

где 𝐺 определяется, как в теореме 2.
До к а з ат е л ь ств о теоремы 3 проводится с использованием результа-

тов теоремы 2 и леммы 1.

4. Принцип Дюамеля. Рассмотрим неоднородную начальную задачу

𝑢𝑡 +𝐷1−𝛼
0+,𝑡𝑢−𝐷1−𝛽

0+,𝑡𝑢𝑥𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ R, 0 < 𝑡 6 𝑇, (16)
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ R. (17)

Справедлива следующая теорема.
Теорема 4 (Принцип Дюамеля). Пусть 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R; [0, 𝑇 ]). Тогда един-

ственное классическое решение задачи (16), (17) задается формулой

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝜔(𝑥, 𝑡; 𝜏)𝑑𝜏, (18)

где 𝜔(𝑥, 𝑡; 𝜏)— классическое решение задачи (14), (15).
До к а з ат е л ь ств о. Поскольку 𝜔(𝑥, 𝑡; 𝜏)— классическое решение на-

чальной задачи (14), (15), из условий (12), (13) следует, что функции 𝜔, 𝜔𝑡,
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𝜕2

𝜕𝑥2𝐷
1−𝛽
𝜏+,𝑡𝜔, 𝐷1−𝛼

𝜏+,𝑡𝜔 ∈ 𝐶(R× (0, 𝑇 ]) ограничены. Таким образом, в дальнейшем
мы можем дифференцировать функцию (18) под интегралом.

Покажем, что

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝜔(𝑥, 𝑡; 𝜏)𝑑𝜏

является решением начальной задачи (16), (17). Продифференцируем послед-
нее равенство по 𝑡:

𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜔(𝑥, 𝑡; 𝜏)

⃒⃒
𝜏=𝑡

+

∫︁ 𝑡

0

𝜕

𝜕𝑡
𝜔(𝑥, 𝑡; 𝜏)𝑑𝜏. (19)

Поскольку 𝜔, 𝜔𝑡, 𝐷
1−𝛼
0+,𝑡𝜔,

𝜕2

𝜕𝑥2𝐷
1−𝛽
0+,𝑡𝜔— непрерывны и ограничены, применяя тео-

рему Фубини, получаем

𝐷1−𝛼
0+,𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐷1−𝛼

0+,𝑡

∫︁ 𝑡

0
𝜔(𝑥, 𝑡; 𝜏)𝑑𝜏 =

1

Γ(𝛼)

𝜕

𝜕𝑡

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑡

𝜏
𝜔(𝑥, 𝑠, 𝜏)(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑑𝑠.

Обозначим

𝑊 (𝑥, 𝑡; 𝜏) =

∫︁ 𝑡

𝜏
𝜔(𝑥, 𝑠; 𝜏)(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑑𝑠.

Применяя к
∫︁ 𝑡

0
𝑊 (𝑥, 𝑡; 𝜏)𝑑𝜏 формулу (19), имеем

𝜕

𝜕𝑡

∫︁ 𝑡

0
𝑊 (𝑥, 𝑡; 𝜏)𝑑𝜏 =𝑊 (𝑥, 𝑠; 𝜏)

⃒⃒
𝜏=𝑡

+

∫︁ 𝑡

0

𝜕

𝜕𝑡
𝑊 (𝑥, 𝑡; 𝜏)𝑑𝜏.

Так как 𝜔(𝑥, 𝑡; 𝜏)— непрерывная функция,

𝑊 (𝑥, 𝑡; 𝜏)
⃒⃒
𝜏=𝑡

= lim
𝜏→𝑡

∫︁ 𝑡

𝜏
𝜔(𝑥, 𝑠; 𝜏)(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑑𝑠 = 0.

Из теоремы 3 следует, что функция 𝜔 является классическим решением за-
дачи (14), (15), тогда

𝐷1−𝛼
0+,𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝐷1−𝛼

𝜏+,𝑡𝜔(𝑥, 𝑡; 𝜏)𝑑𝜏, (20)

𝜕2

𝜕𝑥2
𝐷1−𝛽

0+,𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝜕2

𝜕𝑥2
𝐷1−𝛽

𝜏+,𝑡𝜔(𝑥, 𝑡; 𝜏)𝑑𝜏. (21)

С использованием (19), (20) и (21) уравнение (16) сводится к виду

𝑢𝑡 +𝐷1−𝛼
0+,𝑡𝑢−𝐷1−𝛽

0+,𝑡𝑢𝑥𝑥 =

= 𝜔(𝑥, 𝑡; 𝜏)
⃒⃒
𝜏=𝑡

+

∫︁ 𝑡

0

𝜕

𝜕𝑡
𝜔(𝑥, 𝑡; 𝜏)𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

0
𝐷1−𝛼

𝜏+,𝑡𝜔(𝑥, 𝑡; 𝜏)𝑑𝜏 −

−
∫︁ 𝑡

0

𝜕2

𝜕𝑥2
𝐷1−𝛽

𝜏+,𝑡𝜔(𝑥, 𝑡; 𝜏)𝑑𝜏 =
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= 𝜔(𝑥, 𝑡; 𝜏)
⃒⃒
𝜏=𝑡

+

∫︁ 𝑡

0

[︁ 𝜕
𝜕𝑡
𝜔(𝑥, 𝑡; 𝜏) +𝐷1−𝛼

𝜏+,𝑡𝜔(𝑥, 𝑡; 𝜏)−

− 𝜕2

𝜕𝑥2
𝐷1−𝛽

𝜏+,𝑡𝜔(𝑥, 𝑡; 𝜏)
]︁
𝑑𝜏 = 𝑓(𝑥, 𝑡).

При этом 𝑢(𝑥, 0) = 0. Следовательно,

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝜔(𝑥, 𝑡; 𝜏)𝑑𝜏

является решением задачи (16), (17).
Покажем регулярность решения. Применяя (7) в (18), имеем

|𝑢(𝑥, 𝑡)| 6 ‖𝑓‖𝐶𝑏(R;[0,𝑇 ])

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

∫︁
R
𝐺(𝑥− 𝑦, 𝑡− 𝜏)𝑑𝑦𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
6

6 |𝑡𝐸𝛼,2(−𝑡𝛼)| · ‖𝑓‖𝐶𝑏(R;[0,𝑇 ]) 6 𝐶‖𝑓‖𝐶𝑏(R;[0,𝑇 ])

при 0 6 𝑡 6 𝑇 . Аналогично доказывается регулярность 𝑢𝑡, 𝐷1−𝛼
0+,𝑡𝑢 и 𝐷1−𝛽

0+,𝑡𝑢𝑥𝑥
с использованием свойств (8), (9). Теорема 4 доказана. �

Таким образом, в теореме 2 доказаны существование и единственность ре-
шения однородного уравнения с неоднородным начальным условием (3), (4),
в теореме 3 приведено решение вспомогательной задачи (14), (15), а в теоре-
ме 4 доказана разрешимость неоднородного уравнения с однородным началь-
ным условием (16), (17). Из этих трех теорем следует существование и един-
ственность решения неоднородного уравнения с неоднородным начальным
условием (1), (2), т.е. теорема 1 доказана.
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Abstract

The article is dedicated to solving the Cauchy problem for a differential
equation with a Riemann–Liouville fractional derivative. The initial condi-
tion is formulated in a natural way and it is proven that the resulting solution
is regular. Firstly, a fundamental solution is constructed and its properties
are analyzed. Then, based on these properties, the solution to the homo-
geneous equation in the Cauchy problem is studied. Furthermore, unlike
other problems of this type, the solution to the Cauchy problem presented
for a nonhomogeneous equation is explicitly obtained in this work using the
Duhamel’s principle and the three-parameter Mittag–Leffler function. By
applying additional conditions to these problems, it is also demonstrated
that this solution is classical.
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