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Аннотация

Изучается прочность соединения в сборке с натягом двухслойного
вала, произведенной с помощью операции горячей посадки. Материалы
деталей сборки считаются идеальными упругопластическими с предела-
ми пластичности, существенно зависимыми от температуры. В расчетах
принимаются условия плоского деформированного состояния. Испыта-
ния соединения на отрыв производятся при помощи вращения сборки
вокруг ее оси, когда отрывные усилия создаются в форме центробежных
сил инерции. Показано, что с ростом скорости вращения натяг в сбор-
ке падает. Рассчитывается предельная из возможных угловая скорость
вращения, при которой натяг в сборке исчезает.
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Задача Гадолина о сборке двухслойного вала . . .

Введение. В машиностроении часто используются составные детали ме-
ханизмов и машин, полученные сборкой посредством операции горячей по-
садки [1]. Такие детали кроме их функциональной предназначенности могут
обладать иными преимуществами перед сплошными. Характерным приме-
ром тому являются двухслойные преднапряженные стволы артиллерийских
орудий, конструкция которых была предложена академиком А. В. Гадоли-
ным [2]. Стволы такой конструкции оказались способными выдерживать по-
вышенные уровни давления пороховых газов, что способствовало повышению
прицельной дальности стрельбы. Технология сборки способом горячей посад-
ки проста и заключается в нагревании охватывающего элемента сборки до
назначаемой температуры и помещения внутрь него холодного охватывае-
мого элемента. При этом подбором размеров добиваются непосредственного
контакта данных элементов сборки по их общей цилиндрической поверхно-
сти с момента времени, близкого к моменту посадки. После остывания сборки
в комнатных условиях образуется достаточно прочное неразъемное соедине-
ние.

Оценки натяга в сборке первоначально брались из решения краевых задач
теории температурных напряжений в упругих телах [3,4]. Учет влияния необ-
ратимых (пластических) деформаций на распределение итоговых остаточных
напряжений и натяга в сборке стал возможным только в результате разви-
тия приближенных численных методов расчета и соответствующего вычис-
лительного инструментария [5–10]. В связи с этим отметим, что деформиро-
ванные состояния осесимметричных тел с учетом сформированных областей
пластического течения рассматривались в работах [11–15]. Выяснилось, что
для упрощения математического аппарата, представляющего возможность
получить точное решение задачи, в качестве классических кусочно-линейных
пластических потенциалов можно использовать условия пластического тече-
ния — условия пластического течения максимальных касательных напряже-
ний (условия Треска—Сен-Венана) или максимальных приведенных напря-
жений (условия Ишлинского—Ивлева). Однако еще Д. Бленд заметил [11],
что в таком случае пластическая область может разделиться на части, в кото-
рых напряжения подчинены различным граням и ребрам кусочно-линейных
поверхностей нагружения (разным граням и ребрам наклонных призм Трес-
ка или Ивлева в пространстве главных напряжений). Данное обстоятельство
существенно усложняет расчеты температурных напряжений в рассматрива-
емый момент времени. Более того, задача о сборке цилиндрических изделий
способом горячей посадки не относится к задачам об упругопластическом
состоянии, а является задачей о процессе (сопутствующей технологической
операции) от момента посадки до полного остывания сборки. Поэтому обла-
сти пластического течения могут зарождаться, делиться, исчезать, а каждый
такой момент времени должен отслеживаться и учитываться в расчетах.

Возможность выписать точное решение одномерной задачи о распреде-
лении температурных напряжений по элементам сборки в каждый рассчи-
тываемый момент времени в зависимости от текущего (известного, рассчи-
танного) распределения температуры является основным преимуществом ис-
пользования кусочно-линейных пластических потенциалов (кусочно-линей-
ных условий пластического течения) в расчетах. Задача о горячей посадке,
называемая в отечественной литературе [14, 19] задачей Гадолина, не явля-
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ется задачей об упругопластическом состоянии, так как она рассматривает
развитие упругопластического процесса. В этом случае точное решение необ-
ходимо получать на каждом временном шаге расчетов [9, 10, 16–20], уточняя
размеры пластической области с учетом ее деления, появления новых и/или
исчезновения существующих областей течения.

Прочность соединений, созданных с помощью технологии горячей посад-
ки, проверялась теоретически и экспериментально [21–25]. Так, в [21] соеди-
нение испытывалось на скручивание охватывающей детали сборки, в [22, 23]
сборка в целом проверялась на кручение, в [24] — на осевое давление, а в [25] —
на циклические нагрузки. Наиболее опасными для натяга в сборке являют-
ся внешние усилия, формирующие отрыв. В работе [26] отрывные усилия
создавались силами инерции при осевом вращении диска. Понижение натя-
га в сборке за счет действия центробежных сил инерции рассчитывалось на
основе решения одномерной краевой задачи теории плоского напряженного
состояния в упругопластическом теле [27, 28]. В настоящей работе рассмат-
ривается эволюция натяга в сборке двухслойного вала [18] на основе способа
расчета одномерных упругопластических процессов во вращающихся цилин-
драх [29,30].

1. Исходные соотношения математической модели. Расчеты будем
проводить в рамках математической модели идеального упругопластического
тела. Допускаемые телом деформации 𝑑 полагаем малыми и состоящими из
упругой 𝑒 и пластической 𝑝 составляющих:

𝑑 = 𝑒+ 𝑝 =
1

2
(∇𝑢+∇⊤𝑢),

где 𝑢— вектор перемещений. Пренебрегая силами инерции и массовыми си-
лами, локальное следствие закона сохранения импульса запишем в форме
уравнения равновесия

∇𝜎 = 0. (1)
Следствие закона сохранения энергии запишем в форме уравнения баланса
внутренней энергии

𝜌
𝑑𝜉

𝑑𝑡
+∇𝑞 = 𝜎 · · 𝜀, 𝜀 =

1

2
(∇𝑣 +∇⊤𝑣), 𝑣 =

𝑑𝑢

𝑑𝑡
, (2)

где 𝜌 — плотность деформируемого материала, 𝑞 — вектор теплового потока,
𝜀— тензор скорости деформации Эйлера, 𝑡— текущее время. Термодинами-
ческий потенциал 𝜉 = 𝜉(𝑑, 𝑠) является функцией параметров состояния 𝑑
и 𝑠. Примем упрощающее предположение, что данный потенциал зависит
только от упругих деформаций: 𝜉 = 𝜉(𝑒, 𝑠). Введем иной термодинамический
потенциал 𝜓 = 𝜓(𝑒, 𝑇 ) такой, что 𝜓(𝑒, 𝑇 ) = 𝜉(𝑒, 𝑠) − 𝑠𝑇 , где 𝑇 = 𝜕𝜉/𝜕𝑠—
температура.

С учетом таких упрощающих гипотез из (2) следуют соотношения [31]:

𝜎 = 𝜌
𝜕𝜓(𝑒, 𝑇 )

𝜕𝑒
, (3)

𝜕(𝜌𝑠)

𝜕𝑡
= −∇𝐽 +

1

𝑇
𝜎 · · 𝜀𝑝 − 1

𝑇 2
𝑞 · ∇𝑇,

𝜕𝜓

𝜕𝑇
= −𝑠, 𝜀𝑝 =

𝑑𝑝

𝑑𝑡
, 𝜀 = 𝜀𝑒 + 𝜀𝑝, 𝐽 = 𝜌𝑠𝑣 + 𝑇−1𝑞.

(4)
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Если в формуле Мурнагана (3) для свободной энергии 𝜓(𝑒, 𝑇 ) принять
простейшую квадратную зависимость, то получаем зависимости закона Дю-
амеля—Неймана:

𝜎 = (𝜆 tr 𝑒− 3𝛼𝑇0𝐾𝜃)𝐼 + 2𝜇𝑒, (5)

𝜃 = (𝑇 − 𝑇0)/𝑇0, 𝐾 = 𝜆+
2

3
𝜇.

Здесь 𝜆, 𝜇— параметры Ламе, 𝑇0 — температура свободного состояния тела
(комнатная температура), 𝛼— коэффициент линейного расширения дефор-
мируемого материала.

Если такую же простейшую квадратную зависимость для 𝜓(𝑒, 𝜃) принять
в (4), считая материал изотропным, и ограничиться простейшей формой Фу-
рье в законе теплопроводности 𝑞 = −𝜁∇𝑇 , 𝜁 = const, то из (4) следует урав-
нение теплопроводности

𝜕𝜃

𝜕𝑡
= 𝜃 = 𝑎Δ𝜃 − 1

𝑐𝑇0
(𝛿 tr 𝜀𝑒 − 𝜎 · · 𝜀𝑝) + 𝑤(𝑥, 𝑡). (6)

Здесь 𝑎— коэффициент температуропроводности, 𝑐— удельная теплоемкость
материала, 𝛿— коэффициент связанности; через 𝑤(𝑥, 𝑡) обозначены возмож-
ные источники тепла в деформируемом материале, где 𝑥— радиус-вектор ме-
ста рассматриваемой точки. Иногда теплом, производимым за счет дефор-
мирования, по сравнению с теплом, поступающим от внешних источников,
можно пренебречь. Тогда уравнение теплопроводности (6) приобретает более
простую форму:

𝜃 = 𝑎Δ𝜃 + 𝑤(𝑥, 𝑡). (7)
В таком случае, следуя (7), распределение температуры по деформируе-

мому телу можно рассчитать независимо от процесса его деформирования.
Данная несвязанная теория, называемая теорией температурных напряже-
ний в деформируемых материалах, будет использоваться в дальнейших рас-
четах.

Изначально деформации в материале растут в форме обратимых (упру-
гих) деформаций согласно условиям (1) и (5). Но с ростом температуры по-
вышается уровень температурных напряжений и наступает момент времени,
когда выполняется условие пластического течения: 𝑓(𝜎, 𝑘) = 0. Последнее
в шестимерном пространстве напряжений 𝜎 задает поверхность нагружения.
Из-за зависимости предела текучести 𝑘 от температуры 𝑘 = 𝑘(𝜃) поверхность
нагружения меняет свое положение в пространстве напряжений. Принимая
условие, что в каждый рассматриваемый момент времени выполняются усло-
вия принципа максимума Мизесса, имеем ассоциированный с поверхностью
нагружения закон пластического течения [32]:

𝑑𝑝 = 𝑑𝜁
𝜕𝑓(𝜎, 𝑘)

𝜕𝜎
, 𝑑𝜁 > 0. (8)

В качестве поверхности нагружения в дальнейших расчетах принимается
боковая поверхность наклонной призмы Ивлева [33] в трехмерном простран-
стве главных напряжений:

max |𝜎𝑗 − 𝜎| = 4

3
𝑘, 𝜎 =

1

3
tr𝜎. (9)
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Это классическое кусочно линейное-условие пластического течения называ-
ют условием максимальных приведенных напряжений [33], либо условием
Ишлинского—Ивлева [15, 18–20]. Зависимость предела текучести 𝑘 от темпе-
ратуры далее принимаем в линейной форме:

𝑘 = 𝑘0(𝜃𝑝 − 𝜃)/𝜃𝑝.

Здесь 𝑘0 = const— предел текучести в опытах на чистый сдвиг при комнатной
температуре 𝑇0; 𝜃𝑝 — безразмерная температура плавления, наименьшая из
температур плавления деформируемых материалов сборки.

2. Постановка задачи Гадолина. Распределение температуры. Тех-
нологически операция горячей посадки заключается в том, что в разогре-
тую до назначаемой температуры 𝑇* охватывающую деталь сборки (муфту —
𝑅2 6 𝑟 6 𝑅3) помещают охватываемую деталь (вал — 0 6 𝑟 6 𝑅1) комнат-
ной температуры 𝑇0. Размеры подбираются так, чтобы непосредственно после
момента посадки (𝑡 = 0+) детали сборки имели общую контактную поверх-
ность 𝑟 = 𝑅 (𝑅1 = 𝑅2 = 𝑅). Это достигается за счет теплового расширения
охватываемой детали за незначительное время после момента посадки. Сбор-
ку полагаем достаточно длинной, чтобы за счет пренебрежения торцевыми
эффектами задача свелась к одномерной задаче теории температурных на-
пряжений. Распределение температуры по элементам сборки следует из ре-
шения краевой задачи для дифференциального уравнения теплопроводности
в цилиндрической системе координат (𝑟, 𝜙, 𝑧)

𝜃,𝑡 = 𝑎(𝜃,𝑟𝑟 + 𝜃,𝑟/𝑟), (10)

с начальными

𝜃(𝑟, 0) =

{︃
0, 0 6 𝑟 6 𝑅;
𝜃*, 𝑅 6 𝑟 6 𝑅3, 𝜃* = (𝑇* − 𝑇0)/𝑇0

(11)

и граничными условиями

𝜃,𝑟(0, 𝑡) = 0, 𝜃,𝑟(𝑅3, 𝑡) = −𝜒𝜃(𝑅3, 𝑡),

𝜃(1)(𝑅, 𝑡) = 𝜃(2)(𝑅, 𝑡), 𝛽1𝜃
(1),𝑟 (𝑅, 𝑡) = 𝛽2𝜃

(2),𝑟 (𝑅, 𝑡).
(12)

Здесь 𝜒 = const— коэффициент теплоотдачи от боковой поверхности 𝑟 = 𝑅3

охватывающей детали в окружающую среду; 𝛽1 и 𝛽2 — коэффициенты тепло-
проводности охватываемой (1) и охватывающей (2) деталей сборки соответ-
ственно. Запятой здесь и далее обозначается частная производная по соот-
ветствующей независимой переменной.

Получение точного решения задачи (10)–(12) не представляет каких-либо
проблем. Далее считаем, что распределение температуры 𝜃 известно (рассчи-
тано).

3. Эволюция температурных напряжений. Непосредственно после
момента посадки 𝑡 = 0+ детали сборки деформируются обратимо (упруго):

𝑑𝑟 = 𝑒𝑟 = 𝑢𝑟,𝑟, 𝑑𝜙 = 𝑒𝜙 = 𝑢𝑟/𝑟, 𝑑𝑧 = 𝑒𝑧 = 0.
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Компоненты тензора напряжений согласно закону Дюамеля—Неймана (5) за-
пишем в виде

𝜎𝑟 = (𝜆+ 2𝜇)𝑢𝑟,𝑟 + 𝜆𝑢𝑟/𝑟 − 3𝛼𝐾𝑇0𝜃,

𝜎𝜙 = (𝜆+ 2𝜇)𝑢𝑟/𝑟 + 𝜆𝑢𝑟,𝑟 − 3𝛼𝐾𝑇0𝜃,

𝜎𝑧 = 𝜆(𝑢𝑟,𝑟 + 𝑢𝑟/𝑟)− 3𝛼𝐾𝑇0𝜃.

(13)

Уравнение равновесия (1), записанное в цилиндрической системе координат

𝜎𝑟,𝑟 + (𝜎𝑟 − 𝜎𝜙)/𝑟 = 0, (14)

при подстановке в него (13) приводится к дифференциальному уравнению

𝜕

𝜕𝑟

(︁1
𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑢𝑟)

)︁
=

𝐾

𝜆+ 2𝜇

𝜕𝜃

𝜕𝑟
. (15)

После интегрирования (15) получим

𝑢(𝑚)
𝑟 (𝑟, 𝑡) =

3𝐾

(𝜆+ 2𝜇)
Φ(𝑟, 𝑙, 1) + 𝐶

(𝑚)
1 (𝑡)

𝑟

2
+ 𝐶

(𝑚)
2 (𝑡)

1

𝑟
,

где

Φ(𝑟, 𝑙, ℎ) =
𝛼𝑇0
𝑟ℎ

∫︁ 𝑟

𝑙
𝜌ℎ𝜃(𝜌)𝑑𝜌.

Здесь 𝑚 = 1 и 𝑙 = 0 используются для вала, 𝑚 = 2 и 𝑙 = 𝑅— для муфты.
Постоянные в рассматриваемый момент времени 𝐶

(𝑚)
1 (𝑡) и 𝐶

(𝑚)
2 (𝑡) опре-

деляются из граничных условий

𝜎𝑟(𝑅3, 𝑡) = 0, 𝐶
(1)
2 (𝑡) = 0, [𝜎𝑟(𝑅, 𝑡)] = 0, [𝑢𝑟(𝑅, 𝑡)] = 0. (16)

Здесь квадратными скобками обозначен разрыв зависимых переменных на
поверхности контакта 𝑟 = 𝑅. Проводя по такой схеме расчеты последователь-
ными шагами по времени, обнаруживаем, что в некоторый момент времени 𝑡1
(𝑡1 > 0) на поверхности материала муфты 𝑟 = 𝑅 выполняется условие пласти-
ческого течения в форме 𝜎𝜙𝜙+𝜎𝑧𝑧−2𝜎𝑟𝑟 = 4𝑘. Это условие означает соответ-
ствие напряженного состояния грани наклонной призмы Ивлева [32, 33]. На
рис. 1 в пространстве главных напряжений показано сечение призмы Ивлева
девиаторной плоскостью 𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3 = 0. Здесь указан отрезок шестиуголь-
ника, соответствующий грани, достигаемой напряжениями первоначально.
С момента времени 𝑡 = 𝑡1 от поверхности 𝑟 = 𝑅 отделяется и продвигается
упругопластическая граница 𝑟 = 𝑛1(𝑡).

Упругопластические состояния в сборке и их эволюция для различных
временных промежутков между моментами, в которых появляется новая или
исчезает имеющаяся область пластического течения, показаны на рис. 2.

В развивающейся области пластического течения 𝑅 6 𝑟 < 𝑛1(𝑡) (см.
рис. 2) из (5) имеем

𝜎𝑟 = (𝜆+ 2𝜇)(𝑢𝑟,𝑟 − 𝑝𝑟) + 𝜆(𝑢𝑟/𝑟 − 𝑝𝜙 − 𝑝𝑧)− 3𝛼𝐾𝑇0𝜃,

𝜎𝜙 = (𝜆+ 2𝜇)(𝑢𝑟/𝑟 − 𝑝𝜙) + 𝜆(𝑢𝑟,𝑟 − 𝑝𝑟 − 𝑝𝑧)− 3𝛼𝐾𝑇0𝜃,

𝜎𝑧 = −𝑝𝑧(𝜆+ 2𝜇) + 𝜆(𝑢𝑟,𝑟 − 𝑝𝑟 + 𝑢𝑟/𝑟 − 𝑝𝜙)− 3𝛼𝐾𝑇0𝜃.

(17)
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Рис. 1. Сечение призмы Ивлева девиаторной плоскостью 𝜎1+𝜎2+𝜎3 = 0

[Figure 1. Cross section of the Ivlev prism by the deviatoric plane
𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3 = 0; Ishlinsky–Ivlev hexagon]

Рис. 2. Эволюция областей пластического течения; RDR — область обратимого
деформирования

[Figure 2. The evolution of plastic flow regions; RDR — the reversible deformation
region]
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Необратимые деформации исключаются из (17) с помощью ассоциирован-
ного с гранью 𝜎𝜙 + 𝜎𝑧 − 2𝜎𝑟 = 4𝑘 поверхности текучести (см. рис. 1) закона
пластического течения (8):

𝑑𝑝𝑟 = −2𝑑𝜁, 𝑑𝑝𝜙 = 𝑑𝜁, 𝑑𝑝𝑧 = 𝑑𝜁, 𝑑𝜁 =
1

6

𝑢𝑟
𝑟

− 2

3
(𝑘 + 𝑢𝑟,𝑟). (18)

Зависимости (17) и (18) позволяют переписать уравнение равновесия (14)
в следующей форме:

𝜕2𝑢𝑟
𝜕𝑟2

+
1

𝑟

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

− ℎ2
𝑢𝑟
𝑟2

=
2

𝐾

(︁2𝜕𝑘
3𝜕𝑟

+
𝑘

𝑟

)︁
+ 3𝛼𝑇0

𝜕𝜃

𝜕𝑟
, ℎ2 =

3𝜆+ 5𝜇

3𝜆+ 2𝜇
. (19)

Полагая, что распределение температуры 𝜃(𝑟, 𝑡) в данный момент времени
уже рассчитано и интегрируя (19), найдем

𝑢𝑟 = 1.5ℎ−1
(︀
(ℎ+ 1)Φ(𝑟, 𝑙, ℎ) + (ℎ− 1)Φ(𝑟, 𝑙,−ℎ)

)︀
− (2ℎ𝑟ℎ)−1𝐶

(3)
1 (𝑡) +

+ (3𝐾ℎ)−1
(︀
(2ℎ− 1)Ψ(𝑟, 𝑙, ℎ)− (2ℎ+ 1)Ψ(𝑟, 𝑙,−ℎ)

)︀
+ 𝑟ℎ𝐶

(3)
2 (𝑡),

𝜎𝑟 = 1.5𝐾(ℎ𝑟)−1(ℎ2 − 1)
(︀
Φ(𝑟, 𝑙,−ℎ)− Φ(𝑟, 𝑙, ℎ)

)︀
−

− (3ℎ𝑟)−1
(︀
(ℎ− 1)(2ℎ− 1)Ψ(𝑟, 𝑙, ℎ) + (ℎ+ 1)(2ℎ+ 1)Ψ(𝑟, 𝑙,−ℎ)

)︀
+

+ (ℎ− 1)(2ℎ𝑟ℎ+1)−1𝐾𝐶
(3)
1 (𝑡) + (ℎ+ 1)𝑟ℎ−1𝐾𝐶

(3)
2 (𝑡),

𝜎𝜙 = −Ψ(𝑟, 𝑙,−ℎ)(3𝐾𝑟ℎ)−1(2ℎ+ 1)(𝐾(1 + ℎ) + 𝜇)−
−Ψ(𝑟, 𝑙, ℎ)(3𝐾𝑟ℎ)−1(2ℎ− 1)(𝐾(1− ℎ) + 𝜇) +

+ 1.5Φ(𝑟, 𝑙,−ℎ)(ℎ− 1)(𝑟ℎ)−1(𝐾(1 + ℎ) + 𝜇) +

+ 1.5Φ(𝑟, 𝑙, ℎ)(ℎ+ 1)(𝑟ℎ)−1(𝐾(1− ℎ) + 𝜇)− 2𝑘 −

− (𝐾(1− ℎ) + 𝜇)(2ℎ𝑟ℎ+1)−1𝐶
(3)
1 (𝑡) + (𝐾(1 + ℎ) + 𝜇)𝑟ℎ−1𝐶

(3)
2 (𝑡),

𝑒𝑝𝑟 = −2𝑒𝜙 = 2𝛼𝑇0𝜃 − 2(2𝜇+ 𝜆)(3𝜇𝐾)−1𝑘 +

+ (4ℎ2 − 1)(9𝐾ℎ𝑟)−1
(︀
Ψ(𝑟, 𝑙, ℎ)−Ψ(𝑟, 𝑙,−ℎ)

)︀
+

+ (2ℎ𝑟)−1
(︀
(ℎ− 1)(2ℎ− 1)Φ(𝑟, 𝑙,−ℎ)− (ℎ+ 1)(2ℎ+ 1)Φ(𝑟, 𝑙, ℎ)

)︀
+

+ (2ℎ+ 1)(6ℎ𝑟ℎ+1)−1𝐶
(3)
1 (𝑡) + 3−1(2ℎ− 1)𝑟ℎ−1𝐶

(3)
2 (𝑡),

где

Ψ(𝑟, 𝑙, ℎ) =
1

𝑟ℎ

∫︁ 𝑟

𝑙
𝜌ℎ𝑘(𝜌)𝑑𝜌, 𝑙 = 𝑅1.

Теперь на каждом временном шаге расчетов следует определить значения
шести функций 𝐶(1)

1 , 𝐶(1)
2 , 𝐶(2)

1 , 𝐶(2)
2 , 𝐶(3)

1 , 𝐶(3)
2 и положение упругопластиче-

ской границы 𝑛1(𝑡) в этот момент времени. Для этой цели имеем условия (16),
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а также условия непрерывности перемещения 𝑢𝑟 и напряжения 𝜎𝑟 на продви-
гающейся поверхности 𝑟 = 𝑛1(𝑡) и выполнения на ней условия пластического
течения. Такую систему алгебраических соотношений приходится разрешать
на каждом шаге расчетов. С появлением новых областей течения порядок
подобной системы уравнений будет расти. Далее на этом останавливаться не
будем, но заметим, что подобные значения и рассчитываемые положения по-
верхностей, делящих область деформирования на части, всегда имеют для
своего определения необходимое число граничных условий и условий на про-
двигающихся граничных поверхностях.

В области пластического течения 𝑅 6 𝑟 6 𝑛1(𝑡) на внутренней поверх-
ности муфты 𝑟 = 𝑅 в момент времени 𝑡 = 𝑡2 > 𝑡1 выполняется условие
2𝜎𝜙−𝜎𝑧−𝜎𝑟 = 4𝑘. Здесь зарождается упругопластическая граница 𝑟 = 𝑛2(𝑡),
которая разделяет область пластического течения на две части (см. рис. 2,
𝑡2 6 𝑡 < 𝑡3). В новой области пластическое течение подчиняется ребру ше-
стигранника Ишлинского—Ивлева (см. рис. 1).

Из-за выполнения сразу двух условий пластического течения 2𝜎𝜙 − 𝜎𝑧 −
− 𝜎𝑟 = 4𝑘 и 𝜎𝜙 + 𝜎𝑧 − 2𝜎𝑟 = 4𝑘 из ассоциированного закона пластического
течения на ребре призмы Ивлева имеем

𝑑𝑝𝑟 = −2𝑑𝜁1 − 𝑑𝜁2, 𝑝𝜙 = 𝑑𝜁1 + 2𝑑𝜁2, 𝑑𝑝𝑧 = 𝑑𝜁1 − 𝑑𝜁2,

𝑑𝜁1 = −2𝑘 + 3𝜇𝑢𝑟,𝑟
9𝜇

, 𝑑𝜁2 = −2𝑘 − 3𝜇𝑢𝑟/𝑟

9𝜇
.

Уравнение равновесия (14) переписывается в форме

𝜕

𝜕𝑟

(︁1
𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑢𝑟)

)︁
=

4

3𝐾

(︁𝜕𝑘
𝜕𝑟

+ 2
𝑘

𝑟

)︁
+ 3𝛼𝑇0

𝜕𝜃

𝜕𝑟
. (20)

Интегрируя (20), получаем

𝑢𝑟 =
𝑟𝐶

(4)
1

2
+
𝐶

(4)
2

2
+

4

3𝐾
Ψ(𝑟, 𝑙,−1) + 3Φ(𝑟, 𝑙, 1),

𝜎𝑟 = 𝐾𝐶
(4)
1 +

8

3𝑟
Ψ(𝑟, 𝑙,−1),

𝜎𝜙 = 𝐾𝐶
(4)
1 +

8

3𝑟
Ψ(𝑟, 𝑙,−1) +

8

3
𝑘(𝑟),

𝜎𝑧 = 𝐾𝐶
(4)
1 +

8

3𝑟
Ψ(𝑟, 𝑙,−1) +

4

3
𝑘(𝑟), (21)

𝑝𝑟 =
𝐶

(4)
1

6
− 𝐶

(4)
2

𝑟2
+ 4

Ψ(𝑟, 𝑙,−1)

9𝐾
+
(︁ 4

9𝐾
+

2

3𝜇

)︁
𝑘(𝑟)− 3

𝑟
Φ(𝑟, 𝑙, 1) + 2𝑇0𝛼𝜃,

𝑝𝜙 =
𝐶

(4)
1

6
+
𝐶

(4)
2

𝑟2
+ 4

Ψ(𝑟, 𝑙,−1)

9𝐾
−
(︁ 4

9𝐾
+

2

3𝜇

)︁
𝑘(𝑟) +

3

𝑟
Φ(𝑟, 𝑙, 1)− 𝑇0𝛼𝜃,

𝑝𝑧 = −1

3
𝐶

(4)
1 − 8

9𝐾
Ψ(𝑟, 𝑙,−1)− 4

9𝐾
𝑘(𝑟)− 𝑇0𝛼𝜃.

Напряжения и перемещения в области пластического течения 𝑅 6 𝑟 6 𝑛2(𝑡)
вычисляются исходя из (21).
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Из распределения температуры по материалу сборки за счет процесса
теплопроводности получаем, что 𝑑𝜁1 = 0 на внутренней поверхности муфты
𝑟 = 𝑅. Это свидетельствует о выходе напряжений с ребра поверхности нагру-
жения (2𝜎𝜙 − 𝜎𝑧 − 𝜎𝑟 = 4𝑘, 𝜎𝜙 + 𝜎𝑧 − 2𝜎𝑟 = 4𝑘) на грань 2𝜎𝜙 − 𝜎𝑧 − 𝜎𝑟 = 4𝑘.
Таким образом, образуется новая граница 𝑟 = 𝑛3(𝑡), которая через некото-
рое время достигнет границы 𝑟 = 𝑛2(𝑡), а область пластического течения
𝑛3 6 𝑟 6 𝑛2(𝑡) перестает существовать (см. рис. 2). В области 𝑅 6 𝑟 6 𝑛3(𝑡)
уравнение равновесия примет вид

𝜕2𝑢𝑟
𝜕𝑟2

+
1

𝑟

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

− ℎ2
𝑢𝑟
𝑟2

=
(︁
2
(︁1
3

𝜕𝑘

𝜕𝑟
+
𝑘

𝑟

)︁
+ 3𝛼𝑇0

𝜕𝜃

𝜕𝑟

)︁ 1

𝐾 + 𝜇
+

+
(︁
𝑝𝜙 + 2𝑝𝑟 +

𝜕𝑝𝜙
𝜕𝑟

+ 2
𝜕𝑝𝑟
𝜕𝑟

)︁ 𝜇

𝐾 + 𝜇
, ℎ =

√︃
𝐾

𝐾 + 𝜇
, (22)

где 𝑝𝑟 и 𝑝𝜙 — необратимые деформации, накопленные в результате предыду-
щего пластического течения. Интегрируя уравнение (22), получаем следую-
щие зависимости:

𝑢𝑟 = 1.5𝐾
(︀
(ℎ− 1)Φ(𝑟, 𝑙,−ℎ) + (ℎ+ 1)Φ(𝑟, 𝑙, ℎ)

)︀
ℎ−1(𝐾 + 𝜇)−1 +

+
(︀
(ℎ− 2)Ψ(𝑟, 𝑙, ℎ) + (ℎ+ 2)Φ(𝑟, 𝑙,−ℎ)

)︀
(3ℎ)−1(𝐾 + 𝜇)−1 + 𝑟ℎ𝐶

(6)
2 (𝑡)−

− 𝜇
[︀
(2ℎ+ 1)Ω𝑧(𝑟, 𝑙, ℎ) + (2ℎ− 1)Ω𝑧(𝑟, 𝑙,−ℎ)−

− Ω𝑟(𝑟, 𝑙,−ℎ) + Ω𝑟(𝑟, 𝑙, ℎ)
]︀
(2ℎ)−1(𝐾 + 𝜇)−1 + (2ℎ𝑟ℎ)−1𝐶

(5)
1 (𝑡)−

− 𝜇
(︀
(ℎ− 1)Ω𝜙(𝑟, 𝑙,−ℎ) + (ℎ+ 1)Ω𝑧(𝑟, 𝑙, ℎ)

)︀
(2ℎ)−1(𝐾 + 𝜇)−1,

𝜎𝑟 = −3𝐾(𝐾 − ℎ(𝐾 + 𝜇))(ℎ− 1)Φ(𝑟, 𝑙,−ℎ)(2ℎ𝑟)−1(𝐾 + 𝜇)−1 −
− 3𝐾(𝐾 + ℎ(𝐾 + 𝜇))(ℎ+ 1)Φ(𝑟, 𝑙, ℎ)(2ℎ𝑟)−1(𝐾 + 𝜇)−1 −
− (ℎ− 2)(𝐾 + ℎ(𝐾 + 𝜇))Ψ(𝑟, 𝑙, ℎ)(3ℎ𝑟)−1(𝐾 + 𝜇)−1 −
− (ℎ+ 2)(𝐾 − ℎ(𝐾 + 𝜇))Ψ(𝑟, 𝑙,−ℎ)(3ℎ𝑟)−1(𝐾 + 𝜇)−1 +

+ 𝜇(𝐾 + ℎ(𝐾 + 𝜇))Ω𝑟(𝑟, 𝑙, ℎ)(2ℎ𝑟)
−1(𝐾 + 𝜇)−1 −

− 𝜇(𝐾 − ℎ(𝐾 + 𝜇))Ω𝑟(𝑟, 𝑙,−ℎ)(2ℎ𝑟)−1(𝐾 + 𝜇)−1 +

+ 𝜇(2ℎ+ 1)(𝐾 + ℎ(𝐾 + 𝜇))Ω𝑧(𝑟, 𝑙, ℎ)(2ℎ𝑟)
−1(𝐾 + 𝜇)−1 +

+ 𝜇(2ℎ− 1)(𝐾 − ℎ(𝐾 + 𝜇))Ω𝑧(𝑟, 𝑙,−ℎ)(2ℎ𝑟)−1(𝐾 + 𝜇)−1 +

+ 𝜇(ℎ+ 1)(𝐾 + ℎ(𝐾 + 𝜇))Ω𝜙(𝑟, 𝑙, ℎ)(2ℎ𝑟)
−1(𝐾 + 𝜇)−1 +

+ 𝜇(ℎ− 1)(𝐾 − ℎ(𝐾 + 𝜇))Ω𝜙(𝑟, 𝑙,−ℎ)(2ℎ𝑟)−1(𝐾 + 𝜇)−1 +

+ (𝐾 − ℎ(𝐾 + 𝜇))(2ℎ𝑟ℎ+1)−1𝐶
(5)
1 (𝑡) + (𝐾 + ℎ(𝐾 + 𝜇))𝑟ℎ−1𝐶

(5)
2 (𝑡),

𝜎𝜙 = 3𝐾2(ℎ2 − 1)(Φ(𝑟, 𝑙,−ℎ)− Φ(𝑟, 𝑙, ℎ))(2ℎ𝑟)−1(𝐾 + 𝜇)−1 +

+ (ℎ+ 1)(ℎ+ 2)(Ψ(𝑟, 𝑙,−ℎ))(3ℎ𝑟)−1(𝐾 + 𝜇)−1 −
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− (ℎ− 1)(ℎ− 2)(Ψ(𝑟, 𝑙, ℎ))(3ℎ𝑟)−1(𝐾 + 𝜇)−1 +

+ 𝜇𝐾(ℎ2 − 1)(Ω𝜙(𝑟, 𝑙, ℎ)− Ω𝜙(𝑟, 𝑙,−ℎ))(2ℎ𝑟)−1(𝐾 + 𝜇)−1 +

+ 𝜇𝐾((ℎ+ 1)Ω𝑟(𝑟, 𝑙,−ℎ) + (ℎ− 1)Ω𝑟(𝑟, 𝑙, ℎ))(2ℎ𝑟)
−1(𝐾 + 𝜇)−1 −

− 𝜇𝐾(2ℎ+ 1)(ℎ− 1)Ψ𝑧(𝑟, 𝑙, ℎ)(2ℎ𝑟)
−1(𝐾 + 𝜇)−1 −

− 𝜇𝐾(2ℎ− 1)(ℎ+ 1)Ψ𝑧(𝑟, 𝑙,−ℎ)(2ℎ𝑟)−1(𝐾 + 𝜇)−1 −

− 3𝜇𝐾𝛼𝑇0𝜃(𝑟)(𝐾 + 𝜇)−1 +𝐾(ℎ− 1)(2ℎ𝑟ℎ+1)−1𝐶
(5)
1 (𝑡) +

+𝐾(ℎ+ 1)𝑟ℎ−1𝐶
(5)
2 (𝑡), (23)

𝑝𝑟 = (𝜆+ 2𝜇)(3𝜇)−1(𝐾 + 𝜇)−1𝑘(𝑟) + 0.5𝐾𝛼𝑇0𝜃(𝑟)(𝐾 + 𝜇)−1 +

+ (ℎ2 − 4)(18ℎ𝑟)−1(𝐾 + 𝜇)−1(Ψ(𝑟, 𝑙,−ℎ)−Ψ(𝑟, 𝑙, ℎ))−
−𝐾(ℎ+ 1)(ℎ+ 2)(4ℎ𝑟)−1(𝐾 + 𝜇)−1Φ(𝑟, 𝑙, ℎ) +

+𝐾(ℎ− 1)(ℎ− 2)(4ℎ𝑟)−1(𝐾 + 𝜇)−1Φ(𝑟, 𝑙,−ℎ) +
+ 𝜇

(︀
(ℎ− 2)Ω𝑟(𝑟, 𝑙,−ℎ) + (ℎ+ 2)Ω𝑟(𝑟, 𝑙, ℎ)

)︀
(12ℎ𝑟)−1(𝐾 + 𝜇)−1 +

+ 𝜇(ℎ+ 1)(ℎ+ 2)Ω𝜙(𝑟, 𝑙, ℎ)(12ℎ𝑟)
−1(𝐾 + 𝜇)−1 −

− 𝜇(ℎ− 1)(ℎ− 2)Ω𝜙(𝑟, 𝑙,−ℎ)(12ℎ𝑟)−1(𝐾 + 𝜇)−1 +

+ 𝜇(2ℎ+ 1)(ℎ+ 2)Ω𝑧(𝑟, 𝑙, ℎ)(12ℎ𝑟)
−1(𝐾 + 𝜇)−1 −

− 𝜇(2ℎ− 1)(ℎ− 2)Ω𝑧(𝑟, 𝑙, ℎ)(12ℎ𝑟)
−1(𝐾 + 𝜇)−1 +

+ (𝜆+ 7/6𝜇)3−1(𝐾 + 𝜇)−1𝑝𝜙(𝑟)− (𝐾 + 3𝜇)6−1(𝐾 + 𝜇)−1𝑝𝑧(𝑟) +

+ 6−1𝑝𝑟(𝑟)− (ℎ+ 2)(12ℎ𝑟ℎ+1)−1𝐶
(5)
1 (𝑡) + (ℎ− 2)𝑟ℎ−1𝐶

(5)
2 (𝑡),

𝑝𝜙 = 𝑝𝑧(𝑟, 𝑡) = −0.5𝑝𝑟(𝑟, 𝑡),

где

ℎ =

√︃
𝐾

𝐾 + 𝜇
, 𝑙 = 𝑅1, Ω𝑖(𝑟, 𝑙, ℎ) =

1

𝑟

∫︁ 𝑟

𝑙
𝜌ℎ𝑝𝑖(𝜌)𝑑𝜌, 𝑖 = 𝑟, 𝑧, 𝜙.

В области пластического течения 𝑅 6 𝑟 6 𝑛3(𝑡), где выполняется условие
2𝜎𝜙 − 𝜎𝑧 − 𝜎𝑟 = 4𝑘, напряжения, перемещения, пластическая деформация
определяются из соотношений (23).

4. Разгрузка. Остаточные напряжения. По мере остывания сборки в
момент времени 𝑡 = 𝑡4 (см. рис. 2) на поверхности сопряжения 𝑟 = 𝑅 рост
необратимых деформаций останавливается, что свидетельствует о зарожде-
нии разгружающей упругопластической границы 𝑟 = 𝑚(𝑡), которая сначала
догоняет границу 𝑛3, а после — и границу 𝑛1 (см. рис. 2), в итоге пластическое
течение перестает существовать. Уравнение равновесия в области разгрузки
𝑅 6 𝑟 6 𝑚(𝑡) будет иметь вид

𝜕

𝜕𝑟

(︁1
𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑢)

)︁
=

𝐾𝛼𝑇0
𝜆+ 2𝜇

𝜕𝜃

𝜕𝑟
− 2𝜇

𝑟(𝜆+ 2𝜇)
(𝑝𝑟 − 𝑝𝜙)−

𝜆

𝜆+ 2𝜇

𝜕𝑝𝜙
𝜕𝑟

+
𝜕𝑝𝑟
𝜕𝑟

. (24)
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Разрешая обыкновенное дифференциальное уравнение (24), найдем

𝑢(𝑚)
𝑟 =

3𝐾

𝜆+ 2𝜇
Φ(𝑟, 𝑙, 1) + 𝐶

(𝑚)
1 (𝑡)

𝑟

2
+ 𝐶

(𝑚)
2 (𝑡)

1

𝑟
+

+
𝜇

𝜆+ 2𝜇

(︀
Ω𝑟(𝑟, 𝑙, 1) + Ω𝑟(𝑟, 𝑙,−1) + Ω𝜙(𝑟, 𝑙, 1)− Ω𝜙(𝑟, 𝑙,−1)

)︀
,

𝜎𝑟 = (𝜆+ 𝜇)𝐶
(𝑚)
1 (𝑡) + 2𝜇𝑟−2𝐶

(𝑚)
2 (𝑡)− 6𝜇

𝑟(𝜆+ 2𝜇)
Φ(𝑟, 𝑙, 1)−

− 2𝜇2

𝑟(𝜆+ 2𝜇)

(︀
Ω𝑟(𝑟, 𝑙, 1) + Ω𝜙(𝑟, 𝑙, 1)

)︀
+

+
2𝜇(𝜆+ 𝜇)

𝑟(𝜆+ 2𝜇)

(︀
Ω𝑟(𝑟, 𝑙,−1)− Ω𝜙(𝑟, 𝑙,−1)

)︀
, (25)

𝜎𝜙 =
6𝜇

𝑟(𝜆+ 2𝜇)

(︀
Φ(𝑟, 𝑙, 1)− 𝑟𝐾𝛼𝑇0𝜃(𝑟, 𝑡)

)︀
+

2𝜇𝜆

𝜆+ 2𝜇
𝑝𝑟(𝑟)− 2𝜇𝑝𝜙(𝑟) +

+
2𝜇2

𝑟(𝜆+ 2𝜇)

(︀
Ω𝑟(𝑟, 𝑙, 1) + Ω𝜙(𝑟, 𝑙, 1)

)︀
+ 𝐶

(𝑚)
1 (𝑡)(𝜆+ 𝜇) +

+
2𝜇(𝜆+ 𝜇)

𝑟(𝜆+ 2𝜇)

(︀
Ω𝑟(𝑟, 𝑙,−1)− Ω𝜙(𝑟, 𝑙,−1)

)︀
+

2𝜇

𝑟2
𝐶

(𝑚)
2 (𝑡),

𝜎𝑧 = 𝜆𝐶
(𝑚)
1 (𝑡)− 6𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝐾𝛼𝑇0𝜃(𝑟, 𝑡) +

4𝜇(𝜆+ 𝜇)

𝜆+ 2𝜇
𝑝𝑟(𝑟) +

+
2𝜇𝜆

𝑟(𝜆+ 2𝜇)

(︀
Ω𝑟(𝑟, 𝑙,−1)− Ω𝜙(𝑟, 𝑙,−1)

)︀
+ 2𝜇𝑝𝜙(𝑟).

Напряжения и перемещения рассчитываются по (25) до полного остыва-
ния сборки до комнатной температуры. Как только температура в сборке
выровняется и станет начальной, уравнение равновесия примет вид, отлич-
ный от (24):

𝜕

𝜕𝑟

(︁1
𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑢𝑟)

)︁
= − 2𝜇

𝑟(𝜆+ 2𝜇)
(𝑝𝑟 − 𝑝𝜙)−

𝜆

𝜆+ 2𝜇

𝜕𝑝𝜙
𝜕𝑟

+
𝜕𝑝𝑟
𝜕𝑟

. (26)

Интегрируя (26), получаем соотношения для нахождения остаточных пе-
ремещений и напряжений в материале сборки:

𝑢𝑟 = 𝐶
(𝑚)
1 (𝑡)

𝑟

2
+ 𝐶

(𝑚)
2 (𝑡)

1

𝑟
+

+
𝜇

𝜆+ 2𝜇

(︀
Ω𝑟(𝑟, 𝑙, 1) + Ω𝑟(𝑟, 𝑙,−1) + Ω𝜙(𝑟, 𝑙, 1)− Ω𝜙(𝑟, 𝑙,−1)

)︀
,

𝜎𝑟 = (𝜆+ 𝜇)𝐶
(𝑚)
1 (𝑡) +

2𝜇

𝑟2
𝐶

(𝑚)
2 (𝑡)− 2𝜇2

𝑟(𝜆+ 2𝜇)

(︀
Ω𝑟(𝑟, 𝑙, 1) + Ω𝜙(𝑟, 𝑙, 1)

)︀
−

− 3𝐾𝛼𝑇0𝜃(𝑟) +
2𝜇(𝜆+ 𝜇)

𝑟(𝜆+ 2𝜇)

(︀
Ω𝑟(𝑟, 𝑙,−1)− Ω𝜙(𝑟, 𝑙,−1)

)︀
, (27)
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𝜎𝜙 = −3𝐾𝛼𝑇0𝜃(𝑟, 𝑡)− 2𝜇𝑝𝜙(𝑟) +
2𝜇2

𝑟(𝜆+ 2𝜇)

(︀
Ω𝑟(𝑟, 𝑙, 1) + Ω𝜙(𝑟, 𝑙, 1)

)︀
+

+
2𝜇𝜆

𝜆+ 2𝜇
𝑝𝑟(𝑟) +

2𝜇(𝜆+ 𝜇)

𝑟(𝜆+ 2𝜇)

(︀
Ω𝑟(𝑟, 𝑙,−1)− Ω𝜙(𝑟, 𝑙,−1)

)︀
+

+ 𝐶
(𝑚)
1 (𝑡)(𝜆+ 𝜇) +

2𝜇

𝑟2
𝐶

(𝑚)
2 (𝑡),

𝜎𝑧 = 𝜆𝐶
(𝑚)
1 (𝑡)− 3𝐾𝛼𝑇0𝜃(𝑟, 𝑡) + 2𝜇𝑝𝜙(𝑟) +

4𝜇(𝜆+ 𝜇)

𝜆+ 2𝜇
𝑝𝑟(𝑟) +

+
2𝜇𝜆

𝑟(𝜆+ 2𝜇)

(︀
Ω𝑟(𝑟, 𝑙,−1)− Ω𝜙(𝑟, 𝑙,−1)

)︀
.

На рис. 1 выделены две грани и ребро кусочно-линейной поверхности на-
гружения (боковой поверхности наклонной призмы Ивлева (9)) при условиях,
в которых реализуется пластическое течение (см. рис. 2). Следует отметить,
что для условий плоских напряженных состояний [20] пластическое течение
на ребре призмы Ивлева не реализуется. Новая область пластического тече-
ния зарождается в зависимости от напряжений соседней грани поверхности
нагружения, минуя их общее ребро. В нашем случае плоских деформиру-
емых состояний пластическое течение на ребре призмы Ивлева происходит
и, таким образом, является необходимым условием построения решения.

5. Падение напряжений при вращении. Пусть рассчитанная сборка
теперь ускоренно вращается вокруг своей оси. Считаем изменение угловой
скорости медленным, пренебрегаем угловым ускорением. Уравнение движе-
ния сводится к одному уравнению

𝜎𝑟,𝑟 + (𝜎𝑟 − 𝜎𝜙)/𝑟 = −𝜌𝑟𝜔2.

Учитывая условия изотермичности процесса деформирования, задавае-
мого воздействием центробежных сил инерции, найдем

𝑢𝑟(𝑟, 𝑡) = 𝑢𝑟(𝑟)−
𝜔2𝜌𝑟3

24(𝜆+ 2𝜇)
, 𝜎𝑟(𝑟, 𝑡) = 𝜎𝑟(𝑟)−

3𝐾𝑟2𝜌𝜔2

12(𝜆+ 2𝜇)
,

𝜎𝜙(𝑟, 𝑡) = 𝜎𝜙(𝑟)−
(2𝜆+ 𝜇)𝑟2𝜌𝜔2

12(𝜆+ 2𝜇)
, 𝜎𝑧(𝑟, 𝑡) = 𝜎𝑧(𝑟)−

𝜆𝑟2𝜌𝜔2

6(𝜆+ 2𝜇)
.

(28)

Здесь 𝑢𝑟(𝑟), 𝜎𝑟(𝑟), 𝜎𝜙(𝑟), 𝜎𝑧(𝑟)— начальные распределения зависимых (ис-
комых) переменных задачи, эволюция которых происходит в соответствии
с (28). Эти начальные значения являются остаточными напряжениями и пе-
ремещениями в задаче посадки с натягом. Они вычисляются в соответствии
с зависимостями (27), полученными ранее.

При росте скорости вращении 𝜔 = 𝜔(𝑡) значение натяга уменьшается, по-
ка не станет равным нулю, тогда происходит отрыв муфты от вала. Угловая
скорость отрыва 𝜔 = 𝜔* индивидуальна для каждой сборки. Рассмотрим по-
дробнее различные случаи. Термомеханические свойства материалов сборки
приведены в таблице.
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Термомеханические характеристики материалов сборки
[Thermomechanical properties of the assembly materials]
𝑘0, MPa 𝜆, GPa 𝜇, GPa 𝛼, 10−6 𝑎 · 10−6, m2/s 𝜓, W/µ 𝑇𝑝, ℃

Steel 360 97.06 82.68 11.1 17.35 67.78 1400
Brass 290 58.26 38.84 19.1 35.68 113 937
Bronze 350 66.9 44.6 16.2 18.2 58 1040
Duralumin 255 41.53 27.7 22.9 50 130 660
Aluminum 210 41.53 27.6 23.4 77.1 188 660

Рассмотрим сборку стального вала и дюралевой муфты, полученную в
результате горячей посадки, при которой муфту разогревали до температу-
ры 𝑇* = 300℃ (𝑅1/𝑅3 = 0.8). Остаточные напряжения, образованные в ре-
зультате посадки, приведены на рис. 3, a. Процесс термоупругопластического
деформирования полностью соответствовал вышеописанному. Распределение
напряжений в момент отрыва приведено на рис. 3, b. Скорость отрыва соста-
вила 𝜔* = 8562.7 1/с, или 𝑛* = 81802.5 об/мин. Если увеличить температуру
разогрева муфты до 350℃, то натяг увеличится на 18%, а скорость отрыва
возрастет лишь на 8 %.

В сборке стального вала и алюминиевой муфты, полученной в результате
горячей посадки разогретой муфты до температуры 300 ℃ (𝑅1/𝑅3 = 0.2) на
вал, скорость отрыва составляет 𝜔* = 9170 1/с, или 𝑛* = 87611.4 об/мин.
На рис. 4 приведены распределения остаточных напряжений и напряжений
в момент отрыва муфты от вала.

На рис. 5 приведены распределения напряжений для сборки, получен-
ной в результате горячей посадки бронзовой муфты, разогретой до 600 ℃
(𝑅1/𝑅3 = 0.4), на латунный вал, для которой скорость отрыва составляет
𝜔* = 8460 1/с, или 𝑛* = 80828 об/мин.

Отметим, что в расчетах в качестве условия пластического течения бы-
ло выбрано условие максимальных приведенных напряжений из-за того, что
остаточные напряжения после операции горячей посадки оказываются мак-
симальными в сравнении со случаем условий пластичности максимальных
касательных и октаэдрических напряжений [15].

Рис. 3. Распределение остаточных напряжения (a) и напряжений в момент отрыва муфты
(из стали) от вала (из дюрали) (b); 𝑘0 = 360 МПа

[Figure 3. Distribution of residual stresses (a) and stresses at the moment of separation of the
coupling (made of steel) from the shaft (made of duralumin) (b); 𝑘0 = 360 MPa]
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Рис. 4. Распределение остаточных напряжения (a) и напряжений в момент отрыва муфты
(из стали) от вала (из алюминия) (b); 𝑘0 = 360 МПа

[Figure 4. Distribution of residual stresses (a) and stresses at the moment of separation of the
coupling (made of steel) from the shaft (made of aluminum) (b); 𝑘0 = 360 MPa]

Рис. 5. Распределение остаточных напряжения (a) и напряжений в момент отрыва муфты
(из бронзы) от вала (из латуни) (b); 𝑘0 = 350 МПа

[Figure 5. Distribution of residual stresses (a) and stresses at the moment of separation of the
coupling (made of bronze) from the shaft (made of brass) (b); 𝑘0 = 350 MPa]

Заключение. Составные валы, материал которых находится в предна-
пряженном состоянии, в некоторых случаях обладают функциональным пред-
почтением перед сплошными и используются в различных конструкциях ма-
шин и механизмов в случае, когда они приготавливаются с использованием
композитных или интерметаллидных слоев. Для изготовления таких изде-
лий в числе прочих может использоваться операция горячей посадки или
иная посадка с натягом.

Решение задачи Гадолина о сборке двухслойного вала является необходи-
мым для его дальнейшего испытания на отрыв в качестве начального условия
для упругопластического процесса деформирования, так как предложенный
метод, являющийся, по существу, аналитическим, может учитывать наличие
пластического течения (с учетом зависимости предела текучести от темпера-
туры) как на стадии сборки вала, так и на стадии его испытания вращением.

Результаты расчетов показывают, что угловые скорости вращения, «раз-
рывающие» рассмотренные в статье сборки, мало зависят от термомеханиче-
ских свойств материалов сопрягаемых деталей и от их геометрии. Если вра-
щение является основным (функциональным) предназначением сборки (со-
ставного вала), то предназначение будет выполняться, если только вращение
не будет сверхбыстрым (более 80 000 об/мин).
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Предполагаемый подход представляется возможным и для расчетов более
сложных многослойных валов, когда часть слоев изготавливается из матери-
алов, проявляющих выраженные упругопластические свойства.
Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
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ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
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Abstract
The connection strength in the interference fit assembly of a two-layer

shaft produced by the shrink fit operation is studied. The materials of the as-
sembly parts are considered to be ideal elastoplastic, with yield stregth that
are significantly depended on temperature. In the calculations, the conditions
of plane deformed states are taken into account. Pull tests are performed by
rotating the assembly around its axis, when pulling forces are generated in
the form of centrifugal forces of inertia. It is shown that with an increase of
the rotation speed, the tightness in the assemblies is decreased. Limitations
of the possible angular speed are calculated under the assembly tightness
disappearing.
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