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Аннотация
Цель. Исследуются нелинейные колебания упругой шарнирно опер-

той пластины на вязкоупругом основании под действием подвижной ос-
циллирующей нагрузки в случае внутреннего резонанса 1:1, сопровож-
даемого внешним резонансом. Свойства вязкоупругого основания зада-
ются с помощью обобщенной модели Фусса–Винклера, в которой сила
демпфирования описывается моделью стандартного линейного твердо-
го тела с дробной производной Римана–Лиувилля. Внешняя нагрузка
задается при помощи линейного вязкоупругого осциллятора на основе
модели Кельвина–Фойгта с дробной производной в случае, когда вяз-
кость осциллятора считается малой величиной. Динамическое поведе-
ние пластины описывается системой нелинейных обыкновенных диф-
ференциальных уравнений второго порядка по времени относительно
обобщенных перемещений. Методы. Для решения полученной систе-
мы уравнений используется метод многих временных масштабов в со-
четании с методом разложения дробной производной в ряд Тейлора.
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Численный анализ нелинейных колебаний пластины на вязкоупругом основании . . .

Результаты. Получены разрешающие уравнения для определения нели-
нейных амплитуд и фаз вынужденных колебаний, решение которых по-
лучено численно. Данная система уравнений позволяет управлять не
только демпфирующими свойствами окружающей среды и основания
за счет изменения параметров дробности, но также регулировать пара-
метры демпфирования внешней нагрузки. Выводы. Численный анализ
показал, что в рассматриваемой системе «пластина на вязкоупругом ос-
новании + подвижная осциллирующая нагрузка» происходит перекачка
энергии между взаимодействующими модами колебаний. Представлено
сравнение результатов численных исследований для различных значе-
ний внешней нагрузки, а также показана зависимость амплитуд нели-
нейных колебаний от значений параметров дробности окружающей сре-
ды и основания.

Ключевые слова: пластинка на вязкоупругом основании, подвижная
осциллирующая нагрузка, дробная производная, метод многих времен-
ных масштабов, внутренний и внешний резонанс.
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1. Введение. В настоящее время возрос интерес к анализу пластинок
и балок, опирающихся на вязкоупругое основание, при воздействии различ-
ных видов динамических нагрузок. Подвижные нагрузки оказывают большое
влияние на напряженно-деформированное состояние различных твердых тел
и конструкций, вызывая их интенсивные колебания даже при небольших ско-
ростях. Особый практический интерес представляют задачи взаимодействия
автомобиля с дорожным полотном или самолета с покрытием взлетно-по-
садочной полосы. Для моделирования такой системы необходимо учитывать
инерционные свойства и жесткостные характеристики движущегося объекта,
т.е. представить транспортное средство в виде движущегося осциллятора.

Обширные исследования в области колебаний балок и пластин при воз-
действии подвижных нагрузок обобщены в обзорных работах [1–3]. Динами-
ческое поведение балок на вязкоупругом основании под действием подвиж-
ной осциллирующей нагрузки исследовано в [4–9], где подвижная нагрузка
представлялась в виде подрессоренной массы на пружинке [4, 5] или в виде
вязкоупругого осциллятора по модели Кельвина—Фойгта [6–9].

Начиная с 1971 года, когда вышла в свет теперь уже классическая ра-
бота [10], в которой впервые демпфирующие свойства одномассовой меха-
нической системы было предложено представить в виде модели линейного
стандартного тела с дробными производными, для описания свойств вязко-
упругих осцилляторов широко используются различные модели с дробными
производными и другими операторами дробного порядка [11–16].

Исследование влияния реакции основания на динамическое поведение кон-
струкций давно привлекает внимание исследователей. Как известно, первой
попыткой описать реакцию основания была модель, согласно которой осно-
вание считается упругим [3, 17]. В литературе встречается несколько назва-
ний данной модели, согласно которой возникающие деформации в грунтовом
основании пропорциональны приложенному напряжению. В работах запад-
ных авторов модель упругого основания называют моделью Винклера, пер-
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вое упоминание о которой относится к 1867 г. [18] и которая впоследствии
была развита H. Zimmermann’ом [19]. Однако ретроспективный анализ по-
казал, что модель Винклера впервые была предложена русским академиком
Н. И. Фуссом в 1801 г. в работе о движении повозок по дороге [20], в которой
было выдвинуто положение о прямой пропорциональности давления местной
осадке грунта [21, 22]. Таким образом, в русскоязычной литературе упругую
модель основания принято называть моделью Фусса—Винклера.

Для описания вязкоупругого поведения материалов оснований к упругой
модели Фусса—Винклера был добавлен вязкий элемент (или элементы), в ре-
зультате чего было предложено несколько вязкоупругих моделей основания,
обзор которых представлен в [3]. В настоящее время все большее распростра-
нение получают модели вязкоупругих оснований с использованием дробных
производных, которые показали преимущества при описании наследственно-
го поведения материалов с длительной памятью [23].

Задачи, посвященные анализу колебаний пластин на вязкоупругом осно-
вании, подверженных воздействию подвижной подрессоренной нагрузки, рас-
смотрены в работах [24–27]. Так, M. Taheri и E. Ting [24] использовали функ-
цию Грина для анализа поведения упругих пластин на линейном вязкоупру-
гом основании по модели Кельвина—Фойгта целого порядка с произвольны-
ми граничными условиями под действием подвижных масс, опирающихся на
пластину через систему пружины и амортизатора, соединенных параллельно.
M. Zaman и др. [25] моделировали бетонные покрытия, которые подвержены
воздействию движущихся авиационных нагрузок, с помощью ряда толстых
пластинчатых элементов, поддерживаемых дискретными пружинами и амор-
тизаторами в узловых точках, представляющих вязкоупругое основание по
модели Кельвина—Фойгта. Динамическое взаимодействие между самолетом
и покрытием учитывалось путем идеализации нагрузки от самолета массами,
поддерживаемыми системой линейной рессорно-поршневой подвески и име-
ющими заданную начальную горизонтальную скорость и ускорение. W. Yang
и др. [26] изучали влияние действия сцепления на взаимодействие автомоби-
ля с дорогой. Автомобиль моделировался как масса, опирающаяся на систе-
му подвески из четырех осцилляторов, соединенных с колесами, а дорожное
покрытие моделировалось как двухслойная прямоугольная тонкая пласти-
на на линейном вязкоупругом основании, описываемом моделью Кельвина—
Фойгта. Этот подход был расширен в [27] для случая нелинейной жесткости
подвески, нелинейного демпфирования подвески и жесткости шин, а также
нелинейной модели основания.

Задача о колебаниях пластин также была обобщена для случая вязко-
упругого материала пластинки. Для описания вязкоупругих свойств мате-
риала пластин часто используют модель Кельвина—Фойгта [28] или модель
стандартного линейного тела [29].

Согласно проведенному обзору литературы, в большинстве работ анализ
колебаний пластин на вязкоупругих основаниях проводился в линейной по-
становке задачи. Тем не менее имеются работы, в которых рассматриваются
нелинейные колебания пластин на основании. Так, динамическое поведение
прямоугольной нелинейной пластины, опирающейся на вязкоупругое основа-
ние, особенности демпфирования которого описываются моделью Кельвина—
Фойгта с дробной производной, впервые исследовалось в работе [30]. Модель
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стандартного линейного твердого тела с дробной производной применялась
для определения вязкоупругих свойств основания для случаев свободных ко-
лебаний пластины [31] и вынужденных колебаний при воздействии подвиж-
ной гармонической нагрузки [32].

В настоящей работе исследуются нелинейные колебания упругой шарнир-
но опертой по контуру пластины под действием подвижной осциллирующей
нагрузки, опирающейся на вязкоупругое основание на основе обобщенной мо-
дели Фусса—Винклера для случая внутреннего резонанса 1:1, сопровождае-
мого внешним резонансом. При этом вязкоупругие свойства основания, по-
движной нагрузки и демпфирующие свойства окружающей среды, в которой
происходят колебания, описываются моделями с дробными производными.

2. Постановка задачи. Рассмотрим нелинейные колебания шарнирно
опертой по контуру упругой пластины в вязкоупругой среде на вязкоупру-
гом основании под действием подвижной подрессоренной нагрузки, которая
моделируется вязкоупругим осциллятором Кельвина—Фойгта с дробной про-
изводной (рис. 1). Уравнения движения системы «пластина + вязкоупругое
основание» можно получить путем обобщения уравнений фон Кармана [33] за
счет включения слагаемых, описывающих реакцию основания и силу сопро-
тивления окружающей среды, а также воздействие внешней осциллирующей
нагрузки:

𝐷∇4𝑤 + 𝜌ℎ
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
− 𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
− 𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+ 2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕2𝜙

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

= −𝑚
(︁
𝑔 +

𝜕2𝑞

𝜕𝑡2

)︁
𝛿(𝑥− 𝑓(𝑡))𝛿(𝑦 − 0.5𝑏)− 𝐹1 − 𝐹2, (1)

∇4𝜙 = 𝐸ℎ
[︁(︁ 𝜕𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦

)︁2
− 𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2

]︁
, (2)

где 𝑤 = 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)— поперечный прогиб пластины; 𝜙— функция напряжений
Эйри; 𝐷 = 𝐸ℎ3/[12(1− 𝜈2)]— цилиндрическая жесткость; 𝐸, 𝜈, 𝜌— модуль
упругости, коэффициент Пуассона и плотность материала пластинки соот-
ветственно; ℎ— толщина; 𝑡— время; 𝛿— дельта-функция Дирака; 𝑚— масса
осциллятора; 𝑞 = 𝑞(𝑡)— перемещение осциллятора; 𝑔— ускорение свободного
падения; 𝑓(𝑡)— функция, определяющая положение подрессоренной нагруз-
ки. Значения функции 𝑓(𝑡) удовлетворяют условию 0 6 𝑓(𝑡) 6 𝑎, и в случае
движения с постоянной скоростью 𝑓(𝑡) = 𝑉 𝑡; 𝑎 и 𝑏— линейные размеры пла-
стинки (см. рис. 1).

Уравнение движения осциллятора получено на основе выражения, пред-
ставленного в [24], при помощи замены производной целого порядка на про-
изводную дробного порядка:

𝑚
𝜕2𝑞

𝜕𝑡2
+ 𝑐

(︁ 𝑑
𝑑𝑡

)︁𝛽
𝑞 + 𝑘𝑞 = 𝑐

(︁ 𝑑
𝑑𝑡

)︁𝛽
𝑤(𝑉 𝑡, 𝑡) + 𝑘𝑤(𝑉 𝑡, 𝑡)−𝑚𝑔, (3)

где 𝑘— жесткость пружины, 𝑐 = 𝑘𝜏𝛽𝜎 — коэффициент демпфирования амор-
тизатора, 𝜏𝜎 — время ретардации, 0 6 𝛽 6 1— порядок дробной производной
осциллятора, 𝑤(𝑉 𝑡, 𝑡)— прогиб пластины в точке приложения осциллирую-
щей нагрузки.
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Рис. 1. Пластинка на вязкоупругом основании под действием подвижной осциллирующей
нагрузки на основе модели с дробной производной

[Figure 1. A plate on a viscoelastic foundation under the action of moving oscillator based on
models with fractional derivatives]

В уравнении движения (1) 𝐹2 = �̃�𝑤— реакция вязкоупругого основания;
𝐹1 = 𝐸0𝜏

𝛾1
1 𝐷𝛾1

0+𝑤— сила сопротивления окружающей среды, которая зависит
от времени ретардации 𝜏1 и релаксированного модуля упругости 𝐸0 и опи-
сывается вязкоупругой моделью Кельвина—Фойгта с дробной производной
Римана—Лиувилля 𝐷𝛾1

0+ порядка 𝛾1 (0 < 𝛾1 6 1) [14, 34]

𝐷𝛾
0+𝑥(𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑥(𝑡− 𝑡′)𝑑𝑡′

Γ(1− 𝛾)𝑡′𝛾
, 0 < 𝛾 = 𝛾1 6 1, (4)

где Γ(1− 𝛾)— гамма-функция.
Предположим, следуя [35], что оператор податливости вязкоупругого ос-

нования описывается моделью стандартного линейного твердого тела с дроб-
ной производной Римана—Лиувилля 𝐷𝛾

0+ (4) для случая, когда 𝛾 = 𝛾2:

�̃� = 𝜆∞

[︁
1− 𝜈𝜀

1

1 + 𝜏𝛾2𝐷
𝛾2
0+

]︁
,

где 𝜆∞ — коэффициент мгновенной податливости основания; 𝜈𝜀 = Δ𝜆𝜆−1
∞ ;

Δ𝜆 = 𝜆∞ − 𝜆0 — величина, характеризующая уменьшение коэффициента по-
датливости от его нерелаксированного значения до релаксированного; 𝜏2 —
время релаксации вязкоупругого основания.

К системе уравнений (1)–(3) необходимо добавить граничные условия для
шарнирно опертой пластинки:

𝑤
⃒⃒
𝑥=0

=
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0, 𝑤
⃒⃒
𝑥=𝑎

=
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒
𝑥=𝑎

= 0;

𝑤
⃒⃒
𝑦=0

=
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2

⃒⃒⃒
𝑦=0

= 0, 𝑤
⃒⃒
𝑦=𝑏

=
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2

⃒⃒⃒
𝑦=𝑏

= 0

(5)

и начальные условия для осциллятора

𝑞(0) = 𝑞0; 𝑞(0) = 0.
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С целью выявления возможности наступления внутреннего резонанса при
нелинейных колебаниях пластинки, лежащей на вязкоупругом основании,
и его последующего анализа будем полагать, что в процессе колебаний до-
минируют две собственные моды колебаний с номерами 𝑚1𝑛1 и 𝑚2𝑛2. Тогда
прогиб пластинки можно представить в следующем виде [30,31]:

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑥1(𝑡) sin
𝜋𝑚1𝑥

𝑎
sin

𝜋𝑛1𝑦

𝑏
+ 𝑥2(𝑡) sin

𝜋𝑚2𝑥

𝑎
sin

𝜋𝑛2𝑦

𝑏
=

= 𝑥1(𝑡)𝑊𝑚1𝑛1(𝑥, 𝑦) + 𝑥2(𝑡)𝑊𝑚2𝑛2(𝑥, 𝑦), (6)

где 𝑥𝑖(𝑡) и 𝑊𝑚𝑖𝑛𝑖(𝑥, 𝑦)— обобщенные перемещения и собственные функции,
𝑖 = 1, 2.

Подставляя решение (6) в уравнение (2) с учетом граничных условий (5)
и интегрируя на отрезках 0 6 𝑥 6 𝑎 и 0 6 𝑦 6 𝑏, с учетом свойства орто-
гональности собственных функций получим функцию напряжений, которая
представлена для шарнирно опертой по контуру пластины в работе [32].

При выводе дифференциальных уравнений следует учитывать фильтру-
ющее свойство дельта-функции∫︁∫︁

𝛿(𝑥− 𝑥0)𝛿(𝑦 − 𝑦0)𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥0, 𝑦0),

в результате чего слагаемое, описывающее воздействие внешней нагрузки,
примет вид

𝑚
(︁
𝑔 +

𝜕2𝑞

𝜕𝑡2

)︁∫︁∫︁
𝛿(𝑥− 𝑉 𝑡)𝛿(𝑦 − 𝑏/2) sin

(︁𝜋𝑚𝑖𝑥

𝑎

)︁
sin

(︁𝜋𝑛𝑖𝑦
𝑏

)︁
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

= 𝑚
(︁
𝑔 +

𝜕2𝑞

𝜕𝑡2

)︁
sin

(︁𝜋𝑚𝑖𝑉 𝑡

𝑎

)︁
sin

(︁𝜋𝑛𝑖
2

)︁
. (7)

Подставляя предполагаемую функцию прогиба пластинки (6) и функцию
напряжений в уравнение движения пластинки на вязкоупругом основании
(1) и интегрируя на отрезках 0 6 𝑥 6 𝑎 и 0 6 𝑦 6 𝑏, с учетом (7) приходим
к следующей системе нелинейных дифференциальных уравнений относитель-
но обобщенных перемещений пластины:

�̈�1 +
(︁
Ω2
1 +

𝜆∞
𝜌ℎ

)︁
𝑥1 + 𝛼1𝑥

3
1 + 𝛼2𝑥1𝑥

2
2 +

𝐸0𝜏
𝛾1
1

𝜌ℎ
𝐷𝛾1

0+𝑥1 −
𝜆∞𝜈𝜀
𝜌ℎ

�*𝛾 (𝜏𝛾22 )𝑥1 +

+
4𝑚(𝑔 + 𝑞)

𝑎𝑏𝜌ℎ
sin

(︁𝜋𝑛1
2

)︁
sin𝜔𝑓1𝑡 = 0, (8)

�̈�2 +
(︁
Ω2
2 +

𝜆∞
𝜌ℎ

)︁
𝑥2 + 𝛼3𝑥

3
2 + 𝛼4𝑥2𝑥

2
1 +

𝐸0𝜏
𝛾1
1

𝜌ℎ
𝐷𝛾1

0+𝑥2 −
𝜆∞𝜈𝜀
𝜌ℎ

�*𝛾 (𝜏𝛾22 )𝑥2 +

+
4𝑚(𝑔 + 𝑞)

𝑎𝑏𝜌ℎ
sin

(︁𝜋𝑛2
2

)︁
sin𝜔𝑓2𝑡 = 0, (9)
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где 𝛼𝑖 — коэффициенты, зависящие от номеров мод колебаний и геометрии
пластинки [32], 𝜔𝑓𝑖 = 𝜋𝑚𝑖𝑉 /𝑎— круговые частоты, Ω2

𝑖 — квадраты собствен-
ных частот линейных колебаний пластины:

Ω2
𝑖 =

𝐸ℎ2

12𝜌(1− 𝜈2)
∇4𝑊𝑚𝑖𝑛𝑖(𝑥, 𝑦) =

𝐸𝜋4ℎ2

12𝜌(1− 𝜈2)𝑏4
(𝜉2𝑚2

𝑖 + 𝑛2𝑖 )
2,

𝜉 = 𝑏/𝑎 и �*𝛾 (𝜏𝛾22 )— безразмерный дробный оператор Ю. Н. Работнова [36]:

�*𝛾 (𝜏𝛾22 ) =
1

1 + 𝜏𝛾22 𝐷𝛾2
0+

. (10)

Заметим, что уравнения для свободных колебаний могут быть получены из
уравнений (8), (9) при 𝑚 = 0.

Уравнения (8), (9) можно решать различными численными методами, од-
нако ни один из них не позволяет качественно исследовать такие нелинейные
явления, как сильная взаимосвязь мод колебаний с близкими значениями
собственных частот, приводящая к различным типам внутреннего резонанса
и перекачке энергии.

3. Метод решения. Разрешающие уравнения (8), (9) с операторами
дробного порядка можно решить с помощью метода разложения дробного
оператора [37], который является обобщением метода многих временных мас-
штабов [38], т.е. одним из методов теории возмущений, впервые предложен-
ным для разложения дробной производной в [39].

Предыдущий анализ затухающих свободных колебаний упругой пластины
на вязкоупругом основании [30, 31] показал, что такая механическая систе-
ма может испытывать нелинейные колебания под действием слабого вязкого
демпфирования, которые могут сопровождаться внутренним резонансом 1:1,
когда собственные частоты двух связанных мод близки друг к другу.

Профессор A. Nayfeh в своих знаменитых монографиях «Методы возму-
щений» [38] и «Нелинейные колебания» [40] подчеркивал, что при изучении
внешних резонансов, «чтобы получить равномерно пригодное приближенное
решение такой задачи, необходимо задать порядок малости возбуждения так,
чтобы оно появлялось при появлении демпфирования и нелинейности». Для
этого коэффициенты при силах демпфирования среды и основания предста-
вим в виде

𝜀𝜇1 =
𝐸0𝜏

𝛾1
1

𝜌ℎ
, 𝜀𝜇2 =

𝜆∞𝜈𝜀
𝜌ℎ

, (11)

где 𝜀— безразмерный малый параметр, 𝜇𝑖 — конечные величины, 𝑖 = 1, 2.
Рассмотрим решение задачи для случая, когда нелинейность пластинки

и вязкость амортизатора осциллирующей нагрузки задаются величинами по-
рядка 𝜀. Также будем считать, что ускорение 𝜕2𝑞

𝜕𝑡2
является малой величиной

в сравнении с ускорением свободного падения 𝑔.
Тогда с учетом выражений (11) разрешающие уравнения для механиче-

ской системы «пластина на вязкоупругом основании + подвижная осцилли-
рующая нагрузка» могут быть записаны в виде
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�̈�1 + 𝜔2
1𝑥1 + 𝜀𝛼1𝑥

3
1 + 𝜀𝛼2𝑥1𝑥

2
2 + 𝜀𝜇1𝐷

𝛾1
0+𝑥1 − 𝜀𝜇2 �*𝛾 (𝜏𝛾22 )𝑥1 +

+ 4𝑓1𝑔 sin𝜔𝑓1𝑡+ 4𝜀𝑓1𝑞 sin𝜔𝑓1𝑡 = 0, (12)

�̈�2 + 𝜔2
2𝑥2 + 𝜀𝛼3𝑥

3
2 + 𝜀𝛼4𝑥2𝑥

2
1 + 𝜀𝜇1𝐷

𝛾1
0+𝑥2 − 𝜀𝜇2 �*𝛾 (𝜏𝛾22 )𝑥2 +

+ 4𝑓2𝑔 sin𝜔𝑓2𝑡+ 4𝜀𝑓2𝑞 sin𝜔𝑓2𝑡 = 0, (13)

𝑞 + 𝜔2
0(1 + 𝜀𝜏𝛽𝜎𝐷

𝛽
0+)𝑞 = 𝜀𝜂2𝜔

2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎𝐷

𝛽
0+)𝑥1 sin𝜔𝑓1𝑡+

+ 𝜀𝜂2𝜔
2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎𝐷

𝛽
0+)𝑥2 sin𝜔𝑓2𝑡− 𝑔, (14)

где
𝑓𝑖 =

𝑚

𝑎𝑏𝜌ℎ
𝜂𝑖, 𝜂𝑖 = sin

(︁𝜋𝑛𝑖
2

)︁
, 𝑖 = 1, 2,

𝜔0 =
√︀
𝑘/𝑚— собственная частота упругого осциллятора; 𝜔1 и 𝜔2 — частоты

колебаний механической системы «пластина + вязкоупругое основание»:

𝜔2
𝑖 = Ω2

𝑖 +
𝜆∞
𝜌ℎ

.

Для решения системы нелинейных уравнений (12), (13) и (14) будем ис-
пользовать метод многих временных масштабов [38], согласно которому обоб-
щенные перемещения 𝑥𝑖(𝑡) (𝑖 = 1, 2) и 𝑞(𝑡) можно представить в виде разло-
жения по двум временным масштабам 𝑇0 и 𝑇1:

𝑥𝑖(𝑡) = 𝑋𝑖0(𝑇0, 𝑇1) + 𝜀𝑋𝑖1(𝑇0, 𝑇1) + . . . , (15)
𝑞(𝑡) = 𝑄0(𝑇0, 𝑇1) + 𝜀𝑄1(𝑇0, 𝑇1) + . . . , (16)

где 𝑇𝑛 = 𝜀𝑛𝑡— новые независимые переменные: 𝑇0 = 𝑡— быстрое время, ха-
рактеризующее движение с собственными частотами линейных колебаний,
и 𝑇1 = 𝜀𝑡— медленное время, характеризующее модуляцию амплитуд и фаз
нелинейных колебаний.

При решении уравнений движения следует учесть, что производные по
времени первого и второго порядков раскладываются в ряд по малому пара-
метру [37,38] в следующем виде:

𝑑

𝑑𝑡
= 𝐷0 + 𝜀𝐷1 + . . . , (17)

𝑑2

𝑑𝑡2
= 𝐷2

0 + 2𝜀𝐷0𝐷1 + 𝜀2𝐷2
1 + . . . , (18)

где 𝐷𝑛 = 𝜕/𝜕𝑇𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . .
Для того чтобы решать нелинейные дифференциальные уравнения с дроб-

ными производными при помощи метода многих временных масштабов,
Ю. А. Россихин и М. В. Шитикова в 1998 г. [39] ввели разложение дробной
производной в следующем виде:

𝐷𝛾
+ =

(︁ 𝑑
𝑑𝑡

)︁𝛾
=

(︀
𝐷0 + 𝜀𝐷1 + . . .

)︀𝛾
= 𝐷𝛾

0 + 𝜀𝛾𝐷𝛾−1
0 𝐷1 + . . . . (19)
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Разложение безразмерного дробного оператора Ю. Н. Работнова (10) в ряд
Тейлора по малому параметру имеет вид [41]:

�*𝛾 (𝜏𝛾) =
1

1 + 𝜏𝛾𝐷𝛾
0+

= (1 + 𝜏𝛾𝐷𝛾
0+)

−1 =
[︀
1 + 𝜏𝛾(𝐷𝛾

0 + 𝜀𝛾𝐷𝛾−1
0 𝐷1)

]︀−1
=

= (1 + 𝜏𝛾𝐷𝛾
0 )

−1 − 𝜀(1 + 𝜏𝛾𝐷𝛾
0 )

−2𝜏𝛾𝛾𝐷𝛾−1
0 𝐷1 + . . . . (20)

Подставляя выражения (15) и (16) с учетом соотношений (17), (18), (19)
и (20) в уравнения (12)–(14) после приравнивания коэффициентов при оди-
наковых степенях 𝜀 к нулю, приходим к системе рекуррентных уравнений
различного порядка:

– порядка 𝜀0:

𝐷2
0𝑋10 + 𝜔2

1𝑋10 = −4𝑓1𝑔 sin(𝜔𝑓1𝑇0), (21)

𝐷2
0𝑋20 + 𝜔2

2𝑋20 = −4𝑓2𝑔 sin(𝜔𝑓2𝑇0), (22)

𝐷2
0𝑄0 + 𝜔2

0𝑄0 = −𝑔, (23)

– порядка 𝜀:

𝐷2
0𝑋11 + 𝜔2

1𝑋11 = −2𝐷0𝐷1𝑋10 −
(︀
𝜇1𝐷

𝛾1
0 − 𝜇2(1 + 𝜏𝛾22 𝐷𝛾2

0 )−1
)︀
𝑋10 −

− 𝛼1𝑋
3
10 − 𝛼2𝑋10𝑋

2
20 + 4𝐷2

0𝑄0𝑓1 sin(𝜔𝑓1𝑇0), (24)

𝐷2
0𝑋21 + 𝜔2

2𝑋21 = −2𝐷0𝐷1𝑋20 −
(︀
𝜇1𝐷

𝛾1
0 − 𝜇2(1 + 𝜏𝛾22 𝐷𝛾2

0 )−1
)︀
𝑋20 −

− 𝛼3𝑋
3
20 − 𝛼4𝑋20𝑋

2
10 + 4𝐷2

0𝑄0𝑓2 sin(𝜔𝑓2𝑇0), (25)

𝐷2
0𝑄1 + 𝜔2

0𝑄1 = −2𝐷0𝐷1𝑄0 − 𝜔2
0𝜏

𝛽
𝜎𝐷

𝛽
0𝑄0 +

+ 𝜂1𝜔
2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎𝐷

𝛽
0 )𝑋10 sin𝜔𝑓1𝑡+ 𝜂2𝜔

2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎𝐷

𝛽
0 )𝑋20 sin𝜔𝑓2𝑡. (26)

Решение линейных уравнений (21)–(23) имеет вид

𝑋𝑗0 = 𝐴𝑗(𝑇1) exp(𝑖𝜔𝑗𝑇0) + Λ𝑗 exp(𝑖𝜔𝑓𝑗𝑇0) +

+𝐴𝑗(𝑇1) exp(−𝑖𝜔𝑗𝑇0) + Λ̄𝑗 exp(−𝑖𝜔𝑓𝑗𝑇0), (27)

𝑄0 = 𝐴3(𝑇1) exp(𝑖𝜔0𝑇0) +𝐴3(𝑇1) exp(−𝑖𝜔0𝑇0) + 𝐶, (28)

где 𝐴𝑖(𝑇1)— пока неизвестные функции, 𝐴𝑖(𝑇1)— комплексно-сопряженные
функции с 𝐴𝑖(𝑇1), 𝑖 = 1, 2, 3; Λ𝑗 =

4𝑓𝑗𝑔

2𝑖(𝜔2
𝑓𝑗

−𝜔2
𝑗 )

, Λ̄𝑗 — константа, сопряженная

с Λ𝑗 , 𝑗 = 1, 2; 𝐶 = −𝑔/𝜔2
0.

Подставляя выражения (27) и (28) в уравнения (24)–(26), получим:

𝐷2
0𝑋11 + 𝜔2

1𝑋11 = −2𝑖𝜔1𝐷1𝐴1 exp(𝑖𝜔1𝑇0)−
−
[︀
𝜇1(𝑖𝜔1)

𝛾1 − 𝜇2(1 + 𝜏𝛾22 (𝑖𝜔1)
𝛾2)−1

]︀
𝐴1 exp(𝑖𝜔1𝑇0)−
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−
[︀
𝜇1(𝑖𝜔𝑓1)

𝛾1 − 𝜇2(1 + 𝜏𝛾22 (𝑖𝜔𝑓1)
𝛾2)−1

]︀
Λ1 exp(𝑖𝜔𝑓1𝑇0)−

− 𝛼1

[︀
Λ1 exp(3𝑖𝜔𝑓1𝑇0) + 3Λ̄1 exp(𝑖𝜔𝑓1𝑇0)

]︀
Λ2
1 −

− 6𝛼1𝐴1Λ
2
1 exp(𝑖𝜔1𝑇0)− 6𝛼1𝐴1𝐴1Λ1 exp(𝑖𝜔𝑓1𝑇0)−

− 𝛼1

{︀
3𝐴2

1Λ1 exp
[︀
(2𝜔1 + 𝜔𝑓1)𝑇0

]︀
+ 3𝐴2

1Λ1 exp
[︀
(𝜔𝑓1 − 2𝜔1)𝑇0

]︀
+

+ 3𝐴1Λ
2
1 exp

[︀
(𝜔1 + 2𝜔𝑓1)𝑇0

]︀
+ 3𝐴1Λ̄

2
1 exp

[︀
(𝜔1 − 2𝜔𝑓1)𝑇0

]︀}︀
−

− 𝛼1

[︀
𝐴1 exp(3𝑖𝜔1𝑇0) + 3𝐴1 exp(𝑖𝜔1𝑇0)

]︀
𝐴2

1 −
− 𝛼2

{︀
𝐴2

2 exp
[︀
(𝜔1 + 2𝜔2)𝑇0

]︀
+ 2𝐴2𝐴2 exp(𝑖𝜔1𝑇0) +

+𝐴2
2 exp

[︀
𝑖(𝜔1 − 2𝜔2)𝑇0

]︀
+ 2Λ2Λ̄2 exp(𝑖𝜔1𝑇0) + NCT

}︀
𝐴1 +

+ 2𝑓1𝑖𝜔
2
0 exp

[︀
𝑖(𝜔𝑓1 + 𝜔0)𝑇0

]︀
𝐴3 +CC, (29)

𝐷2
0𝑋21 + 𝜔2

2𝑋21 = −2𝑖𝜔2𝐷1𝐴2 exp(𝑖𝜔2𝑇0)−
−
[︀
𝜇1(𝑖𝜔2)

𝛾1 − 𝜇2(1 + 𝜏𝛾22 (𝑖𝜔2)
𝛾2)−1

]︀
𝐴2 exp(𝑖𝜔2𝑇0)−

−
[︀
𝜇1(𝑖𝜔𝑓2)

𝛾1 − 𝜇2(1 + 𝜏𝛾22 (𝑖𝜔𝑓2)
𝛾2)−1

]︀
Λ2 exp(𝑖𝜔𝑓2𝑇0)−

− 𝛼3

[︀
Λ2 exp(3𝑖𝜔𝑓2𝑇0) + 3Λ̄2 exp(𝑖𝜔𝑓2𝑇0)

]︀
Λ2
2 −

− 6𝛼3𝐴2Λ
2
2 exp(𝑖𝜔2𝑇0)− 6𝛼3𝐴2𝐴2Λ2 exp(𝑖𝜔𝑓2𝑇0)−

− 𝛼3

{︀
3𝐴2

2Λ2 exp
[︀
(2𝜔2 + 𝜔𝑓2)𝑇0

]︀
+ 3𝐴2

2Λ2 exp
[︀
(𝜔𝑓2 − 2𝜔2)𝑇0

]︀
+

+ 3𝐴2Λ
2
2 exp

[︀
(𝜔2 + 2𝜔𝑓2)𝑇0

]︀
+ 3𝐴2Λ̄

2
2 exp

[︀
(𝜔2 − 2𝜔𝑓2)𝑇0

]︀}︀
−

− 𝛼3

[︀
𝐴2 exp(3𝑖𝜔2𝑇0) + 3𝐴2 exp(𝑖𝜔2𝑇0)

]︀
𝐴2

2 −
− 𝛼4

{︀
𝐴2

1 exp
[︀
(𝜔2 + 2𝜔1)𝑇0

]︀
+ 2𝐴1𝐴1 exp(𝑖𝜔2𝑇0) +

+𝐴2
1 exp

[︀
𝑖(𝜔2 − 2𝜔1)𝑇0

]︀
+ 2Λ1Λ̄1 exp(𝑖𝜔2𝑇0) + NCT

}︀
𝐴2 +

+ 2𝑓2𝑖𝜔
2
0 exp

[︀
𝑖(𝜔𝑓2 + 𝜔0)𝑇0

]︀
𝐴3 +CC, (30)

𝐷2
0𝑄1 + 𝜔2

0𝑄1 = −2𝑖𝜔0𝐷1𝐴3 exp(𝑖𝜔0𝑇0)− 𝜔2
0𝜏

𝛽
𝜎 (𝑖𝜔0)

𝛽𝐴3 exp(𝑖𝜔0𝑇0)−

− 1

2
𝜂1𝑖𝜔

2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎 (𝑖𝜔1)

𝛽)𝐴1 exp
[︀
𝑖(𝜔1 + 𝜔𝑓1)𝑇0

]︀
−

− 1

2
𝜂1𝑖𝜔

2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎 (𝑖𝜔𝑓1)

𝛽)Λ1 exp(2𝑖𝜔𝑓1𝑇0) +

+
1

2
𝜂1𝑖𝜔

2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎 (𝑖𝜔1)

𝛽)𝐴1 exp
[︀
𝑖(𝜔1 − 𝜔𝑓1)𝑇0

]︀
+

+
1

2
𝜂1𝑖𝜔

2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎 (𝑖𝜔𝑓1)

𝛽)Λ1 −
1

2
𝜂2𝑖𝜔

2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎 (𝑖𝜔2)

𝛽)𝐴2 exp
[︀
𝑖(𝜔2 + 𝜔𝑓2)𝑇0

]︀
−

− 1

2
𝜂2𝑖𝜔

2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎 (𝑖𝜔𝑓2)

𝛽)Λ2 exp(2𝑖𝜔𝑓2𝑇0) +

+
1

2
𝜂2𝑖𝜔

2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎 (𝑖𝜔2)

𝛽)𝐴2 exp
[︀
𝑖(𝜔2 − 𝜔𝑓2)𝑇0

]︀
+

+
1

2
𝜂2𝑖𝜔

2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎 (𝑖𝜔𝑓2)

𝛽)Λ2 +CC, (31)
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где CC означает комплексно-сопряженную часть к предыдущим членам в урав-
нении, NCT — невековые члены уравнения.

Анализ выражений (29)–(31) показывает, что возможен случай возник-
новения внутреннего резонанса один к одному, когда какие-либо две часто-
ты колебаний механической системы «пластина + вязкоупругое основание»
близки друг к другу:

𝜔1 = 𝜔2, и отсюда Ω1 = Ω2. (32)

Из уравнений (29)–(31) следует, что внутренний резонанс может сопро-
вождаться внешним резонансом при выполнении одного из следующих усло-
вий:

(1) 𝜔𝑖 = 𝜔0 + 𝜔𝑓𝑖,
(2) 𝜔𝑖 = 𝜔0 − 𝜔𝑓𝑖.

(33)

Условие устранения появления вековых членов в уравнениях (29)–(31)
с учетом соотношений (32) и (33) приводит к системе трех определяющих
уравнений:

2𝑖𝜔1𝐷1𝐴1 +
[︀
𝜇1(𝑖𝜔1)

𝛾1 − 𝜇2(1 + 𝜏𝛾22 (𝑖𝜔1)
𝛾2)−1

]︀
𝐴1 + 3𝛼1𝐴

2
1𝐴1 +

+ 6𝛼1𝐴1Λ
2
1 + 𝛼2𝐴1𝐴

2
2 + 2𝛼2𝐴1𝐴2𝐴2 + 2𝛼2Λ2Λ̄2𝐴1 + 2𝑓1𝑖𝜔

2
0𝐴3 = 0, (34)

2𝑖𝜔1𝐷1𝐴2 +
[︀
𝜇1(𝑖𝜔2)

𝛾1 − 𝜇2(1 + 𝜏𝛾22 (𝑖𝜔2)
𝛾2)−1

]︀
𝐴2 + 3𝛼3𝐴

2
2𝐴2 +

+ 6𝛼3𝐴2Λ
2
2 + 𝛼4𝐴2𝐴

2
1 + 2𝛼4𝐴2𝐴1𝐴1 + 2𝛼4Λ1Λ̄1𝐴2 + 2𝑓2𝑖𝜔

2
0𝐴3 = 0, (35)

2𝑖𝜔0𝐷1𝐴3 + 𝜔2
0𝜏

𝛽
𝜎 (𝑖𝜔0)

𝛽𝐴3 −
1

2
𝜂1𝑖𝜔

2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎 (𝑖𝜔1)

𝛽)𝐴1 −

− 1

2
𝜂2𝑖𝜔

2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎 (𝑖𝜔2)

𝛽)𝐴2 = 0. (36)

Умножая (34) на 𝐴1, (35) на 𝐴2 и (36) на 𝐴3 соответственно, складывая
и вычитая сопряженные к ним уравнения, а также представляя функции
в полярном виде

𝐴𝑖 = 𝑎𝑖𝑒
𝑖𝜑𝑖 , 𝑖 = 1, 2, 3,

где 𝑎𝑖 = 𝑎𝑖(𝑇1) и 𝜑𝑖 = 𝜑𝑖(𝑇1)— функции амплитуд и фаз колебаний, приходим
к следующей системе уравнений:(︀

𝑎21
)︀.
+ 𝑠1𝑎

2
1 + 𝜔−1

1 𝛼2𝑎
2
1𝑎

2
2 sin 𝛿 + 2𝑓1𝜔

2
0𝜔

−1
1 𝑎1𝑎3 cos𝛽1 = 0, (37)(︀

𝑎22
)︀.
+ 𝑠2𝑎

2
2 − 𝜔−1

2 𝛼4𝑎
2
1𝑎

2
2 sin 𝛿 + 2𝑓2𝜔

2
0𝜔

−1
2 𝑎2𝑎3 cos𝛽2 = 0, (38)(︀

𝑎23
)︀.
+ 𝑠3𝑎

2
3 −

1

2
𝜂1𝜔0𝑎1𝑎3(𝑙1 + cos𝛽1)−

1

2
𝜂2𝜔0𝑎2𝑎3(𝑙2 + cos𝛽2) = 0, (39)

�̇�1 −
1

2
𝜆1 −

3

2
𝛼1𝜔

−1
1 (𝑎21 + 2Λ2

1)− 𝛼2𝜔
−1
1 (𝑎22 + Λ2Λ̄2)−

− 1

2
𝛼2𝜔

−1
1 𝑎22 cos 𝛿 − 𝑓1𝜔

2
0(𝜔1𝑎1)

−1𝑎3 sin𝛽1 = 0, (40)
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�̇�2 −
1

2
𝜆2 −

3

2
𝛼3𝜔

−1
2 (𝑎22 + 2Λ2

2)− 𝛼4𝜔
−1
2 (𝑎21 + Λ1Λ̄1)−

− 1

2
𝛼4𝜔

−1
2 𝑎21 cos 𝛿 − 𝑓2𝜔

2
0(𝜔2𝑎2)

−1𝑎3 sin𝛽2 = 0, (41)

�̇�3 −
1

2
𝜆3 −

1

4
𝜂1𝜔0𝑎1𝑎

−1
3 (𝑝1 + sin𝛽1)−

1

4
𝜂2𝜔0𝑎2𝑎

−1
3 (𝑝2 + sin𝛽2) = 0, (42)

где 𝛿 = 2(𝜑2 − 𝜑1); 𝛽1 = 𝜑1 − 𝜑3, 𝛽2 = 𝜑2 − 𝜑3 — сдвиги фаз колебаний;

𝑠𝑖 = 𝜇1𝜔
𝛾1−1
𝑖 sin𝜓1 + 𝜇2𝜔

−1
𝑖 𝑅𝑖 sinΦ𝑖,

𝜆𝑖 = 𝜇1𝜔
𝛾1−1
𝑖 cos𝜓1 − 𝜇2𝜔

−1
𝑖 𝑅𝑖 cosΦ𝑖,

𝑙𝑖 = 𝜔𝛽
𝑖 𝜏

𝛽
𝜎 cos(𝜃 + 𝛽𝑖), 𝑝𝑖 = 𝜔𝛽

𝑖 𝜏
𝛽
𝜎 sin(𝜃 + 𝛽𝑖),

𝑅𝑖 =
√︀

1 + 2(𝜏2𝜔𝑖)𝛾2 cos𝜓2 + (𝜏2𝜔𝑖)2𝛾2 , (43)

tg Φ𝑖 =
(𝜏2𝜔𝑖)

𝛾2 sin𝜓2

1 + (𝜏2𝜔𝑖)𝛾2 cos𝜓2
, 𝜓𝑖 =

1

2
𝜋𝛾𝑖, 𝑖 = 1, 2;

𝑠3 = 𝜔𝛽+1
0 𝜏𝛽𝜎 sin 𝜃, 𝜆3 = 𝜔𝛽+1

0 𝜏𝛽𝜎 cos 𝜃, 𝜃 =
1

2
𝜋𝛽.

Система уравнений (37)–(42) является определяющей для амплитуд и фаз
нелинейных вынужденных колебаний шарнирно опертой по контуру упругой
пластинки на вязкоупругом основании, свойства которого описываются мо-
делью стандартного линейного твердого тела с дробными производными, под
действием подвижной подрессоренной нагрузки в виде вязкоупругого осцил-
лятора, демпфирующие свойства которого описываются дробной производ-
ной.

Согласно определяющим уравнениям (37)–(42) нелинейные совместные
колебания механической системы «упругая пластинка на вязкоупругом осно-
вании + подвижная подрессоренная нагрузка» в вязкоупругой окружающей
среде определяются коэффициентами 𝑠𝑖 и 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, см. (43). Данные ко-
эффициенты при 0 < 𝛾𝑖 6 1 и 0 < 𝛽 6 1 зависят от собственных частот двух
мод колебаний 𝜔𝑖, связанных условием внутреннего резонанса (32), и реологи-
ческих параметров основания и окружающей среды, включая два параметра
дробности 𝛾1 и 𝛾2.

Заметим, что в уравнениях (37)–(39) вторые слагаемые отвечают за про-
цесс диссипации энергии, при этом при 0 < 𝛾𝑖 6 1 и 0 < 𝛽 6 1 коэффициенты
демпфирования 𝑠𝑖 зависят от частот колебаний 𝜔𝑖 и 𝜔0, что согласуется с ги-
потезой модального демпфирования. При 𝛾𝑖 = 0 и 𝛽 = 0 коэффициенты
демпфирования обращаются в ноль 𝑠𝑖 = 0.

В частном случае, когда время релаксации 𝜏2 материала основания доста-
точно велико, соотношения (43) принимают вид

𝑅𝑖 = (𝜏2𝜔𝑖)
𝛾2 , Φ𝑖 = Φ = 𝜓2, 𝑖 = 1, 2;

𝜓𝑗 = 𝜋𝛾𝑗/2, 𝑗 = 1, 2;

𝑠𝑖 = 𝜇1𝜔
𝛾1−1
𝑖 sin𝜓1 + 𝜇2𝜔

𝛾2−1
𝑖 sin𝜓2,

𝜆𝑖 = 𝜇1𝜔
𝛾1−1
𝑖 cos𝜓1 − 𝜇2𝜔

𝛾2−1
𝑖 cos𝜓2.

(44)

Заметим, что в этом случае соотношения (44) стремятся к соответствую-
щим соотношениям, полученным в [30] при моделировании свойств грунтово-
го основания с помощью модели Кельвина—Фойгта с дробной производной.
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4. Численные исследования. Полученная система уравнений (37)–(42)
была решена численно при помощи метода Рунге—Кутты четвертого поряд-
ка. В качестве примера рассматривалась пластинка со следующими геомет-
рическими параметрами: 𝑎 = 𝑏 = 10 м, ℎ = 0.3 м, 𝑚1 = 𝑛2 = 1, 𝑚2 = 𝑛1 = 3.
Плотность и упругие постоянные материала пластинки принимались следу-
ющими: 𝜌 = 2400 кг/м3, 𝐸 = 3.25 · 1010 Па и 𝜈 = 0.3.

Подрессоренная нагрузка в виде вязкоупругого осциллятора, свойства ко-
торого описываются моделью с дробной производной, движется с постоянной
скоростью 𝑉 = 16.66 м/с вдоль оси 𝑥. Параметры осциллятора приняты сле-
дующими: 𝑞0 = 0.5, 𝛽 = 0.5. Вынужденные колебания пластинки изучались
для трех случаев величины массы осциллятора: 𝑚 = 1800 кг (рис. 2, b),
𝑚 = 3600 кг (рис. 2, c), 𝑚 = 5400 кг (рис. 2, d).

Пластинка находится в условиях внутреннего резонанса 1:1 при 𝜔1 = 𝜔2 =
= 105.48 с−1 в сочетании с внешним резонансом:

𝜔2 = 𝜔𝑓2 + 𝜔0 =
3.14 · 3 · 16.66

10
+ 89.79 = 105.48 c−1.

На рис. 2 наглядно показан обмен энергией между взаимодействующи-
ми модами нелинейных свободных (𝑚 = 0) и вынужденных (𝑚 ̸= 0) ко-

Рис. 2. (online в цвете) Зависимость амплитуд нелинейных свободных 𝑚 = 0 (a) и вы-
нужденных колебаний от времени 𝑇1 для шарнирно опертой пластинки при воздействии
подвижной осциллирующей нагрузки: 𝑚 = 1800 кг (b), 𝑚 = 3600 кг (c) и 𝑚 = 5400 кг (d);

сплошная линия — 𝑎2, пунктирная линия — 𝑎1

[Figure 2. (color online) The 𝑇1-dependence of the amplitudes of nonlinear free 𝑚 = 0 (a)
and force driven vibrations for simply supported plate under action of moving oscillator:
𝑚 = 1800 kg (b), 𝑚 = 3600 kg (c), and 𝑚 = 5400 kg (d); solid line — 𝑎2, dashed line — 𝑎1]
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лебаний шарнирно опертой пластины на упругом (𝛾2 = 0) и вязкоупругом
(𝛾2 ̸= 0) основании по модели стандартного линейного твердого тела для раз-
личных значений подрессоренной массы. На рис. 2 синим цветом показаны
амплитуды колебаний при отсутствии сил сопротивления среды и основания
(𝛾1 = 0, 𝛾2 = 0), красным цветом изображены амплитуды колебаний, огибаю-
щие которых затухают по экспоненциальному закону при 𝛾1 = 0.1, 𝛾2 = 0.2.
Увеличение величины нагрузки приводит к увеличению амплитуд колебаний
пластины и значительному уменьшению периода колебаний.

Зависимость амплитуд нелинейных колебаний от значений дробных па-
раметров окружающей среды 𝛾1 и вязкоупругого основания 𝛾2 представлена
на рис. 3. С увеличением параметров дробности вязкоупругого основания
и окружающей среды затухание колебаний усиливается.

Рис. 3. (online в цвете) Зависимость амплитуд нелинейных вынужденных колебаний от вре-
мени 𝑇1 для пластинки на вязкоупругом основании при воздействии подвижной подрессо-
ренной нагрузки (𝑚 = 1800 кг) для различных значений параметров дробности; сплошная

линия — 𝑎2, пунктирная линия — 𝑎1

[Figure 3. (color online) The 𝑇1-dependence of the amplitudes of nonlinear force driven vibrations
of the plate on viscoelastic foundation under action of moving oscillator (𝑚 = 1800 kg) for

different values of fractional parameters; solid line — 𝑎2, dashed line — 𝑎1]

5. Заключение. Решена задача о нелинейных колебаниях шарнирно опер-
той упругой пластинки на вязкоупругом основании на основе обобщенной мо-
дели Фусса—Винклера под действием подвижной осциллирующей нагрузки.
Демпфирующие свойства основания и окружающей среды, в которой проис-
ходят колебания, описываются вязкоупругой моделью стандартного линей-
ного твердого тела и моделью Кельвина—Фойгта с дробными производными
Римана—Лиувилля соответственно. Подвижная нагрузка моделируется при
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помощи вязкоупругого осциллятора Кельвина—Фойгта с дробной производ-
ной, который движется с постоянной скоростью вдоль пластины. Получены
разрешающие уравнения для определения нелинейных амплитуд и фаз вы-
нужденных колебаний в случае внутреннего резонанса 1:1, сопровождаемого
внешним резонансом, для случая, когда вязкость осциллятора считается ма-
лой величиной. Полученная система уравнений позволяет не только управ-
лять демпфирующими свойствами окружающей среды и основания за счет
изменения параметров дробности, но также регулировать параметры демп-
фирования внешней нагрузки, что расширяет спектр задач применимости
данного решения. Данная система уравнений решена численно при помощи
метода, разработанного в [42]. Численный анализ показал, что в рассматри-
ваемой системе «пластина на вязкоупругом основании + подвижная осцил-
лирующая нагрузка» происходит перекачка энергии между взаимодейству-
ющими модами колебаний. Представлено сравнение результатов численных
исследований для различных значений внешней нагрузки, а также показана
зависимость амплитуд нелинейных колебаний от значений параметров дроб-
ности окружающей среды и основания.
Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
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ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
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Abstract

Aim. In the present paper, nonlinear vibrations of an elastic simply
supported plate on a viscoelastic foundation under the action of a moving
oscillating load are studied in the case of the internal resonance 1:1 accompa-
nied by the external resonance. The properties of the viscoelastic foundation
are given via the generalized Fuss–Winkler model with the damping term
described by the standard linear solid model with the Riemann–Liouville
fractional derivatives. The external load is presented by linear viscoelastic
oscillator based on the Kelvin–Voigt model with a fractional derivative in the
case when the viscosity of the oscillator is considered to be small value. The
dynamic behavior of the plate is described by a set of nonlinear ordinary
differential equations of the second order in time with respect to general-
ized displacements. Methods. To solve the resulting set of equations, the
method of multiple time scales is used in combination with the method of
expansion of the fractional derivative in a Taylor series. Results. Resolving
equations for determining of the nonlinear amplitudes and phases of force
driven vibrations of the plate are obtained. The governing set of equations
allows one to control not only the damping properties of the environment
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and the foundation by changing the fractional parameters, but also to control
the damping parameters of the external load. Conclusion. Numerical anal-
ysis has shown that in the system “a plate on a viscoelastic foundation +
a moving oscillating load”, energy transfer between the interacting vibra-
tion modes is observed. A comparison of the results of numerical studies for
various values of the external load is presented, and the dependence of the
amplitudes of nonlinear vibrations on the values of the fractional parameters
of the environment and the foundation is also shown.

Keywords: plate on a viscoelastic foundation, moving oscillator load, frac-
tional derivative, method of multiple time scales, internal and external res-
onances.
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