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Аннотация

Рассматриваются представляющие интерес с точки зрения механи-
ки микрополярных континуумов тензоры с постоянными компонента-
ми, полуизотропные тензоры и псевдотензоры. Обсуждаются свойства
и способы координатного представления тензоров и псевдотензоров с
постоянными компонентами. На основе неконвенционального определе-
ния полуизотропного тензора четвертого ранга приводится координат-
ное представление в терминах дельт Кронекера и метрических тензо-
ров. Выясняются условия приведения произвольного (arbitrary) полуи-
зотропного тензора четвертого ранга к тензору с постоянными компо-
нентами. Координатные представления для определяющих тензоров и
псевдотензоров, использующихся при математическом моделировании
линейных гемитропных микрополярных континуумов, даны в терминах
метрического тензора. Устанавливаются условия ковариантного посто-
янства псевдотензоров с постоянными компонентами и полуизотропных
тензоров.
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К теории гемитропных тензоров четвертого ранга. . .

1. Введение. В математических моделях современной механики конти-
нуума [1–7] особое значение имеют определяющие тензоры и псевдотензо-
ры четвертого ранга, участвующие в записи определяющих уравнений ли-
нейных анизотропных микрополярных упругих сред. Поэтому привлечение
формализма псевдотензорного анализа [8–12] необходимо для геометриче-
ски корректного построения определяющих уравнений микрополярных кон-
тинуумов. При этом особую роль играет ротационная инвариантность (по-
луизотропность, демитропность, гемитропность) компонент тензоров и псев-
дотензоров [6, 13–16] и ковариантное постоянство1 псевдотензорного поля
[8,11,12]. Достаточно подробное и полное описание псевдотензорного форма-
лизма можно найти в книгах по тензорному анализу и механике сплошных
сред [8–12]. Использование псевдотензорного формализма имеет исключи-
тельное значение при разработке математических моделей изотропных и ге-
митропных микрополярных упругих сред (см. [17–21]).

Основной целью работы является исследование свойств тензоров четвер-
того ранга и их координатных представлений, представляющих интерес с точ-
ки зрения механики микрополярных континуумов [17–24]. Во втором разделе
статьи обсуждаются свойства и способы координатного представления тензо-
ров и псевдотензоров с постоянными компонентами. Рассмотрен алгоритм по-
лучения ковариантно постоянных тензоров и псевдотензоров, предложенный
в монографии [8]. Устанавливаются условия ковариантного постоянства псев-
дотензоров с постоянными компонентами. В третьем разделе обсуждается оп-
тимальная неконвенциональная терминология, связанная с понятиями пол-
ностью изотропных, конвенционально изотропных, неконвенционально изо-
тропных, полуизотропных (демитропных, гемитропных) тензоров и псевдо-
тензоров четвертого ранга. На основе неконвенционального определения для
полуизотропного тензора четвертого ранга приводится координатное пред-
ставление в терминах дельт Кронекера и метрических тензоров. Выясняются
условия приведения произвольного полуизотропного тензора четвертого ран-
га к тензору с постоянными компонентами. В четвертом разделе приводятся
координатные представления для определяющих тензоров и псевдотензоров,
использующихся при математическом моделировании линейных гемитроп-
ных микрополярных континуумов.

В работе будет использована неконвенциональная терминология, суще-
ство которой будет разъяснено позже.

2. Тензоры и псевдотензоры с постоянными компонентами. Тензо-
ром (псевдотензором) с постоянными компонентами [8, стр. 164] называется
тензор (псевдотензор), сохраняющий (retain) неизменными все свои компо-
ненты при любых линейных преобразованиях координатного репера: самые
важные из них — повороты, преобразования масштабирования (scaling), цен-
тральная инверсия, зеркальные отражения.

Абсолютный тензор второго ранга, с точностью до постоянного множите-
ля 𝑎 (абсолютного инварианта) совпадающий с единичным аффинором, будет

1Например, вслед за И. С. Сокольниковым [12], ковариантные постоянные (параллель-
ные) векторные поля Эйлера могут быть использованы для формулировки принципа вир-
туальных перемещений. Уравнения ковариантного постоянства учитываются, следуя пра-
вилу множителей Лагранжа [17]. Ковариантное постоянство псевдотензорных полей поз-
воляет легко оперировать с ними при ковариантном дифференцировании [23].
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тензором с постоянными компонентами:

𝐶ℎ𝑘 = 𝑎𝛿ℎ𝑘 .

Псевдотензор третьего ранга с постоянными компонентами пропорциона-
лен символам перестановок. Дельты Кронекера и символы перестановок —
простейшие и самые важные примеры тензоров с постоянными компонента-
ми.

Несложно показать, что наиболее общий абсолютный тензор четвертого
ранга 𝐶𝑖𝑙𝑠𝑚 с постоянными компонентами можно представить в виде

𝐶𝑖𝑙𝑠𝑚 = 𝑎𝛿𝑖𝑠𝛿
𝑙
𝑚 + 𝑐𝛿𝑙𝑠𝛿

𝑖
𝑚, (1)

где 𝑎 и 𝑐— абсолютные инварианты (абсолютные скаляры).2
В монографии [8, стр. 164–176] предлагается общий алгоритм построе-

ния тензоров и псевдотензоров с постоянными компонентами для целых по-
ложительных (отрицательных) весов. Например, общий вид псевдотензора
[w]

𝐶 ℎ1ℎ2...ℎ𝑠
𝑘1𝑘2...𝑘𝑟

с постоянными компонентами целого отрицательного веса представ-
ляется формулой

[w]

𝐶 ℎ1ℎ2...ℎ𝑠
𝑘1𝑘2...𝑘𝑟

=

𝑟!∑︁
𝑃=1

𝜆𝑃 𝛿
ℎ1
{𝑘1𝛿

ℎ2
𝑘2

· · · 𝛿ℎ𝑠𝑘𝑠
[−1]
𝜖 𝑘𝑠+1...𝑘𝑠+𝑁

· · ·
[−1]
𝜖 𝑘𝑟−𝑁+1...𝑘𝑟}𝑃⏟  ⏞  

|w|

, (2)

где 𝑟— число ковариантных индексов, 𝑠— число контравариантных индек-
сов, 𝑁 — размерность пространства, w — вес, целое отрицательное число, 𝜆𝑃
(𝑃 = 1, 2, . . . , 𝑟!)— произвольные постоянные (абсолютные инварианты), 𝑃 —
перестановка ряда натуральных чисел

𝑘1, . . . , 𝑘𝑠, . . . , 𝑘𝑠+𝑁 , . . . , 𝑘𝑟−𝑁+1, . . . , 𝑘𝑟.

В формуле (2) по ковариантным индексам, заключенным в фигурные скобки,
производятся всевозможные перестановки. Число ковариантных, контрава-
риантных индексов и вес псевдотензора должны удовлетворять ограничению

𝑟 = 𝑠+𝑁 |w|, (3)

откуда
𝑟 > 𝑠.

Если условие (3) не выполняется, то псевдотензор
[w]

𝐶 ℎ1ℎ2...ℎ𝑠
𝑘1𝑘2...𝑘𝑟

с постоянны-
ми компонентами будет равен нулю.

Отметим, что псевдотензорное поле
[w]

𝐶 ℎ1ℎ2...ℎ𝑠
𝑘1𝑘2...𝑘𝑟

с постоянными компонен-
тами является ковариантно постоянным и удовлетворяет псевдотензорному
уравнению

∇𝑠

[w]

𝐶 ℎ1ℎ2...ℎ𝑠
𝑘1𝑘2...𝑘𝑟

=
[w]

0 ,

2Ясно, что 𝐶12
12 и 𝐶12

21 также являются абсолютными инвариантами.
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при условии
∇𝑠𝜆𝑃 = 0.

Обратим внимание, что псевдотензоры вида (2) не составляют полно-
го набора ковариантно постоянных абсолютных тензоров. Наглядный при-
мер — параллельное векторное поле, которое является ковариантно постоян-
ным вектором, но не может быть представлено в виде вектора с постоянными
компонентами. Примеры ковариантно постоянных тензоров и псевдотензоров
подробно обсуждались в работах (см. [8,11,12,22,23]). Среди них — фундамен-
тальный ориентирующий псевдоскаляр 𝑒3 и его алгебраические степени, 𝛿-
символы, 𝜖-символы, 𝑒-символы, метрические тензоры 𝑔𝑘ℎ, 𝑔ℎ𝑘 которые часто
используются в микрополярных теориях механики сплошных сред [18–21].

3. Абсолютные полуизотропные тензоры четвертого ранга. В даль-
нейшем будем придерживаться неконвенциональной терминологии. Некон-
венционально изотропным (полностью изотропным) будем называть тензор
(псевдотензор), не меняющий свои компоненты при любых поворотах коор-
динатного репера, зеркальных отражениях и центральных инверсиях трех-
мерного пространства [6, 13,14,16].

Конвенционально изотропным тензором (псевдотензором) называется тен-
зор (псевдотензор), сохраняющий неизменными все свои компоненты при по-
воротах координатного репера. Конвенционально изотропные тензоры (псев-
дотензоры) терминологически лучше неконвенционально называть полуизо-
тропными, демитропными или гемитропными.

Для абсолютного полуизотропного тензора четвертого ранга в декартовой
системе координат будет справедливо представление [13, p. 77]:

𝐻 𝑖𝑠𝑙𝑚 = 𝑎𝛿𝑖𝑠𝛿𝑙𝑚 +
𝑏− 𝑐

2
(𝛿𝑖𝑙𝛿𝑠𝑚 − 𝛿𝑖𝑚𝛿𝑠𝑙) +

𝑏− 𝑐

2
(𝛿𝑖𝑙𝛿𝑠𝑚 + 𝛿𝑖𝑚𝛿𝑠𝑙),

т.е.
𝐻 𝑖𝑠𝑙𝑚 = 𝑎𝛿𝑖𝑠𝛿𝑙𝑚 + 𝑏𝛿𝑖𝑙𝛿𝑠𝑚 + 𝑐𝛿𝑖𝑚𝛿𝑠𝑙. (4)

Здесь 𝑎, 𝑏, 𝑐— ротационные инварианты, сохраняющие свои значения при по-
воротах декартова репера. В отличие от представления (1) для тензора с по-
стоянными компонентами, в представлении (4) для полуизотропных тензоров
четвертого ранга участвует слагаемое 𝛿𝑖𝑙𝛿𝑠𝑚 с множителем 𝑏.

Представление (4) легко записывается в произвольной системе координат
после замены 𝛿-символов на метрические тензоры:

𝐻 𝑖𝑠𝑙𝑚 = 𝑎𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚 + 𝑏𝑔𝑖𝑙𝑔𝑠𝑚 + 𝑐𝑔𝑖𝑚𝑔𝑠𝑙. (5)

Так как компоненты метрического тензора 𝑔𝑖𝑠 не меняются при поворотах
координатного репера, то правая часть в (5), очевидно, также остается неиз-
менной. Если считать 𝑎, 𝑏, 𝑐 абсолютными инвариантами, то правая часть
в (5) не будет также меняться при зеркальных отражениях и центральных
инверсиях.

3В трехмерных пространствах Евклида 𝑒 = 𝚤
1
·(𝚤

2
×𝚤

3
), где 𝚤

1
, 𝚤
2
, 𝚤
3
— ковариантные базисные

векторы; 𝑒2 = det(𝑔𝑖𝑗). В многомерных пространствах Евклида фундаментальный ориен-
тирующий псевдоскаляр определяется с помощью косого произведения базисных векторов.
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Полуизотропное тензорное поле 𝐻 𝑖𝑠𝑙𝑚 оказывается ковариантно постоян-
ным и удовлетворяет псевдотензорному уравнению

∇𝑘𝐻
𝑖𝑠𝑙𝑚 = 0

при условии ковариантного постоянства инвариантов 𝑎, 𝑏, 𝑐, т.е.

∇𝑘𝑎 = 0, ∇𝑘𝑏 = 0, ∇𝑘𝑐 = 0,

или
𝜕𝑘𝑎 = 0, 𝜕𝑘𝑏 = 0, 𝜕𝑘𝑐 = 0.

Очевидно, что полностью изотропный тензор четвертого ранга не отли-
чается от полуизотропного тензора.

4. Применение в линейных микрополярных теориях. Тензоры и
псевдотензоры четвертого ранга играют исключительно важную роль в ма-
тематических моделях линейных анизотропных микрополярных упругих кон-
тиннуумов [17,21,25].

Введем в рассмотрение микрополярный упругий потенциал 𝒰 , рассчи-
танный на единицу инвариантного элемента объема, с естественными псев-
дотензорными аргументами

𝒰 = 𝒰 (𝜖𝑖𝑗 ,
[+1]
𝜅 ·𝑠
𝑖· ) ,

где 𝜖𝑖𝑗 — асимметричный тензор деформации;
[+1]
𝜅 ·𝑠
𝑖· — псевдотензор деформа-

ции изгиба–кручения. Упругий потенциал полагается абсолютным инвариан-
том (скаляром), не зависящим в том числе от зеркальных отражений и цен-
тральной инверсии трехмерного пространства.

В случае линейного анизотропного микрополярного упругого тела упру-
гий потенциал в произвольной системе координат получается в форме

𝒰 = 𝐻
1

𝑖𝑠𝑙𝑚𝜖𝑖𝑠𝜖𝑙𝑚 +
[−2]

𝐻
2

𝑖𝑠𝑙𝑚[+1]
𝜅 𝑖𝑠

[+1]
𝜅 𝑙𝑚 +

[−1]

𝐻
3

𝑖𝑠𝑙𝑚𝜖𝑖𝑠
[+1]
𝜅 𝑙𝑚. (6)

Отметим, что единственным определяющим тензором четвертого ранга чув-
ствительным к преобразованиям зеркального отражения и центральной ин-
версии трехмерного пространства, оказывается определяющий псевдотензор
[−1]

𝐻
3

𝑖𝑠𝑙𝑚. Микрополярное тело называется гемитропным, если компоненты его
определяющих тензоров не изменяются при поворотах координатного репера,
т.е. полуизотропны.

Чтобы воспользоваться результатами предыдущего раздела, преобразуем
энергетическую форму (6) с помощью фундаментального ориентирующего
псевдоскаляра 𝑒, элиминируя веса псевдотензоров:

𝒰 = 𝐻
1

𝑖𝑠𝑙𝑚𝜖𝑖𝑠𝜖𝑙𝑚 + 𝑒2
[−2]

𝐻
2

𝑖𝑠𝑙𝑚

[+1]
𝜅 𝑖𝑠

𝑒

[+1]
𝜅 𝑙𝑚

𝑒
+ 𝑒

[−1]

𝐻
3

𝑖𝑠𝑙𝑚𝜖𝑖𝑠

[+1]
𝜅 𝑙𝑚

𝑒
,
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в итоге получим

𝒰 = 𝐻
1

𝑖𝑠𝑙𝑚𝜖𝑖𝑠𝜖𝑙𝑚 +𝐻
2

𝑖𝑠𝑙𝑚𝜅𝑖𝑠𝜅𝑙𝑚 +𝐻
3

𝑖𝑠𝑙𝑚𝜖𝑖𝑠𝜅𝑙𝑚. (7)

Полученная энергетическая форма (7), как правило, используется при
построении моделей гемитропных микрополярных упругих континуумов. С
помощью координатного представления (5) для определяющих линейный ге-
митропный микрополярный упругий континуум псевдотензоров можно полу-
чить следующие формы:

𝐻
1

𝑖𝑠𝑙𝑚 = 𝑎
1
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚 + 𝑏

1
𝑔𝑖𝑙𝑔𝑠𝑚 + 𝑐

1
𝑔𝑖𝑚𝑔𝑠𝑙 ,

𝐻
2

𝑖𝑠𝑙𝑚 = 𝑎
2
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚 + 𝑏

2
𝑔𝑖𝑙𝑔𝑠𝑚 + 𝑐

2
𝑔𝑖𝑚𝑔𝑠𝑙 ,

𝐻
3

𝑖𝑠𝑙𝑚 = 𝑎
3
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚 + 𝑏

3
𝑔𝑖𝑙𝑔𝑠𝑚 + 𝑐

3
𝑔𝑖𝑚𝑔𝑠𝑙 .

(8)

Здесь 𝑎
1
, 𝑏
1
, 𝑐
1
, 𝑎
2
, 𝑏
2
, 𝑐
2
, 𝑎
3
, 𝑏
3
, 𝑐
3
— девять определяющих постоянных гемитропного

микрополярного упругого тела. С точки зрения тензорной алгебры 𝑎
1
, 𝑏
1
, 𝑐
1
, 𝑎
2
,

𝑏
2
, 𝑐
2
, 𝑎
3
, 𝑏
3
, 𝑐
3

как минимум являются полуизотропными инвариантами.

С тем чтобы вернуться к энергетической форме (6), необходимо преобра-
зовать представления для определяющих тензоров (8). Для этого выполним
следующие замены:

[−2]

𝐻
2

𝑖𝑠𝑙𝑚 = 𝑒−2𝐻
2

𝑖𝑠𝑙𝑚,
[−1]

𝐻
3

𝑖𝑠𝑙𝑚 = 𝑒−1𝐻
3

𝑖𝑠𝑙𝑚,

[−2]
𝑎
2

= 𝑒−2𝑎
2
,

[−2]

𝑏
2

= 𝑒−2𝑏
2
,

[−2]
𝑐
2

= 𝑒−2𝑐
2
,

[−1]
𝑎
3

= 𝑒−1𝑎
3
,

[−1]

𝑏
3

= 𝑒−1𝑏
3
,

[−1]
𝑐
3

= 𝑒−1𝑐
3
.

(9)

Подставив выражения (9) в координатные представления (8), получим

𝐻
1

𝑖𝑠𝑙𝑚 = 𝑎
1
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚 + 𝑏

1
𝑔𝑖𝑙𝑔𝑠𝑚 + 𝑐

1
𝑔𝑖𝑚𝑔𝑠𝑙 ,

[−2]

𝐻
2

𝑖𝑠𝑙𝑚 =
[−2]
𝑎
2
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚 +

[−2]

𝑏
2
𝑔𝑖𝑙𝑔𝑠𝑚 +

[−2]
𝑐
2
𝑔𝑖𝑚𝑔𝑠𝑙 ,

[−1]

𝐻
3

𝑖𝑠𝑙𝑚 =
[−1]
𝑎
3
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚 +

[−1]

𝑏
3
𝑔𝑖𝑙𝑔𝑠𝑚 +

[−1]
𝑐
3
𝑔𝑖𝑚𝑔𝑠𝑙 .

Если вместо определяющих постоянных 𝑎
a
, 𝑏
a
, 𝑐
a

перейти к конвенциональ-
ным механическим постоянным, таким как 𝐺, 𝜈, 𝐿, . . . , то характерная мик-
родлина 𝐿 будет псевдоскаляром отрицательного веса −1.

5. Выводы. В статье выясняется круг вопросов, связанных с координат-
ными представлениями тензоров и псевдотензоров с постоянными компонен-
тами, абсолютных полуизотропных тензоров и их приложением к механике
гемитропных микрополярных тел.
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1) Обсуждаются свойства и способы координатного представления тензо-
ров и псевдотензоров с постоянными компонентами.

2) Предложена оптимальная неконвенциональная терминология, связан-
ная с понятиями полностью изотропных (неконвенционально изотроп-
ных), конвенционально изотропных (полуизотропных), полуизотроп-
ных (демитропных, гемитропных) абсолютных тензоров.

3) Дается неконвенциональное определение полуизотропного тензора. Для
полуизотропного тензора четвертого ранга приводится представление
в терминах метрического тензора.

4) Сравниваются формы представления полуизотропных абсолютных тен-
зоров четвертого ранга и абсолютных тензоров четвертого ранга с по-
стоянными компонентами.

5) Полностью изотропный тензор четвертого ранга не отличается от по-
луизотропного тензора.

6) Обсуждается общая форма упругого потенциала линейного гемитроп-
ного микрополярного упругого континуума.

7) Приводятся координатные представления для определяющих тензоров
и псевдотензоров четвертого ранга, использующихся при моделирова-
нии линейных гемитропных микрополярных упругих континуумов.

Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
ботке концепции статьи и в написании рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи была одобрена всеми авторами.
Финансирование. Работа выполнена в рамках государственного задания (№ госре-
гистрации АААА–А20–120011690132–4) и при поддержке Российского фонда фун-
даментальных исследований (проект № 20–01–00666).

Библиографический список
1. Truesdell C., Toupin R. The classical field theories / Principles of Classical Mechanics and

Field Theory: Encyclopedia of Physics, III/1; eds. S. Flügge. Berlin, Göttingen, Heidelberg:
Springer, 1960. pp. 226–858. DOI: https://doi.org/10.1007/978-3-642-45943-6_2.

2. Truesdell C., Noll W. The Non-Linear Field Theories of Mechanics. Berlin, Heidelberg:
Springer, 2004. xxix+602 pp. DOI: https://doi.org/10.1007/978-3-662-10388-3.

3. Maugin G. A. Material Inhomogeneities in Elasticity. New York: CRC Press, 1993. 292 pp.
DOI: https://doi.org/10.1201/9781003059882.

4. Mase G. T., Smelser R. E., Mase G. E. Continuum Mechanics for Engineers. Boca Raton:
CRC Press, 2009. 398 pp. DOI: https://doi.org/10.1201/9781420085396.

5. Haupt P. Continuum Mechanics and Theory of Materials. Berlin, Heidelberg: Springer, 2002.
xxviii+643 pp. DOI: https://doi.org/10.1007/978-3-662-04775-0.

6. Spencer A. J. M. Continuum Mechanics. Mineola: Dover Publ., 2004. viii+183 pp.
7. Irgens F. Continuum Mechanics. Berlin, Heidelberg: Springer, 2008. xviii+661 pp.

DOI: https://doi.org/10.1007/978-3-540-74298-2.
8. Gurevich G. B. Foundations of the Theory of Algebraic Invariants. Groningen: P. Noordhoff,

1964. viii+429 pp.
9. Synge J. L., Schild A. Tensor Calculus / Dover Books on Advanced Mathematics. New York:

Dover Publ., 1978. xi+324 pp.
10. Schouten J. A. Tensor Analysis for Physicist. Oxford: Clarendon Press, 1954. xii+277 pp.

598

https://doi.org/10.1007/978-3-642-45943-6_2
https://doi.org/10.1007/978-3-662-10388-3
https://doi.org/10.1201/9781003059882
https://doi.org/10.1201/9781420085396
https://doi.org/10.1007/978-3-662-04775-0
https://doi.org/10.1007/978-3-540-74298-2


К теории гемитропных тензоров четвертого ранга. . .

11. McConnell A. J. Application of Tensor Analysis. New York: Dover Publ., 1957. xii+318 pp.
12. Sokolnikoff I. S. Tensor Analysis. Theory and Applications to Geometry and Mechanics of

Continua / Applied Mathematics Series. New York: John Wiley & Sons, 1964. xii+361 pp.
13. Jeffreys H. Cartesian Tensors. Cambridge: Cambridge Univ. Press, 1931. vii+93 pp.
14. Jeffreys H., Swirles B. Methods of Mathematical Physics / Cambridge Mathematical Library.

Cambridge: Cambridge Univ. Press, 1950. viii+679 pp. DOI: https://doi.org/10.1017/
cbo9781139168489.

15. Smith G. F., Rivlin R. S. The anisotropic tensors // Quart. Appl. Math., 1957. vol. 15, no. 3.
pp. 308–314. DOI: https://doi.org/10.1090/qam/101883.

16. Лурье А. И. Нелинейная теория упругости. М.: Наука, 1980. 512 с.
17. Радаев Ю. Н. Правило множителей в ковариантных формулировках микрополярных

теорий механики континуума // Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки,
2018. Т. 22, № 3. С. 504–517. EDN: YOYJQD. DOI: https://doi.org/10.14498/vsgtu1635.

18. Радаев Ю. Н., Мурашкин Е. В. Псевдотензорная формулировка механики гемитроп-
ных микрополярных сред // Пробл. прочн. пластичн., 2020. Т. 82, №4. С. 399–412.
EDN: TODIFV. DOI: https://doi.org/10.32326/1814-9146-2020-82-4-399-412.

19. Murashkin E. V., Radayev Yu. N. On a micropolar theory of growing solids // Vestn.
Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki [J. Samara State Tech. Univ., Ser.
Phys. Math. Sci.], 2020. vol. 24, no. 3. pp. 424–444. EDN: TYGBER. DOI: https://doi.org/
10.14498/vsgtu1792.

20. Kovalev V. A., Murashkin E. V., Radayev Yu. N. On the Neuber theory of micropolar
elasticity. A pseudotensor formulation // Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat.
Nauki [J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2020. vol. 24, no. 4. pp. 752–761.
EDN: IVEASC. DOI: https://doi.org/10.14498/vsgtu1799.

21. Мурашкин Е. В., Радаев Ю. Н. Об определяющих псевдоскалярах гемитропных микро-
полярных сред в инверсных координатных системах // Вестн. Сам. гос. техн. ун-та.
Сер. Физ.-мат. науки, 2021. Т. 25, №3. С. 457–474. EDN: XYERLC. DOI: https://doi.org/
10.14498/vsgtu1870.

22. Radayev Yu. N., Murashkin E. V. Generalized pseudotensor formulations of the Stokes’
integral theorem// Izv. Saratov Univ. Math. Mech. Inform., 2022. vol. 22, no. 2. pp. 205–
215. EDN: VURXND. DOI: https://doi.org/10.18500/1816-9791-2022-22-2-205-215.

23. Radayev Yu. N., Murashkin E. V., Nesterov T. K. On covariant non-constancy of distor-
tion and inversed distortion tensors // Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat.
Nauki [J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2022. vol. 26, no. 1. pp. 36–47.
EDN: EWDQGG. DOI: https://doi.org/10.14498/vsgtu1891.

24. Мурашкин Е. В., Радаев Ю. Н. О согласовании ориентаций тензорных элементов пло-
щади в микрополярном континууме, погружаемом во внешнее плоское пространство //
Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки, 2021. Т. 25, № 4. С. 776–786.
EDN: ZKIAAJ. DOI: https://doi.org/10.14498/vsgtu1883.

25. Nowacki W. Theory of Asymmetric Elasticity. Oxford: Pergamon Press, 1986. viii+383 pp.

599

https://doi.org/10.1017/cbo9781139168489
https://doi.org/10.1017/cbo9781139168489
https://doi.org/10.1090/qam/101883
https://elibrary.ru/YOYJQD
https://doi.org/10.14498/vsgtu1635
https://elibrary.ru/TODIFV
https://doi.org/10.32326/1814-9146-2020-82-4-399-412
https://elibrary.ru/TYGBER
https://doi.org/10.14498/vsgtu1792
https://doi.org/10.14498/vsgtu1792
https://elibrary.ru/IVEASC
https://doi.org/10.14498/vsgtu1799
https://elibrary.ru/XYERLC
https://doi.org/10.14498/vsgtu1870
https://doi.org/10.14498/vsgtu1870
https://elibrary.ru/VURXND
https://doi.org/10.18500/1816-9791-2022-22-2-205-215
https://elibrary.ru/EWDQGG
https://doi.org/10.14498/vsgtu1891
https://elibrary.ru/ZKIAAJ
https://doi.org/10.14498/vsgtu1883


Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki
[J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2022, vol. 26, no. 3, pp. 592–602
ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu1941

MSC: 15A72, 53A45, 74D05

On the theory of fourth-rank hemitropic tensors in
three-dimensional Euclidean spaces

E. V. Murashkin, Yu. N. Radayev
Ishlinsky Institite for Problems in Mechanics, Russian Academy of Sciences,
101–1, pr. Vernadskogo, Moscow, 119526, Russian Federation.

Abstract
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