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Аннотация

В прямоугольной области рассмотрено дифференциальное уравне-
ние в частных производных гиперболического типа второго рода, вы-
рождающееся на боковых сторонах и на основании прямоугольника. Для
рассматриваемого уравнения сформулирована начально-граничная за-
дача с нелокальными граничными условиями. Исследованы единствен-
ность, существование и устойчивость решения поставленной задачи.
Единственность решения задачи доказана методом интегралов энергии.
Существование решения задачи исследовано с применением метода Фу-
рье, основанного на разделении переменных. При этом сначала исследо-
вана спектральная задача для обыкновенного дифференциального урав-
нения, возникающая из поставленной задачи при разделении перемен-
ных. Доказано, что спектральная задача может иметь только положи-
тельное собственное значение. Далее построена функция Грина спек-
тральной задачи, с помощью чего она эквивалентно сведена к инте-
гральному уравнению Фредгольма второго рода с симметричным яд-
ром. Отсюда на основании теории интегральных уравнений заключе-
но, что существует счетное число собственных значений и собственных
функций спектральной задачи. Найдены условия, при которых задан-
ная функция разлагается в равномерно сходящийся ряд Фурье по соб-
ственным функциям спектральной задачи. C использованием свойств
функции Грина спектральной задачи доказана лемма о равномерной
сходимости некоторых билинейных рядов, которые используются при
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доказательстве существования решения поставленной задачи. Доказа-
ны также леммы о порядке коэффициентов Фурье заданной функции.
Решение изучаемой задачи выписано в виде суммы ряда Фурье по си-
стеме собственных функций спектральной задачи. Равномерная сходи-
мость этого ряда и рядов, полученных из него почленным дифферен-
цированием, доказана с помощью лемм, перечисленных выше. В конце
статьи получены две оценки для решения поставленной задачи, одна из
которых — в пространстве квадратично суммируемых функций с весом,
а другая — в пространстве непрерывных функций. Из этих неравенств
следует устойчивость решения в соответствующих пространствах.

Ключевые слова: уравнение гиперболического типа, вырождающее-
ся уравнение второго рода, начально-граничная задача, спектральная
задача, функция Грина, интегральное уравнение, ряд Фурье, метод раз-
деления переменных, метод интегралов энергии, единственность, суще-
ствование и устойчивость решения.
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1. Постановка задачи. В области Ω = {(𝑥, 𝑡) : 0 < 𝑥 < 1; 0 < 𝑡 < 𝑇}
рассмотрим следующее вырождающееся гиперболическое уравнение второго
рода:

𝑡𝑚−𝑎(𝑡𝑎𝑢𝑡)𝑡 + 𝑏𝑢 = 𝑥𝛾−𝛼(1− 𝑥)𝛿−𝛽[𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑢𝑥]𝑥 (1)

с тремя линиями вырождения, где 𝑎, 𝑏, 𝑚, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿— заданные действитель-
ные числа, причем 0 < 𝛼 < 1, 0 < 𝛽 < 1, 0 < 𝑎 < 1.

Уравнение (1) с 𝛼 = 1, 𝑚 = 𝑎 = 𝑏 = 𝛽 = 𝛾 = 𝛿 = 0 возникает, например,
при изучении свободных колебаний под действием силы тяжести однородной
подвешенной тяжелой нити, а также при изучении радиальных колебаний
газа в неподвижной неограниченной цилиндрической трубке с 𝛼 = 2, 𝑚 =
= 𝑎 = 𝑏 = 𝛽 = 𝛾 = 𝛿 = 0— при исследовании малых колебаний газа около его
положения равновесия внутри непроницаемой оболочки сферической формы,
а с 𝑚 = 𝑎 = 𝑏 = 0, 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 𝛿 = 1— при изучении свободных колебаний
вращающейся струны [1].

Известно, что начальные задачи для вырождающихся гиперболических
уравнений второго рода, в том числе для уравнения (1) при 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 =
= 𝛿 = 0, изучены в работах [2–12]. Изучению начально-граничных задач
для уравнений второго порядка, вырождающихся на одной боковой стороне
прямоугольника, посвящены, например, работы [13–16], а для уравнений, вы-
рождающихся на обеих боковых сторонах прямоугольника — работы [17, 18].
В этих работах в зависимости от порядка вырождения уравнения на боковых
сторонах прямоугольника заданы различные локальные краевые условия от-
носительно искомой функции. Начально-граничные задачи для вырождаю-
щихся гиперболических уравнений второго порядка второго рода в много-
мерных цилиндрических областях рассмотрены в работах [19–25]. В задачах,
изученных в этих работах, на боковой поверхности цилиндра заданы обыч-
ные локальные условия, т.е. значения искомой функции. В настоящей работе
исследуем следующую начально-граничную задачу для уравнения (1) в об-
ласти Ω с нелокальными граничными условиями.
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Задача 𝐴𝑝𝑞. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), обладающую следующими свойства-
ми:

1) 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑢𝑥, 𝑡𝑎𝑢𝑡 ∈ 𝐶(Ω); 𝑥𝛾−𝛼(1− 𝑥)𝛿−𝛽[𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑢𝑥]𝑥,
𝑡𝑚−𝑎(𝑡𝑎𝑢𝑡)𝑡 ∈ 𝐶(Ω);

2) в области Ω удовлетворяет уравнению (1);
3) на границе области Ω выполняются следующие начальные и гранич-

ные условия:

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙1(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 1]; lim
𝑡→+0

𝑡𝑎𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝜙2(𝑥), 𝑥 ∈ (0, 1), (2)

𝑝𝑢(0, 𝑡) = 𝑞𝑢(1, 𝑡), 𝑞 lim
𝑥→0

𝑥𝛼𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑝 lim
𝑥→1

(1−𝑥)𝛽𝑢𝑥(𝑥, 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (3)

где 𝜙1(𝑥) и 𝜙2(𝑥)— заданные непрерывные функции, а 𝑝 и 𝑞— заданные
действительные числа, причем 𝑝 ̸= 𝑞.

Отметим, что из задачи 𝐴𝑝𝑞 в частном случае при 𝑝 = 0 и 𝑞 = 0 следуют
локальные задачи, которые представляют самостоятельный интерес.

Исследуем единственность, существование и устойчивость решения зада-
чи 𝐴𝑝𝑞. При этом воспользуемся методом интегралов энергии и методом Фу-
рье, основанным на разделении переменных. Отметим, что в работах [26–30]
метод Фурье успешно применен к исследованию краевых задач для вырож-
дающихся уравнений второго порядка смешанного типа второго рода в пря-
моугольной области.

2. Единственность решения задачи 𝐴𝑝𝑞.
Теорема 1.Если 𝑎 > 𝑚/2, 𝑏 > 0, 𝛾 < 𝛼 + 1, 𝛿 < 𝛽 + 1, то задача 𝐴𝑝𝑞 не

может иметь более одного решения.

До к а з ат е л ь ств о. Предположим, что существуют два решения 𝑢1(𝑥, 𝑡)
и 𝑢2(𝑥, 𝑡) задачи 𝐴𝑝𝑞. Введем обозначение 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢1(𝑥, 𝑡) − 𝑢2(𝑥, 𝑡). Тогда
функция 𝑢(𝑥, 𝑡) является решением уравнения (1), удовлетворяющего одно-
родным условиям (3) и 𝑢(𝑥, 0) = 0, lim𝑡→+0 𝑡

𝑎𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) = 0. Возьмем произволь-
ное число 𝜂 из (0, 𝑇 ] и введем функцию

𝑉 (𝑥, 𝑡) =

⎧⎨⎩
0, 𝜂 6 𝑡 6 𝑇,∫︁ 𝑡

𝜂
𝜉−𝑎𝑢(𝑥, 𝜉)𝑑𝜉, 0 6 𝑡 6 𝜂. (4)

В силу 𝑎 ∈ (0, 1) и свойств функции 𝑢(𝑥, 𝑡) функция 𝑉 (𝑥, 𝑡) обладает следу-
ющими свойствами:

1) 𝑉 (𝑥, 𝑡), 𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑉𝑥(𝑥, 𝑡) непрерывны в Ω и 𝑝𝑉 (0, 𝑡) = 𝑞𝑉 (1, 𝑡),
𝑞 lim
𝑥→0

𝑥𝛼𝑉𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑝 lim
𝑥→1

(1− 𝑥)𝛽𝑉𝑥(𝑥, 𝑡);

2) 𝑡𝑎𝑉𝑡, 𝑡𝑎(𝑡𝑎𝑉𝑡)𝑡 непрерывны в Ω и 𝑉 (𝑥, 𝑡) = 0 при 𝑡 ∈ [𝜂, 𝑇 ].
Умножим уравнение (1) на функцию 𝑡𝑎−𝑚𝑥𝛼−𝛾(1 − 𝑥)𝛽−𝛿𝑉 (𝑥, 𝑡) и проин-

тегрируем по области Ω:∫︁ 1

0

∫︁ 𝑇

0
𝑡𝑎−𝑚𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿[𝑡𝑚𝑢𝑡𝑡 + 𝑎𝑡𝑚−1𝑢𝑡 + 𝑏𝑢]𝑉 𝑑𝑡𝑑𝑥 =

=

∫︁ 1

0

∫︁ 𝑇

0
𝑡𝑎−𝑚𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿[𝑥𝛾(1− 𝑥)𝛿𝑢𝑥𝑥 +
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+ 𝛼𝑥𝛾−1(1− 𝑥)𝛿𝑢𝑥 − 𝛽𝑥𝛾(1− 𝑥)𝛿−1𝑢𝑥]𝑉 𝑑𝑡𝑑𝑥.

Это равенство можно переписать в виде∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑑𝑥

∫︁ 𝜂

0
[(𝑡𝑎𝑢𝑡)𝑡 + 𝑏𝑡𝑎−𝑚𝑢]𝑉 𝑑𝑡 =

=

∫︁ 𝜂

0
𝑡𝑎−𝑚𝑑𝑡

∫︁ 1

0
[𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑢𝑥]𝑥𝑉 𝑑𝑥.

Применяя правило интегрирования по частям к внутренним интегралам
и учитывая равенства 𝑉 (𝑥, 𝜂) = 0, lim

𝑡→0
𝑡𝑎𝑢𝑡 = 0, 𝑝𝑉 (0, 𝑡) = 𝑞𝑉 (1, 𝑡),

𝑞 lim
𝑥→0

𝑥𝛼𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑝 lim
𝑥→1

(1− 𝑥)𝛽𝑢𝑥(𝑥, 𝑡), имеем

∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑑𝑥

∫︁ 𝜂

0
[𝑡𝑎𝑢𝑡𝑉𝑡 − 𝑏𝑡𝑎−𝑚𝑢𝑉 ]𝑑𝑡 =

=

∫︁ 𝜂

0
𝑡𝑎−𝑚𝑑𝑡

∫︁ 1

0
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑢𝑥𝑉𝑥𝑑𝑥. (5)

Из (4) следует, что 𝑉𝑡 = 𝑡−𝑎𝑢, 𝑢𝑥 = 𝑡𝑎𝑉𝑥𝑡, 0 < 𝑡 < 𝜂. Учитывая это, из (5)
получим равенство∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑑𝑥

∫︁ 𝜂

0
[𝑢𝑢𝑡 − 𝑏𝑡2𝑎−𝑚𝑉 𝑉𝑡]𝑑𝑡 =

=

∫︁ 𝜂

0
𝑡2𝑎−𝑚𝑑𝑡

∫︁ 1

0
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑉𝑥𝑡𝑉𝑥𝑑𝑥,

которое можно записать в виде∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑑𝑥

∫︁ 𝜂

0

[︁ 𝜕
𝜕𝑡
𝑢2 − 𝑏𝑡2𝑎−𝑚 𝜕

𝜕𝑡
𝑉 2

]︁
𝑑𝑡 =

=

∫︁ 1

0
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑑𝑥

∫︁ 𝜂

0
𝑡2𝑎−𝑚 𝜕

𝜕𝑡
𝑉 2
𝑥 𝑑𝑡.

Применяя правило интегрирования по частям, имеем∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿

{︂[︀
𝑢2 − 𝑏𝑡2𝑎−𝑚𝑉 2

]︀⃒⃒𝑡=𝜂

𝑡=0
+ 𝑏(2𝑎−𝑚)

∫︁ 𝜂

0
𝑡2𝑎−𝑚−1𝑉 2𝑑𝑡

}︂
𝑑𝑥 =

=

∫︁ 1

0
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽

[︂
𝑡2𝑎−𝑚𝑉 2

𝑥

⃒⃒𝑡=𝜂

𝑡=0
− (2𝑎−𝑚)

∫︁ 𝜂

0
𝑡2𝑎−𝑚−1𝑉 2

𝑥 𝑑𝑡

]︂
𝑑𝑥.

Отсюда, учитывая 𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑉 (𝑥, 𝜂) = 0, 𝑉𝑥(𝑥, 𝜂) = 0 и 2𝑎−𝑚 > 0, имеем∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑢2(𝑥, 𝜂)𝑑𝑥 =
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= −𝑏(2𝑎−𝑚)

∫︁ 𝜂

0
𝑡2𝑎−𝑚−1𝑑𝑡

∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑉 2𝑑𝑥−

− (2𝑎−𝑚)

∫︁ 𝜂

0
𝑡2𝑎−𝑚−1𝑑𝑡

∫︁ 1

0
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑉 2

𝑥 𝑑𝑥,

откуда в силу 2𝑎−𝑚 > 0, 𝑏 > 0 и 𝛼− 𝛾 > −1, 𝛽 − 𝛿 > −1 следует равенство∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑢2(𝑥, 𝜂)𝑑𝑥 = 0.

Следовательно, 𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑢(𝑥, 𝜂) ≡ 0 при 0 < 𝑥 < 1, т.е. 𝑢(𝑥, 𝜂) ≡ 0
при 0 6 𝑥 6 1 для каждого 𝜂. Так как 𝜂 ∈ (0, 𝑇 ]— произвольное число,
𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 0 в области Ω. Тогда 𝑢1(𝑥, 𝑡) = 𝑢2(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ Ω̄. Теорема 1 доказана.

�

3. Исследование спектральной задачи. Формальное применение ме-
тода Фурье к поставленной задаче 𝐴𝑝𝑞 приводит к следующей спектральной
задаче: найти значения параметра 𝜆, при которых существуют нетриви-
альные решения уравнения

𝑀𝑣 ≡ −
[︀
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′(𝑥)

]︀′
= 𝜆𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑣(𝑥), 0 < 𝑥 < 1, (6)

удовлетворяющие следующим условиям:

𝑣(𝑥), 𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1]; [𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′(𝑥)]′ ∈ 𝐿2(0, 1);
𝑝𝑣(0) = 𝑞𝑣(1), 𝑞 lim

𝑥→0
𝑥𝛼𝑣′(𝑥) = 𝑝 lim

𝑥→1
(1− 𝑥)𝛽𝑣′(𝑥).

}︃
(7)

Определим знак параметра 𝜆, при котором существуют нетривиальные
решения задачи (6), (7). Умножим обе части уравнения (6) на функцию 𝑣(𝑥)
и проинтегрируем по 𝑥 на сегменте [0, 1]. Затем, применяя правило интегри-
рования по частям к интегралу, стоящему в левой части, и учитывая усло-
вия (7), получим∫︁ 1

0
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽[𝑣′(𝑥)]2𝑑𝑥 = 𝜆

∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑣2(𝑥)𝑑𝑥.

Отсюда при 𝑣(𝑥) ̸≡ 0 следует 𝜆 > 0. Если 𝜆 = 0, то из последнего равенства
следует 𝑣′(𝑥) = 0, 0 < 𝑥 < 1. Тогда 𝑣(𝑥) = const, 𝑥 ∈ (0, 1), откуда в силу
условия 𝑝𝑣(0) = 𝑞𝑣(1) при 𝑝 ̸= 𝑞 получим 𝑣(𝑥) ≡ 0, 0 6 𝑥 6 1. Следовательно,
если 𝑝 ̸= 𝑞, то задача (6), (7) может иметь нетривиальные решения только
при 𝜆 > 0.

Предполагая 𝑝 ̸= 𝑞, спектральную задачу (6), (7) исследуем методом
функций Грина. Функция Грина 𝐺(𝑥, 𝑠) задачи должна обладать следую-
щими свойствами:
1∘) функция 𝐺(𝑥, 𝑠) непрерывна для всех 𝑥, 𝑠 ∈ [0, 1];
2∘) в каждом из интервалов (0, 𝑠) и (𝑠, 1) существует непрерывная произ-

водная (𝜕/𝜕𝑥)𝐺(𝑥, 𝑠), а при 𝑥 = 𝑠 имеет скачок [−𝑠−𝛼(1− 𝑠)−𝛽], т.е.

𝜕𝐺(𝑥, 𝑠)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=𝑠+0

− 𝜕𝐺(𝑥, 𝑠)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=𝑠−0

= −𝑠−𝛼(1− 𝑠)−𝛽; (8)
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3∘) в интервалах (0, 𝑠) и (𝑠, 1) функция 𝐺(𝑥, 𝑠), рассматриваемая как функ-
ция от 𝑥, удовлетворяет однородному уравнению 𝑀𝐺(𝑥, 𝑠) = 0;

4∘) при ∀𝑠 ∈ (0, 1) выполняются граничные условия

𝑝𝐺(0, 𝑠) = 𝑞𝐺(1, 𝑠), 𝑞 lim
𝑥→0

𝑥𝛼𝐺𝑥(𝑥, 𝑠) = 𝑝 lim
𝑥→1

(1− 𝑥)𝛽𝐺𝑥(𝑥, 𝑠). (9)

Функция 𝐺(𝑥, 𝑠), обладающая перечисленными выше свойствами, суще-
ствует, единственна и имеет вид

𝐺(𝑥, 𝑠) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑝

𝑝− 𝑞

∫︁ 𝑥

0

𝑑𝑧

𝑧𝛼(1− 𝑧)𝛽
+

𝑞

𝑝− 𝑞

∫︁ 𝑠

0

𝑑𝑧

𝑧𝛼(1− 𝑧)𝛽
+

𝑞2𝜎

(𝑝− 𝑞)2
, 𝑥 < 𝑠;

𝑝

𝑝− 𝑞

∫︁ 𝑠

0

𝑑𝑧

𝑧𝛼(1− 𝑧)𝛽
+

𝑞

𝑝− 𝑞

∫︁ 𝑥

0

𝑑𝑧

𝑧𝛼(1− 𝑧)𝛽
+

𝑞2𝜎

(𝑝− 𝑞)2
, 𝑠 < 𝑥,

(10)

где 𝜎 = Γ(2− 𝛼− 𝛽)/[Γ(1− 𝛼)Γ(1− 𝛽)], Γ(𝑧)— гамма-функция Эйлера [31].
Докажем, что функция (10) действительно удовлетворяет условиям 1∘–4∘.
В силу условия 𝛼, 𝛽 ∈ [0, 1) каждый из интегралов в (10) является непре-

рывной функцией своего верхнего предела. Поэтому функция 𝐺(𝑥, 𝑠) непре-
рывна в Ω1 = {(𝑥, 𝑠) : 0 6 𝑥 6 1, 0 6 𝑠 6 1} при 𝑥 ̸= 𝑠. Кроме этого, для
каждого фиксированного 𝑠 ∈ (0, 1) lim

𝑥→𝑠+0
𝐺(𝑥, 𝑠) = lim

𝑥→𝑠−0
𝐺(𝑥, 𝑠) = 𝐺(𝑠, 𝑠),

а функция

𝐺(𝑠, 𝑠) =
𝑝+ 𝑞

𝑝− 𝑞

∫︁ 𝑠

0

𝑑𝑧

𝑧𝛼(1− 𝑧)𝛽
+

𝑞2𝜎

(𝑝− 𝑞)2

непрерывна при 𝑠 ∈ [0, 1]. Следовательно, 𝐺(𝑥, 𝑠) ∈ 𝐶(Ω1).
Далее из (10) непосредственным дифференцированием находим

𝜕

𝜕𝑥
𝐺(𝑥, 𝑠) =

{︃
𝑝(𝑝− 𝑞)−1𝑥−𝛼(1− 𝑥)−𝛽, 𝑥 < 𝑠;

𝑞(𝑝− 𝑞)−1𝑥−𝛼(1− 𝑥)−𝛽, 𝑠 < 𝑥.
(11)

Отсюда легко следует справедливость равенства (8).
В силу равенства (11)

𝜕

𝜕𝑥

[︁
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽

𝜕

𝜕𝑥
𝐺(𝑥, 𝑠)

]︁
= 0

при 𝑥 ∈ (0, 𝑠) ∪ (𝑠, 1), т.е. функция 𝐺(𝑥, 𝑠) по 𝑥 удовлетворяет однородному
уравнению 𝑀𝐺 ≡ 0.

Из формул (10) и (11) с учетом∫︁ 1

0
𝑧−𝛼(1− 𝑧)−𝛽𝑑𝑧 = 𝜎

находим

𝐺(0, 𝑠) =
𝑞

𝑝− 𝑞

∫︁ 𝑠

0

𝑑𝑧

𝑧𝛼(1− 𝑧)𝛽
+

𝑞2𝜎

(𝑝− 𝑞)2
,

𝐺(1, 𝑠) =
𝑝

𝑝− 𝑞

∫︁ 𝑠

0

𝑑𝑧

𝑧𝛼(1− 𝑧)𝛽
+

𝑞𝜎

𝑝− 𝑞
+

𝑞2𝜎

(𝑝− 𝑞)2
,
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lim
𝑥→0

𝑥𝛼𝐺𝑥(𝑥, 𝑠) =
𝑝

𝑝− 𝑞
, lim

𝑥→1
(1− 𝑥)𝛽𝐺𝑥(𝑥, 𝑠) =

𝑞

𝑝− 𝑞
.

Из этих равенств легко следует справедливость условий (9).
Теперь, пользуясь свойствами функции 𝐺(𝑥, 𝑠) и методом, примененным

в [32], легко убедиться, что задача (6), (7) эквивалентна следующему инте-
гральному уравнению:

𝑣(𝑥) = 𝜆

∫︁ 1

0
𝐺(𝑥, 𝑠)𝑠𝛼−𝛾(1− 𝑠)𝛽−𝛿𝑣(𝑠)𝑑𝑠. (12)

Умножая уравнение (12) на функцию 𝑥(𝛼−𝛾)/2(1 − 𝑥)(𝛽−𝛿)/2 и вводя обо-
значение 𝑤(𝑥) = 𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑣(𝑥), получим интегральное уравнение
с симметричным ядром 𝐾(𝑥, 𝑠) = (𝑥𝑠)(𝛼−𝛾)/2[(1− 𝑥)(1− 𝑠)](𝛽−𝛿)/2𝐺(𝑥, 𝑠):

𝑤(𝑥) = 𝜆

∫︁ 1

0
𝐾(𝑥, 𝑠)𝑤(𝑠)𝑑𝑠. (13)

Нетрудно убедиться, что при 𝛾 < 1+𝛼, 𝛿 < 𝛽+1, справедливо неравенство∫︁ 1

0
𝐾2(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠 = 𝐴(𝑥) 6 𝐶0 = const < +∞. (14)

Тогда согласно теории интегральных уравнений уравнение (13) имеет счет-
ное число собственных значений:

0 < 𝜆1 < 𝜆2 < 𝜆3 < · · · < 𝜆𝑘, . . . , (15)

𝜆𝑘 → +∞ при 𝑘 → +∞, а соответствующие им собственные функции

𝑤1(𝑥), 𝑤2(𝑥), 𝑤3(𝑥), . . . , 𝑤𝑘(𝑥), . . . ,

то есть функции

𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑣1(𝑥), . . . , 𝑥
(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑣𝑘(𝑥), . . . (16)

образуют ортонормированную систему в пространстве 𝐿2(0, 1) и любая функ-
ция 𝑔(𝑥), представимая через ядро 𝐾(𝑥, 𝑠), т.е. функция вида

𝑔(𝑥) =

∫︁ 1

0
𝐾(𝑥, 𝜉)ℎ(𝜉)𝑑𝜉,

где ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(0, 1), разлагается в ряд Фурье

𝑔(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑤𝑘(𝑥),

где

𝑐𝑘 =

∫︁ 1

0
𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑔(𝑥)𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥,
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который на интервале [0, 1] сходится в среднем [33].
В силу эквивалентности задачи (6), (7) и интегрального уравнения (12)

из доказанного выше следует, что числа (15) являются собственными значе-
ниями, а функции

𝑣1(𝑥), 𝑣2(𝑥), . . . , 𝑣𝑘(𝑥), . . .

— собственными функциями задачи (6), (7).
Лемма 1. Пусть 𝛼 6 𝛾 < 1 + 𝛼, 𝛽 6 𝛿 < 1 + 𝛽 и функция 𝑔(𝑥) удов-

летворяет условиям

𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑔(𝑥), 𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑔′(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1],

𝑥(𝛾−𝛼)/2(1− 𝑥)(𝛿−𝛽)/2𝑀𝑔(𝑥) ∈ 𝐿2(0, 1);

𝑝𝑔(0) = 𝑞𝑔(1), 𝑞 lim
𝑥→0

𝑥𝛼𝑔′(𝑥) = 𝑝 lim
𝑥→1

(1− 𝑥)𝛽𝑔′(𝑥).

Тогда ее можно разложить на отрезке [0, 1] в абсолютно и равномерно схо-
дящийся ряд по системе собственных функций {𝑣𝑘(𝑥)}∞𝑘=1.

До к а з ат е л ь ств о. Прежде всего отметим, что в силу условий 𝛾 <
< 1+𝛼, 𝛿 < 1+𝛽 справедливо неравенство (14). Далее, учитывая вид функций
𝐾(𝑥, 𝑠), 𝑀𝑔(𝑥) и свойства функций 𝐺(𝑥, 𝑠) и 𝑔(𝑥), имеем∫︁ 1

0
𝐾(𝑥, 𝑠)𝑠(𝛾−𝛼)/2(1− 𝑠)(𝛿−𝛽)/2𝑀𝑔(𝑠)𝑑𝑠 =

=

∫︁ 1

0
(𝑥𝑠)(𝛼−𝛾)/2

[︀
(1− 𝑥)(1− 𝑠)

]︀(𝛽−𝛿)/2
𝐺(𝑥, 𝑠)×

×
{︀
𝑠(𝛾−𝛼)/2(1− 𝑠)(𝛿−𝛽)/2

[︀
−𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽𝑔′(𝑠)

]︀′}︀
𝑑𝑠 =

= 𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2

∫︁ 1

0
𝐺(𝑥, 𝑠)

[︀
−𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽𝑔′(𝑠)

]︀′
𝑑𝑠 =

= 𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2
[︁
−𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽𝑔′(𝑠)𝐺(𝑥, 𝑠)

⃒⃒⃒𝑠=1

𝑠=0
+

+ 𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽𝑔(𝑠)𝐺𝑠(𝑥, 𝑠)
⃒⃒⃒𝑠=𝑥−0

𝑠=0
+ 𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽𝑔(𝑠)𝐺𝑠(𝑥, 𝑠)

⃒⃒⃒𝑠=1

𝑠=𝑥+0

]︁
−

−
(︂∫︁ 𝑥

0
+

∫︁ 1

𝑥

)︂
𝑔(𝑠)

[︀
𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽𝐺𝑠(𝑥, 𝑠)

]︀
𝑠
𝑑𝑠 =

= 𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑔(𝑥).

Справедливо равенство

𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑔(𝑥) =

∫︁ 1

0
𝐾(𝑥, 𝑠)𝑠(𝛾−𝛼)/2(1− 𝑠)(𝛿−𝛽)/2𝑀𝑔(𝑠)𝑑𝑠. (17)

Так как 𝑥(𝛾−𝛼)/2(1− 𝑥)(𝛿−𝛽)/2𝑀𝑔(𝑥) ∈ 𝐿2(0, 1), из (17) следует, что

𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑔(𝑥)
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— функция, представимая через ядро 𝐾(𝑥, 𝑠). Тогда в силу неравенства (14)
и теоремы Гильберта—Шмидта [33] эта функция на отрезке [0, 1] разлагается
в равномерно сходящийся ряд Фурье по системе функций {𝑤𝑘(𝑥)}∞𝑘=1:

𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑔(𝑥) =

+∞∑︁
𝑘=1

𝑔𝑘𝑤𝑘(𝑥),

т.е

𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑔(𝑥) =
+∞∑︁
𝑘=1

𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑔𝑘𝑣𝑘(𝑥).

Учитывая 𝛼− 𝛾 < 0 и 𝛽− 𝛿 < 0 и разделяя это равенство при 𝑥(1−𝑥) > 0 на
𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2, имеем нужное разложение. Лемма 1 доказана. �

4. Вспомогательные леммы. В этом пункте предположим, что 𝛼 < 𝛾 <
< 1+𝛼, 𝛽 < 𝛿 < 1+𝛽, 𝑝 ̸= 𝑞, сформулируем и докажем некоторые леммы, ко-
торые используются при доказательстве существования решения задачи 𝐴𝑝𝑞.
Здесь под 𝜆𝑘 и 𝑣(𝑥), 𝑘 ∈ N, понимаются собственные значения и собственные
функции задачи (6), (7), а под 𝑔𝑘 — коэффициенты Фурье заданной функции
𝑔(𝑥) по системе (16):

𝑔𝑘 =

∫︁ 1

0
𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑔(𝑥)𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥, 𝑘 ∈ N.

Лемма 2. Следующие ряды сходятся равномерно на сегменте [0, 1]:

+∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘
,

+∞∑︁
𝑘=1

[𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′𝑘(𝑥)]
2

𝜆2𝑘
. (18)

До к а з ат е л ь ств о. В силу (6) и (12) справедливы равенства

𝑣𝑘(𝑥) = 𝜆𝑘

∫︁ 1

0
𝐺(𝑥, 𝑠)𝑠𝛼−𝛾(1− 𝑠)𝛽−𝛿𝑣𝑘(𝑠)𝑑𝑠 =

= −
∫︁ 1

0
𝐺(𝑥, 𝑠)

[︀
𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽𝑣′𝑘(𝑠)

]︀′
𝑑𝑠.

Отсюда, применяя правило интегрирования по частям, а затем принимая во
внимание условия 𝑞 lim

𝑠→0
𝑠𝛼𝑣′𝑘(𝑠) = 𝑝 lim

𝑠→1
(1− 𝑠)𝛽𝑣′𝑘(𝑠), 𝑝𝐺(𝑥, 0) = 𝑞𝐺(𝑥, 1) и (7),

получим

𝑣𝑘(𝑥) =

∫︁ 1

0
𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽𝐺𝑠(𝑥, 𝑠)𝑣

′
𝑘(𝑠)𝑑𝑠.

Следовательно, справедливо равенство

𝑣𝑘(𝑥)√
𝜆𝑘

=

∫︁ 1

0

{︀
𝑠𝛼/2(1− 𝑠)𝛽/2𝐺𝑠(𝑥, 𝑠)

}︀{︁𝑠𝛼/2(1− 𝑠)𝛽/2𝑣′𝑘(𝑠)√
𝜆𝑘

}︁
𝑑𝑠. (19)
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Далее с помощью правила интегрирования по частям и равенств (6), (7)
находим∫︁ 1

0

𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽𝑣′𝑘(𝑠)𝑣
′
𝑙(𝑠)√

𝜆𝑘𝜆𝑙
𝑑𝑠 = 𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽𝑣′𝑘(𝑠)𝑣𝑙(𝑠)

⃒⃒⃒𝑠=1

𝑠=0
−

−
∫︁ 1

0

[︀
𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽𝑣′𝑘(𝑠)

]︀′
𝑣𝑙(𝑠)√

𝜆𝑘𝜆𝑙
𝑑𝑠 =

√︃
𝜆𝑘
𝜆𝑙

∫︁ 1

0
𝑠𝛼−𝛾(1− 𝑠)𝛽−𝛿𝑣𝑘(𝑠)𝑣𝑙(𝑠)𝑑𝑠 =

=

√︃
𝜆𝑘
𝜆𝑙

∫︁ 1

0
𝑤𝑘(𝑠)𝑤𝑙(𝑠)𝑑𝑠 =

{︃
1, 𝑘 = 𝑙,

0, 𝑘 ̸= 𝑙.
(20)

Следовательно,
{︀
𝑠𝛼/2(1− 𝑠)𝛽/2𝑣′𝑘(𝑠)/

√
𝜆𝑘

}︀+∞
𝑘=1

— ортонормальная система.
Из (19) и (20) следует, что 𝑣𝑘(𝑥)/

√
𝜆𝑘 — коэффициенты Фурье функции

𝑠𝛼/2(1 − 𝑠)𝛽/2𝐺𝑠(𝑥, 𝑠) по системе
{︀
𝑠𝛼/2(1 − 𝑠)𝛽/2𝑣′𝑘(𝑠)/

√
𝜆𝑘

}︀+∞
𝑘=1

. Поэтому, со-
гласно неравенству Бесселя [33], имеем

∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘
6

∫︁ 1

0
𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽[𝐺𝑠(𝑥, 𝑠)]

2𝑑𝑠. (21)

Принимая во внимание равенство (8), имеем∫︁ 1

0
𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽[𝐺𝑠(𝑥, 𝑠)]

2𝑑𝑠 =
𝑝2

(𝑝− 𝑞)2

∫︁ 𝑥

0
𝑠−𝛼(1− 𝑠)−𝛽𝑑𝑠+

+
𝑞2

(𝑝− 𝑞)2

∫︁ 1

𝑥
𝑠−𝛼(1− 𝑠)−𝛽𝑑𝑠 6

𝐶1

(𝑝− 𝑞)2

∫︁ 1

0
𝑠−𝛼(1− 𝑠)−𝛽𝑑𝑠 =

=
𝐶1Γ(1− 𝛼)Γ(1− 𝛽)

(𝑝− 𝑞)2Γ(2− 𝛼− 𝛽)
, 𝐶1 = max{𝑝2, 𝑞2}. (22)

Отсюда и из (21) следует, что первый ряд в (18) сходится равномерно.
Теперь, согласно уравнению (12), имеет место равенство

𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′𝑘(𝑥)

𝜆𝑘
=

∫︁ 1

0
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝐺𝑥(𝑥, 𝑠)𝑠

𝛼−𝛾(1− 𝑠)𝛽−𝛿𝑣𝑘(𝑠)𝑑𝑠.

Так как
{︀
𝑠(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑠)(𝛽−𝛿)/2𝑣𝑘(𝑠)

}︀+∞
𝑘=1

— ортонормальная система, функции
𝑥𝛼(1−𝑥)𝛽𝑣′𝑘(𝑥)/𝜆𝑘 можно считать коэффициентами Фурье по аргументу 𝑠 для
функции 𝑥𝛼(1−𝑥)𝛽𝑠(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑠)(𝛽−𝛿)/2𝐺𝑥(𝑥, 𝑠). Тогда, согласно неравенству
Бесселя, имеем

+∞∑︁
𝑘=1

[𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′𝑘(𝑥)]
2

𝜆2𝑘
6

∫︁ 1

0
𝑥2𝛼(1− 𝑥)2𝛽𝑠𝛼−𝛾(1− 𝑠)𝛽−𝛿[𝐺𝑥(𝑥, 𝑠)]

2𝑑𝑠. (23)

На основании формулы (8), имеем
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0
𝑥2𝛼(1− 𝑥)2𝛽𝑠𝛼−𝛿(1− 𝑠)𝛽−𝛾 [𝐺′

𝑥(𝑥, 𝑠)]
2𝑑𝑠 6

6
𝐶1Γ(𝛼− 𝛿 + 1)Γ(𝛽 − 𝛾 + 1)

(𝑝− 𝑞)2Γ(𝛼+ 𝛽 − 𝛿 − 𝛾 + 2)
. (24)

Если учесть (24), то из (23) следует, что второй ряд в (18) сходится рав-
номерно. Лемма 2 доказана. �

Лемма 3. Если выполнены условия

𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑔(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1],

𝑥𝛼/2(1− 𝑥)𝛽/2𝑔′(𝑥) ∈ 𝐿2(0, 1); 𝑝𝑔(0) = 𝑞𝑔(1),

то справедливо неравенство

+∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝑔
2
𝑘 6

∫︁ 1

0
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽[𝑔′(𝑥)]2𝑑𝑥, (25)

в частности, ряд в левой части сходится.
До к а з ат е л ь ств о. В силу уравнения (6) справедливо равенство

𝜆
1/2
𝑘 𝑔𝑘 = 𝜆

1/2
𝑘

∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑔(𝑥)𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

= −𝜆−1/2
𝑘

∫︁ 1

0
𝑔(𝑥)

[︀
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′𝑘(𝑥)

]︀′
𝑑𝑥.

Из этого равенства, применяя правило интегрирования по частям и учи-
тывая свойства функций 𝑔(𝑥) и 𝑣𝑘(𝑥), получим

𝜆
1/2
𝑘 𝑔𝑘 =

∫︁ 1

0

{︀
𝑥𝛼/2(1− 𝑥)𝛽/2𝑔′(𝑥)

}︀{︀
𝜆
−1/2
𝑘 𝑥𝛼/2(1− 𝑥)𝛽/2𝑣′𝑘(𝑥)

}︀
𝑑𝑥.

Отсюда следует, что числа 𝜆1/2𝑘 𝑔𝑘 — коэффициенты Фурье функции

𝑥𝛼/2(1− 𝑥)𝛽/2𝑔′(𝑥)

по ортонормированной системе функций
{︀
𝑥𝛼/2(1 − 𝑥)𝛽/2𝑣′(𝑥)/

√
𝜆𝑘

}︀+∞
𝑘=1

. То-
гда, согласно неравенству Бесселя, справедливо неравенство (25). Лемма 3
доказана. �

Аналогично лемме 3 доказываются следующие леммы.
Лемма 4. Если выполнены условия

𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑔(𝑥), 𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑔′(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1],

𝑥(𝛾−𝛼)/2(1− 𝑥)(𝛿−𝛽)/2𝑀𝑔(𝑥) ∈ 𝐿2(0, 1);
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𝑝𝑔(0) = 𝑞𝑔(1), 𝑞 lim
𝑥→0

𝑥𝛼𝑔′(𝑥) = 𝑝 lim
𝑥→1

(1− 𝑥)𝛽𝑔′(𝑥),

то справедливо неравенство

+∞∑︁
𝑘=1

𝜆2𝑘𝑔
2
𝑘 6

∫︁ 1

0
𝑥𝛾−𝛼(1− 𝑥)𝛿−𝛽[𝑀𝑔(𝑥)]2𝑑𝑥,

в частности, ряд в левой части сходится.
Лемма 5. Если выполнены условия

𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑔(𝑥), 𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑔′(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1],

𝑥𝛾−𝛼(1− 𝑥)𝛿−𝛽𝑀𝑔(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1],

𝑥𝛼/2(1− 𝑥)𝛽/2
{︀
𝑥𝛾−𝛼(1− 𝑥)𝛿−𝛽𝑀𝑔(𝑥)

}︀′ ∈ 𝐿2(0, 1);

𝑝𝑔(0) = 𝑞𝑔(1), 𝑞 lim
𝑥→0

𝑥𝛼𝑔′(𝑥) = 𝑝 lim
𝑥→1

(1− 𝑥)𝛽𝑔′(𝑥),

𝑝 lim
𝑥→0

𝑥𝛾−𝛼𝑀𝑔(𝑥) = 𝑞 lim
𝑥→1

(1− 𝑥)𝛿−𝛽𝑀𝑔(𝑥),

то справедливо неравенство

+∞∑︁
𝑘=1

𝜆3𝑘𝑔
2
𝑘 6

∫︁ 1

0
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽

{︀
[𝑥𝛾−𝛼(1− 𝑥)𝛿−𝛽𝑀𝑔(𝑥)]′

}︀2
𝑑𝑥,

в частности, ряд в левой части сходится.

5. Существование и устойчивость решения 𝐴𝑝𝑞. Введем следующие
обозначения:

𝐽𝜔(𝑥) = Γ(𝜔 + 1)(𝑥/2)−𝜔𝐽𝜔(𝑥), 𝑝 =
1− 𝑎

2−𝑚
,

𝑟𝑘(𝑡) =
2

2−𝑚

√︀
𝑏+ 𝜆𝑘𝑡

(2−𝑚)/2,

𝜙𝑗𝑘 =

∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝜙𝑗(𝑥)𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥, 𝑗 = 1, 2,

где 𝐽𝜔(𝑥)— функция Бесселя первого рода [34], а 𝑣𝑘(𝑥), 𝑘 ∈ N— собственные
функции задачи (6), (7).

Теорема 2.Пусть 0 < 𝑚 < 2, 𝑚/2 < 𝑎 < 1, 𝛼 6 𝛾 < 1 + 𝛼, 𝛽 6 𝛿 <
< 1 + 𝛽, 𝑝 ̸= 𝑞 и функции 𝜙1(𝑥), 𝜙2(𝑥) удовлетворяют условиям леммы 3.
Тогда сумма ряда

𝑢(𝑥, 𝑡) =

+∞∑︁
𝑘=1

{︀
𝜙1𝑘𝐽−𝑝[𝑟𝑘(𝑡)] + 𝜙2𝑘(1− 𝑎)−1𝑡1−𝑎𝐽𝑝[𝑟𝑘(𝑡)]

}︀
𝑣𝑘(𝑥) (26)

определяет решение задачи 𝐴𝑝𝑞.
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До к а з ат е л ь ств о. Решение задачи 𝐴𝑝𝑞 формально ищем в виде

𝑢(𝑥, 𝑡) =

+∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑡)𝑣𝑘(𝑥), (27)

где 𝑢𝑘(𝑡)— неизвестные функции, 𝑘 ∈ N.
Подставив (27) в уравнение (1) и условие (2), после некоторых преобразо-

ваний относительно неизвестных функций 𝑢𝑘(𝑡) получим следующую задачу:

𝑡𝑚𝑢′′𝑘(𝑡) + 𝑎𝑡𝑚−1𝑢′𝑘(𝑡) + (𝑏+ 𝜆𝑘)𝑢𝑘(𝑡) = 0, 0 < 𝑡 < 𝑇, (28)

𝑢𝑘(0) = 𝜙1𝑘, lim
𝑡→+0

𝑡𝑎𝑢′𝑘(𝑡) = 𝜙2𝑘. (29)

В силу 0 < 𝑚 < 2, 𝑚/2 < 𝑎 < 1 решение задачи (28), (29) существует,
единственно и имеет вид

𝑢𝑘(𝑡) = 𝜙1𝑘𝐽−𝑝[𝑟𝑘(𝑡)] + 𝜙2𝑘(1− 𝑎)−1𝑡1−𝑎𝐽𝑝[𝑟𝑘(𝑡)], (30)

причем здесь 0 < 𝑝 < 1/2. Подставляя (30) в (27), получим формальное
решение задачи 𝐴𝑝𝑞 в виде (26).

Теперь для доказательства теоремы достаточно доказать, что ряд (26)
и ряды, соответствующие функциям 𝑥𝛼(1 − 𝑥)𝛽𝑢𝑥(𝑥, 𝑡), 𝑡𝑎𝑢𝑡(𝑥, 𝑡), сходятся
равномерно в Ω, а ряды, соответствующие функциям 𝑡𝑚−𝑎[𝑡𝑎𝑢𝑡(𝑥, 𝑡)]𝑡,
𝑥𝛼−𝛿(1− 𝑥)𝛽−𝛾 [𝑥𝛼(1 − 𝑥)𝛽𝑢𝑥(𝑥, 𝑡)]𝑥, сходятся равномерно на любом компак-
те 𝐷 ⊂ Ω.

Сначала рассмотрим ряд (26). Так как |𝐽𝜈(𝑥)| 6 1 при любых 𝜈 > −1/2,
справедливы неравенства

|𝑢(𝑥, 𝑡)| =
⃒⃒⃒⃒+∞∑︁
𝑘=1

{︀
𝜙1𝑘𝐽−𝑝[𝑟𝑘(𝑡)] + 𝜙2𝑘(1− 𝑎)−1𝑡1−𝑎𝐽𝑝[𝑟𝑘(𝑡)]

}︀
𝑣𝑘(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
6

6
+∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒
𝜙1𝑘𝐽−𝑝[𝑟𝑘(𝑡)] + 𝜙2𝑘(1− 𝑎)−1𝑡1−𝑎𝐽𝑝[𝑟𝑘(𝑡)]

⃒⃒⃒
|𝑣𝑘(𝑥)| 6

6
+∞∑︁
𝑘=1

(︀
|𝜙1𝑘|+ 𝐶2|𝜙2𝑘|

)︀
|𝑣𝑘(𝑥)|, 𝐶2 =

𝑡1−𝑎

1− 𝑎
. (31)

Отсюда на основании неравенства Коши—Буняковского имеем

+∞∑︁
𝑘=1

|𝜙𝑗𝑘| |𝑣𝑘(𝑥)| =
+∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒√︀
𝜆𝑘𝜙𝑗𝑘

⃒⃒⃒⃒⃒𝑣𝑘(𝑥)√
𝜆𝑘

⃒⃒⃒
6

[︂+∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜙
2
𝑗𝑘

+∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

]︂1/2
, 𝑗 = 1, 2.

Ряды, стоящие в правой части, в силу лемм 2 и 3 сходятся равномерно
по 𝑥 на [0, 1]. Следовательно, ряд, стоящий в левой части, сходится равно-
мерно по 𝑥 на [0, 1]. Тогда из (31) следует, что ряд (26) сходится абсолютно
и равномерно в Ω.
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Далее,

|𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑢𝑥(𝑥, 𝑡)| 6

6
+∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝜙1𝑘𝐽−𝑝[𝑟𝑘(𝑡)] + 𝜙2𝑘(1− 𝑎)−1𝑡1−𝑎𝐽𝑝[𝑟𝑘(𝑡)]

⃒⃒ ⃒⃒
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′𝑘(𝑥)

⃒⃒
6

6
+∞∑︁
𝑘=1

(︀
|𝜙1𝑘|+ 𝐶2|𝜙2𝑘|

)︀ ⃒⃒
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′𝑘(𝑥)

⃒⃒
. (32)

Очевидно, что

+∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝜙𝑗𝑘𝑥

𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′𝑘(𝑥)
⃒⃒
=

+∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝜆𝑘𝜙𝑗𝑘

⃒⃒⃒⃒⃒𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

⃒⃒⃒
6

6

[︂+∞∑︁
𝑘=1

𝜆2𝑘𝜙
2
𝑗𝑘

+∞∑︁
𝑘=1

[𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′𝑘(𝑥)]
2

𝜆2𝑘

]︂1/2
, 𝑗 = 1, 2.

Здесь ряды, стоящие в правой части, в силу лемм 2 и 4 сходятся равномерно
по 𝑥 на [0, 1]. Тогда и ряд, стоящий в левой части, сходится равномерно по 𝑥
на [0, 1]. Следовательно, ряд (32) сходится абсолютно и равномерно в Ω.

Теперь рассмотрим ряд⃒⃒
𝑥𝛿−𝛼(1− 𝑥)𝛾−𝛽[𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑢𝑥(𝑥, 𝑡)]𝑥

⃒⃒
6

6
+∞∑︁
𝑘=1

(︀
|𝜙1𝑘|+ 𝐶2|𝜙2𝑘|

)︀⃒⃒
𝑥𝛿−𝛼(1− 𝑥)𝛾−𝛽[𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′𝑘(𝑥)]

′⃒⃒.
В силу уравнения (6) при 0 < 𝑥 < 1 справедливо неравенство⃒⃒
𝑥𝛿−𝛼(1− 𝑥)𝛾−𝛽[𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑢𝑥(𝑥, 𝑡)]𝑥

⃒⃒
6

+∞∑︁
𝑘=1

(︀
|𝜙1𝑘|+ 𝐶1|𝜙2𝑘|

)︀
|𝜆𝑘𝑣𝑘(𝑥)|. (33)

Очевидно, что
+∞∑︁
𝑘=1

|𝜆𝑘𝜙𝑗𝑘𝑣𝑘(𝑥)| =
+∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝜆
3/2
𝑘 𝜙𝑗𝑘

⃒⃒⃒⃒⃒𝑣𝑘(𝑥)√
𝜆𝑘

⃒⃒⃒
6

[︂+∞∑︁
𝑘=1

𝜆3𝑘𝜙
2
𝑗𝑘

+∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

]︂1/2
, 𝑗 = 1, 2.

Здесь ряды, стоящие в правой части, в силу лемм 2 и 5 сходятся равномерно
по 𝑥 на [0, 1]. Тогда равномерно по 𝑥 на [0, 1] сходится и ряд, стоящий в левой
части. Следовательно, ряд (33) сходится абсолютно и равномерно на любом
компакте 𝐷 ⊂ Ω.

Аналогично доказывается сходимость рядов 𝑡𝑎𝑢𝑡(𝑥, 𝑡), 𝑡𝑚−𝑎[𝑡𝑎𝑢𝑡(𝑥, 𝑡)]𝑡. Тео-
рема 2 доказана. �

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда для решения за-
дачи 𝐴𝑝𝑞 справедливы следующие оценки:

‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖𝐿2,𝜌(0,1) 6 𝐶3

[︀
‖𝜙1(𝑥)‖𝐿2,𝜌(0,1) + ‖𝜙2(𝑥)‖𝐿2,𝜌(0,1)

]︀
, (34)

‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖𝐶(Ω) 6 𝐶4

[︀
‖𝜙′

1(𝑥)‖𝐿2,𝑟(0,1) + ‖𝜙′
2(𝑥)‖𝐿2,𝑟(0,1)

]︀
, (35)
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где

‖𝑓(𝑥)‖𝐿2,𝜌(0,1) =

[︂∫︁ 1

0
𝜌(𝑥)𝑓2(𝑥)𝑑𝑥

]︂1/2
, 𝜌(𝑥) = 𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿,

‖𝑓 ′(𝑥)‖𝐿2,𝑟(0,1) =

[︂∫︁ 1

0
𝑟(𝑥)[𝑓 ′(𝑥)]2𝑑𝑥

]︂1/2
, 𝑟(𝑥) = 𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽,

‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖𝐶(Ω) = sup
Ω

|𝑢(𝑥, 𝑡)|; 𝐶3, 𝐶4 — некоторые положительные числа.

До к а з ат е л ь ств о. Так как
{︀
𝑥(𝛼−𝛾)/2(1−𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑣𝑘(𝑥)

}︀+∞
𝑘=1

— ортонор-
мальная система, из (26), учитывая |𝐽𝜈(𝑥)| 6 1 при любом 𝜈 > −1/2, получим
следующее неравенство:

‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖2𝐿2,𝜌(0,1)
=

∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑢2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 =

=

∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿

+∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑡)𝑣𝑘(𝑥)
+∞∑︁
𝑙=1

𝑢𝑙(𝑡)𝑣𝑙(𝑥)𝑑𝑥 =

=

+∞∑︁
𝑘,𝑙=1

𝑢𝑘(𝑡)𝑢𝑙(𝑡)

∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑣𝑘(𝑥)𝑣𝑙(𝑥)𝑑𝑥 =

=
+∞∑︁
𝑘=1

𝑢2𝑘(𝑡)

∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑣2𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

+∞∑︁
𝑘=1

𝑢2𝑘(𝑡) 6

6 𝐶3

+∞∑︁
𝑘=1

(︀
|𝜙1𝑘|2 + |𝜙2𝑘|2

)︀
6 𝐶3

(︀
‖𝜙1(𝑥)‖2𝐿2,𝜌(0,1)

+ ‖𝜙2(𝑥)‖2𝐿2,𝜌(0,1)

)︀
,

где 𝐶3 = sup{1, 𝑡1−𝑎/(1−𝑎)}. Отсюда, используя неравенство
√
𝑑2 + 𝑙2 6 𝑑+ 𝑙,

которое верно при 𝑑 > 0, 𝑙 > 0, получим неравенство (34).
В силу неравенств (32), (22) и (25) справедливы неравенства

|𝑢(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶3

+∞∑︁
𝑘=1

(︀
|𝜙1𝑘|+ |𝜙2𝑘|

)︀
|𝑣𝑘(𝑥)| =

= 𝐶3

+∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒√︀
𝜆𝑘𝜙1𝑘

⃒⃒⃒⃒⃒𝑣𝑘(𝑥)√
𝜆𝑘

⃒⃒⃒
+ 𝐶3

+∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒√︀
𝜆𝑘𝜙2𝑘

⃒⃒⃒⃒⃒𝑣𝑘(𝑥)√
𝜆𝑘

⃒⃒⃒
6

6 𝐶3

[︂+∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜙
2
1𝑘

+∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

]︂1/2
+ 𝐶3

[︂+∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜙
2
2𝑘

+∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

]︂1/2
6

6 𝐶3

[︂
𝐶1Γ(1− 𝛼)Γ(1− 𝛽)

(𝑝− 𝑞)2Γ(2− 𝛼− 𝛽)

∫︁ 1

0
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽[𝜙′

1(𝑥)]
2𝑑𝑥

]︂1/2
+

+ 𝐶3

[︂
𝐶1Γ(1− 𝛼)Γ(1− 𝛽)

(𝑝− 𝑞)2Γ(2− 𝛼− 𝛽)

∫︁ 1

0
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽[𝜙′

2(𝑥)]
2𝑑𝑥

]︂1/2
=

= 𝐶4‖𝜙′
1(𝑥)‖𝐿2,𝑟(0,1) + 𝐶4‖𝜙′

2(𝑥)‖𝐿2,𝑟(0,1).

Отсюда следует неравенство (35). Теорема 3 доказана. �
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Замечание. Задача 𝐴𝑝𝑞 корректно поставлена и в том случае, когда 𝛼 =
= 𝛽 = 𝑎 = 𝑚 = 0, но при 𝛼, 𝛽 > 1 она некорректна. В последнем случае
для уравнения (1) области Ω можно сформулировать и исследовать задачи с
другими краевыми условиями.

6. Заключение. В прямоугольной области рассмотрена начально-гра-
ничная задача для гиперболического уравнения второго рода с тремя линия-
ми вырождения. Методом разделения переменных найдено решение задачи в
виде ряда, который сходится абсолютно и равномерно в замыкании области
рассмотрения уравнения. Доказаны единственность решения задачи и непре-
рывная зависимость его от заданных функций.
Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
ботке концепции статьи и в написании рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи была одобрена всеми авторами.
Финансирование. Исследование выполнялось без финансирования.
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Abstract

In present paper, a hyperbolic partial differential equation of the second
kind degenerates on the sides and on the base of the rectangle has been
considered. For the considered equation, an initial-boundary problem with
non-local boundary conditions has been formulated. The uniqueness, exis-
tence, and stability of the solution to the stated problem were investigated.
The uniqueness of the solution to the problem was proved by the method
of energy integrals. The existence of obtained solution was investigated by
the Fourier method based on the separation of variables. To do this first,
a spectral problem for an ordinary differential equation was investigated,
which arises from the formulated problem in virtue of the separation of
variables. It was proved that this spectral problem can have only positive
eigenvalues. Then, Green’s function of the spectral problem has been con-
structed, and equivalently reduced to an integral Fredholm equation of the
second kind with a symmetric kernel. Hence, on the basis of the theory of
integral equations, it has been concluded that there is a countable number
of eigenvalues and eigenfunctions of the spectral problem. Using the proper-
ties of constructed Green’s function of the spectral problem, some lemmas,
using to prove the existence of a solution to the problem on the uniform
convergence of some bilinear series, were proved. Lemmas on the order of
the Fourier coefficients of a given function have also been proved. The solu-
tion of the considered problem is derived as the sum of a Fourier series with
respect to the system of eigenfunctions of the spectral problem. The uniform
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convergence of this series and the series obtained from it by term-by-term
differentiation is proved using the lemmas mentioned above. At the end of
the paper, two estimates are obtained for the solution to the problem, one
of which is in the space of square summable functions with weight, and the
other is in the space of continuous functions. These inequalities imply the
stability of the solution in the corresponding spaces.

Keywords: equation of hyperbolic type, degenerate equation of the second
kind, initial-boundary value problem, spectral problem, Green’s function,
integral equation, Fourier series, method of separation of variables, method
of energy integrals, uniqueness, existence and stability of the solution.
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