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Аннотация

Изучены краевые задачи для одномерного интегро-дифференциаль-
ного уравнения соболевского типа с граничными условиями первого
и третьего родов с двумя операторами дробного дифференцирования
𝛼 и 𝛽 разных порядков. Построены разностные схемы порядка аппрок-
симации 𝑂(ℎ2 + 𝜏2) при 𝛼 = 𝛽 и 𝑂(ℎ2 + 𝜏2−max{𝛼,𝛽}) при 𝛼 ̸= 𝛽. С по-
мощью метода энергетических неравенств получены априорные оценки
в дифференциальной и разностной трактовках, откуда следуют суще-
ствование, единственность, устойчивость, а также сходимость решения
разностной задачи к решению исходной дифференциальной задачи со
скоростью, равной порядку аппроксимации разностной схемы. Прове-
дены численные эксперименты, иллюстрирующие полученные в работе
результаты.
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Введение. Среди неклассических уравнений математической физики [1]
обширную область составляют псевдопараболические уравнения [2]

𝐿𝑢𝑡 =𝑀𝑢.

Уравнения такого вида известны еще как вырожденные уравнения [3], урав-
нения соболевского типа [4], уравнения, не разрешенные относительно стар-
шей производной [5] и даже уравнения не типа Коши—Ковалевской [6, 7].
Систематическое исследование уравнений такого рода началось с середины
прошлого века в работах С. Л. Соболева. Термин «уравнения соболевского
типа» ввел в обиход Р. Е. Шоуолтер (R. E. Showalter) [8, 9]. В работе [10]
рассматривается линейное уравнение более общего вида

(𝜆−Δ)𝑢𝑡 = 𝛼Δ𝑢,

моделирующее динамику давления жидкости, фильтрующейся в трещинова-
то-пористой среде, которое является моделью процесса влагопереноса в поч-
ве [11–13] и процесса теплопроводности в среде с двумя температурами [14].

При решении многих задач физики, механики, биологии часто встреча-
ются среды и системы, которые хорошо интерпретируются как фракталы,
примерами последних могут служить сильно пористые среды, к каковым,
например, можно отнести почвогрунт. Решение различных задач для таких
сред приводит к краевым задачам для дифференциальных уравнений с дроб-
ной производной. Дифференциальные уравнения с частными производными
дробного порядка являются обобщением уравнений с частными производны-
ми целочисленного порядка и вызывают большой теоретический и практиче-
ский интерес. Так, в работе [15] предложены и исследованы математические
модели водного режима в почвогрунтах с фрактальной структурой. В осно-
ве этих моделей лежат уравнения соболевского типа с дробной по времени
производной.

В настоящей работе изучены краевые задачи для одномерного интегро-
дифференциального уравнения соболевского типа с двумя операторами дроб-
ного дифференцирования 𝛼 и 𝛽 разных порядков и краевыми условиями пер-
вого и третьего родов. Построены разностные схемы порядка аппроксимации
𝑂(ℎ2 + 𝜏2) при 𝛼 = 𝛽 и 𝑂(ℎ2 + 𝜏2−max{𝛼,𝛽}) при 𝛼 ̸= 𝛽. С помощью метода
энергетических неравенств получены априорные оценки в дифференциаль-
ной и разностной трактовках, откуда следуют единственность, устойчивость,
а также сходимость решения разностной задачи к решению исходной диффе-
ренциальной задачи со скоростью, равной порядку аппроксимации разност-
ной схемы.

Численным методам решения краевых задач для различных уравнений
дробного порядка посвящены работы [16–21]. В работах [16–18] получены ре-
зультаты, позволяющие, как и в классическом случае (𝛼 = 1), применять
метод энергетических неравенств для нахождения априорных оценок крае-
вых задач для уравнения дробного порядка в дифференциальной и разност-
ной трактовках. В работах [19,20] изучаются краевые задачи для различных
нагруженных дифференциальных уравнений целочисленного и дробного по-
рядков.

Настоящая работа является продолжением серии работ автора в этом на-
правлении [18–22].
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1. Постановка задачи. В замкнутом прямоугольнике

𝑄𝑇 = {(𝑥, 𝑡) : 0 6 𝑥 6 𝑙, 0 6 𝑡 6 𝑇}

рассмотрим следующую задачу для уравнения соболевского типа с эффектом
памяти

𝜕𝛼0𝑡𝑢 =
𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝑘(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︁
+ 𝜕𝛽0𝑡

𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝜂(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︁
+ 𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−

− 𝑞(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡) +

∫︁ 𝑡

0
𝜌(𝑥, 𝑡, 𝜏)𝑢(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 + 𝑓(𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑡 6 𝑇, (1)

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇, (2)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙, (3)

где

0 < 𝑐0 6 𝑘(𝑥, 𝑡), 𝜂(𝑥) 6 𝑐1;

|𝑞(𝑥, 𝑡)|, |𝑟(𝑥, 𝑡)|, |𝑟𝑥(𝑥, 𝑡)|, |𝑘𝑥(𝑥, 𝑡)|, |𝜌(𝑥, 𝑡, 𝜏)| 6 𝑐2, 0 6 𝜏 6 𝑡,
(4)

𝜕𝛾0𝑡𝑢 =
1

Γ(1− 𝛾)

∫︁ 𝑡

0

𝑢𝜏 (𝑥, 𝜏)

(𝑡− 𝜏)𝛾
𝑑𝜏

— дробная производная в смысле Герасимова—Капуто [23, 24] порядка 𝛾,
0 < 𝛾 < 1.

В дальнейшем будем предполагать, что задача (1)–(3) имеет единствен-
ное решение, обладающее нужными производными. Будем также считать, что
коэффициенты уравнения и граничных условий удовлетворяют необходимым
условиям гладкости, обеспечивающим нужный порядок аппроксимации раз-
ностной схемы.

Обозначим через 𝑀1, 𝑀2, . . . положительные константы, зависящие толь-
ко от входных данных исходной задачи.

2. Априорная оценка в дифференциальной форме.
Теорема 1. Если

𝑘(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1,0(𝑄𝑇 ), 𝜂(𝑥) ∈ 𝐶1[0, 𝑙], 𝑟(𝑥, 𝑡), 𝑞(𝑥, 𝑡), 𝜌(𝑥, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄𝑇 ),

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2,0(𝑄𝑇 ) ∩ 𝐶1,0(𝑄𝑇 ), 𝜕
𝛼
0𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄𝑇 ), 𝜕

𝛼
0𝑡𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄𝑇 )

и выполнены условия (4), то для решения задачи (1)–(3) справедливы следу-
ющие априорные оценки:

1) в случае, когда 𝛼 > 𝛽:

‖𝑢‖21 6𝑀1(𝐷
−𝛼
0𝑡 ‖𝑓‖20 + ‖𝑢0(𝑥)‖20),

где ‖𝑢‖21 = ‖𝑢‖20 +𝐷
−(𝛼−𝛽)
0𝑡 ‖𝑢𝑥‖20;

2) в случае, когда 𝛼 = 𝛽:

‖𝑢‖22 6𝑀2(𝐷
−𝛼
0𝑡 ‖𝑓‖20 + ‖𝑢0(𝑥)‖20 + ‖𝑢′0(𝑥)‖20),

где ‖𝑢‖22 = ‖𝑢‖20 + ‖𝑢𝑥‖20;

609



Бешт о к о в М. Х.

3) в случае, когда 𝛼 < 𝛽:

‖𝑢‖23 6𝑀3(𝐷
−𝛽
0𝑡 ‖𝑓‖20 + ‖𝑢′0(𝑥)‖20),

где ‖𝑢‖23 = ‖𝑢𝑥‖20 +𝐷
−(𝛽−𝛼)
0𝑡 ‖𝑢‖20.

При доказательстве теоремы 1 будут использованы следующие леммы.
Лемма 1 [16]. Для любой абсолютно непрерывной на [0, 𝑇 ] функции 𝑣(𝑡)

справедливо неравенство

𝑣(𝑡)𝜕𝛼0𝑡𝑣(𝑡) >
1

2
𝜕𝛼0𝑡𝑣

2(𝑡), 0 < 𝛼 < 1.

Лемма 2 [16]. Пусть неотрицательная абсолютно непрерывная функция
𝑦(𝑡) удовлетворяет для почти всех 𝑡 из [0, 𝑇 ] неравенству

𝜕𝛼0𝑡𝑦(𝑡) 6 𝑐1𝑦(𝑡) + 𝑐2(𝑡), 0 6 𝛼 6 1,

где 𝑐1 > 0, 𝑐2(𝑡)— суммируемая на [0, 𝑇 ] неотрицательная функция. Тогда

𝑦(𝑡) 6 𝑦(0)𝐸𝛼(𝑐1𝑡
𝛼) + Γ(𝛼)𝐸𝛼,𝛼(𝑐1𝑡

𝛼)𝐷−𝛼
0𝑡 𝑐2(𝑡),

где 𝐸𝛼(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑧𝑛

Γ(𝛼𝑛+1) , 𝐸𝛼,𝜇(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑧𝑛

Γ(𝛼𝑛+𝜇) — функции Миттаг—Леффле-
ра.

До к а з ат е л ь ств о т е о р емы 1. Для получения априорных оценок ре-
шения задачи (1)–(3) в дифференциальной форме воспользуемся методом
энергетических неравенств. Введем для этого скалярное произведение и нор-
му в виде

(𝑢, 𝑣) =

∫︁ 𝑙

0
𝑢𝑣𝑑𝑥, (𝑢, 𝑢) = ‖𝑢‖20,

где 𝑢, 𝑣— заданные на [0, 𝑙] функции.
Умножим теперь уравнение (1) скалярно на 𝑢:

(𝜕𝛼0𝑡𝑢, 𝑢) =
(︀
(𝑘𝑢𝑥)𝑥, 𝑢

)︀
+
(︀
𝜕𝛽0𝑡(𝜂(𝑥)𝑢𝑥)𝑥, 𝑢

)︀
+
(︀
𝑟𝑢𝑥(𝑥, 𝑡), 𝑢

)︀
−

−
(︀
𝑞(𝑥, 𝑡)𝑢, 𝑢

)︀
+
(︁∫︁ 𝑡

0
𝜌(𝑥, 𝑡, 𝜏)𝑢(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏, 𝑢

)︁
+
(︀
𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑢). (5)

Входящие в тождество (5) интегралы преобразуем и оценим, пользуясь
неравенством Коши с 𝜀 [16], [26, с. 100] и леммой 1:

(︀
𝜕𝛼0𝑡𝑢, 𝑢

)︀
>

1

2

(︀
1, 𝜕𝛼0𝑡𝑢

2
)︀
=

1

2
𝜕𝛼0𝑡‖𝑢‖20; (6)

(︀
(𝑘𝑢𝑥)𝑥, 𝑢

)︀
=

∫︁ 𝑙

0
𝑢(𝑘𝑢𝑥)𝑥𝑑𝑥 = 𝑢𝑘𝑢𝑥

⃒⃒⃒⃒𝑙
0

−
∫︁ 𝑙

0
𝑘𝑢2𝑥𝑑𝑥; (7)
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(︀
𝜕𝛽0𝑡(𝜂𝑢𝑥)𝑥, 𝑢

)︀
=

∫︁ 𝑙

0
𝑢𝜕𝛽0𝑡(𝜂𝑢𝑥)𝑥𝑑𝑥 = 𝑢𝜕𝛽0𝑡(𝜂𝑢𝑥)

⃒⃒⃒⃒𝑙
0

−
∫︁ 𝑙

0
𝜂(𝑥)𝑢𝑥𝜕

𝛽
0𝑡𝑢𝑥𝑑𝑥 6

6 𝑢𝜕𝛽0𝑡(𝜂𝑢𝑥)

⃒⃒⃒⃒𝑙
0

− 1

2

∫︁ 𝑙

0
𝜂𝜕𝛽0𝑡(𝑢𝑥)

2𝑑𝑥; (8)

(︀
𝑟𝑢𝑥, 𝑢

)︀
=

∫︁ 𝑙

0
𝑟𝑢𝑢𝑥𝑑𝑥 6

𝑐22
4𝜀

∫︁ 𝑙

0
𝑢2𝑑𝑥+ 𝜀

∫︁ 𝑙

0
𝑢2𝑥𝑑𝑥 6𝑀4(𝜀)‖𝑢‖20 + 𝜀‖𝑢𝑥‖20; (9)

−
(︀
𝑞(𝑥, 𝑡)𝑢, 𝑢

)︀
6 𝑐2‖𝑢‖20; (10)

(︂∫︁ 𝑡

0
𝜌(𝑥, 𝑡, 𝜏)𝑢(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏, 𝑢

)︂
=

∫︁ 𝑙

0
𝑢

∫︁ 𝑡

0
𝜌(𝑥, 𝑡, 𝜏)𝑢(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑥 6

6
1

2
‖𝑢‖20 +

(︂
1

2
,

(︂∫︁ 𝑡

0
𝜌(𝑥, 𝑡, 𝜏)𝑢(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

)︂2)︂
6

6
1

2
‖𝑢‖20 +

(︂
1

2
,

∫︁ 𝑡

0
𝜌2(𝑥, 𝑡, 𝜏)𝑑𝜏

∫︁ 𝑡

0
𝑢2(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

)︂
6

6
1

2
‖𝑢‖20 +𝑀5

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 ; (11)

(𝑓, 𝑢) =

∫︁ 𝑙

0
𝑓𝑢𝑑𝑥 6

1

2
‖𝑢‖20 +

1

2
‖𝑓‖20. (12)

Учитывая преобразования и неравенства (6)–(12), из (5) c учетом (2) находим

1

2
𝜕𝛼0𝑡‖𝑢‖20 +

1

2
𝜕𝛽0𝑡

∫︁ 𝑙

0
𝜂(𝑢𝑥)

2𝑑𝑥+ 𝑐0‖𝑢𝑥‖20 6

6 𝜀‖𝑢𝑥‖20 +𝑀6(𝜀)‖𝑢‖20 +𝑀7

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 +

1

2
‖𝑓‖20. (13)

Выбирая 𝜀 = 𝑐0/2, из (13) получаем

𝜕𝛼0𝑡‖𝑢‖20 + 𝜕𝛽0𝑡

∫︁ 𝑙

0
𝜂(𝑢𝑥)

2𝑑𝑥+ ‖𝑢𝑥‖20 6𝑀8‖𝑢‖20 +𝑀9

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 +𝑀10‖𝑓‖20. (14)

1. Рассмотрим случай, когда 𝛼 > 𝛽. Применяя к обеим частям неравенст-
ва (14) оператор дробного интегрирования 𝐷−𝛼

0𝑡 , получаем

‖𝑢‖20 +𝐷
−(𝛼−𝛽)
0𝑡 ‖𝑢𝑥‖20 6𝑀11𝐷

−𝛼
0𝑡 ‖𝑢‖20 +𝑀12𝐷

−𝛼
0𝑡

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 +

+𝑀13(𝐷
−𝛼
0𝑡 ‖𝑓‖20 + ‖𝑢0(𝑥)‖20). (15)

Преобразуем второе слагаемое в правой части (15) следующим образом:

𝐷−𝛼
0𝑡

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 =

1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)1−𝛼

∫︁ 𝜏

0
‖𝑢‖20𝑑𝑠 =
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=
1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝑠

∫︁ 𝑡

𝑠

𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)1−𝛼
=

1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20

(︁
−(𝑡− 𝜏)𝛼

𝛼

⃒⃒⃒𝑡
𝑠

)︁
𝑑𝑠 =

=
1

𝛼Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼‖𝑢‖20𝑑𝑠 =

1

Γ(𝛼+ 1)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝜏)𝛼‖𝑢‖20𝑑𝜏 6

6
1

𝛼Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝜏)‖𝑢‖20𝑑𝜏
(𝑡− 𝜏)1−𝛼

6
𝑇

𝛼
𝐷−𝛼

0𝑡 ‖𝑢‖20.

Итак, получаем

𝐷−𝛼
0𝑡

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 6

𝑇

𝛼
𝐷−𝛼

0𝑡 ‖𝑢‖20. (16)

Учитывая преобразование (16), из (15) получаем

‖𝑢‖20 +𝐷
−(𝛼−𝛽)
0𝑡 ‖𝑢𝑥‖20 6𝑀14𝐷

−𝛼
0𝑡 ‖𝑢‖20 +𝑀13(𝐷

−𝛼
0𝑡 ‖𝑓‖20 + ‖𝑢0(𝑥)‖20). (17)

На основании леммы 2 из (17) находим априорную оценку

‖𝑢‖21 6𝑀15(𝐷
−𝛼
0𝑡 ‖𝑓‖20 + ‖𝑢0(𝑥)‖20). (18)

2. Рассмотрим случай, когда 𝛼 = 𝛽. Применяя к обеим частям неравенст-
ва (14) оператор дробного интегрирования 𝐷−𝛼

0𝑡 , получаем

‖𝑢‖20 + ‖𝑢𝑥‖20 6𝑀16𝐷
−𝛼
0𝑡 ‖𝑢‖20 +𝑀17𝐷

−𝛼
0𝑡

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 +

+𝑀18

(︀
𝐷−𝛼

0𝑡 ‖𝑓‖20 + ‖𝑢0(𝑥)‖20 + ‖𝑢′0(𝑥)‖20
)︀
. (19)

На основании леммы 2 из (19) с учетом (16) находим априорную оценку

‖𝑢‖22 6𝑀19(𝐷
−𝛼
0𝑡 ‖𝑓‖20 + ‖𝑢0(𝑥)‖20 + ‖𝑢′0(𝑥)‖20). (20)

3. Рассмотрим случай, когда 𝛼 < 𝛽. Применяя к обеим частям неравенст-
ва (14) оператор дробного интегрирования 𝐷−𝛽

0𝑡 , получаем

‖𝑢𝑥‖20 +𝐷
−(𝛽−𝛼)
0𝑡 ‖𝑢‖20 6𝑀20𝐷

−𝛽
0𝑡 ‖𝑢‖20 +

+𝑀21𝐷
−𝛽
0𝑡

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 +𝑀22(𝐷

−𝛽
0𝑡 ‖𝑓‖20 + ‖𝑢′0(𝑥)‖20). (21)

В силу условия (2) справедливо неравенство [25]

‖𝑢‖20 6 𝑙2‖𝑢𝑥‖20.

Тогда из (21) c учетом (16) получаем

‖𝑢𝑥‖20 +𝐷
−(𝛽−𝛼)
0𝑡 ‖𝑢‖20 6𝑀23𝐷

−𝛽
0𝑡 ‖𝑢𝑥‖20 +𝑀22(𝐷

−𝛽
0𝑡 ‖𝑓‖20 + ‖𝑢′0(𝑥)‖20). (22)

На основании леммы 2 из (22) находим априорную оценку

‖𝑢‖23 6𝑀24(𝐷
−𝛽
0𝑡 ‖𝑓‖20 + ‖𝑢′0(𝑥)‖20). (23)

Из полученных априорных оценок (18), (20), (23) следуют единственность
и устойчивость решения по правой части и начальным данным. �
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3. Устойчивость и сходимость разностной схемы. Для решения за-
дачи (1)–(3) применим метод конечных разностей. В замкнутом прямоуголь-
нике 𝑄𝑇 введем равномерную сетку

𝜔ℎ𝜏 = 𝜔ℎ × 𝜔𝜏 ,

где
𝜔ℎ = {𝑥𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁, ℎ = 𝑙/𝑁},
𝜔𝜏 = {𝑡𝑗 = 𝑗𝜏, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑗0, 𝜏 = 𝑇/𝑗0}.

На равномерной сетке 𝜔ℎ𝜏 дифференциальной задаче (1)–(3) поставим в со-
ответствие разностную схему порядка аппроксимации 𝑂(ℎ2 + 𝜏2) при 𝛼 = 𝛽

и 𝑂(ℎ2 + 𝜏2−max{𝛼,𝛽}) при 𝛼 ̸= 𝛽:

Δ𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦 = 𝜒𝑗
𝑖 (𝑎

𝑗
𝑖𝑦

(𝜎)
�̄� )𝑥,𝑖 +Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑖𝑦�̄�)𝑥,𝑖 + 𝑏−𝑗

𝑖 𝑎𝑗𝑖𝑦
(𝜎)
�̄�,𝑖 + 𝑏+𝑗

𝑖 𝑎𝑗𝑖+1𝑦
(𝜎)
𝑥,𝑖 −

− 𝑑𝑗𝑖𝑦
(𝜎)
𝑖 +

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝𝑗𝑖,𝑠𝑦
𝑠
𝑖 𝜏 + 𝜙𝑗

𝑖 , (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜔ℎ,𝜏 , (24)

𝑦
(𝜎)
0 = 𝑦

(𝜎)
𝑁 = 0, (25)

𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), (26)

где

Δ𝛾
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦 =
𝜏1−𝛾

Γ(2− 𝛾)

𝑗∑︁
𝑠=0

𝑐
(𝛾,𝜎)
𝑗−𝑠 𝑦

𝑠
𝑡

— дискретный аналог дробной производной Герасимова—Капуто порядка 𝛾,
0 < 𝛾 < 1, обеспечивающий порядок точности [17] 𝑂(𝜏3−𝛾) при 𝜎 = 1 − 𝛾/2,
и 𝑂(𝜏2−𝛾) при 𝜎 = 1/2;

𝑎
(𝛾,𝜎)
0 = 𝜎1−𝛾 , 𝑎

(𝛾,𝜎)
𝑙 = (𝑙 + 𝜎)1−𝛾 − (𝑙 − 1 + 𝜎)1−𝛾 , 𝑙 > 1;

𝑏
(𝛾,𝜎)
𝑙 =

1

2− 𝛾

[︀
(𝑙+𝜎)2−𝛾 − (𝑙−1+𝜎)2−𝛾

]︀
− 1

2

[︀
(𝑙+𝜎)1−𝛼+(𝑙−1+𝜎)1−𝛾

]︀
, 𝑙 > 1;

𝑐
(𝛾,𝜎)
0 = 𝑎

(𝛾,𝜎)
0 при 𝑗 = 0;

𝑐
(𝛾,𝜎)
𝑠 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎
(𝛾,𝜎)
0 + 𝑏

(𝛾,𝜎)
1 , 𝑠 = 0,

𝑎
(𝛾,𝜎)
𝑠 + 𝑏

(𝛾,𝜎)
𝑠+1 − 𝑏

(𝛾,𝜎)
𝑠 , 1 6 𝑠 6 𝑗 − 1,

𝑎
(𝛾,𝜎)
𝑗 − 𝑏

(𝛾,𝜎)
𝑗 , 𝑠 = 𝑗, при 𝑗 > 0;

𝜎 = 1− 𝛾/2 при 𝛼 = 𝛽 и 𝜎 = 1/2 при 𝛼 ̸= 𝛽;

𝑐(𝛾,𝜎)𝑠 >
1− 𝛾

2
(𝑠+ 𝜎)−𝛾 > 0;

𝑎𝑗𝑖 = 𝑘(𝑥𝑖−1/2, 𝑡𝑗+𝜎), 𝛾𝑖 = 𝜂(𝑥𝑖−1/2), 𝑏±𝑗
𝑖 =

𝑟±𝑗(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎)

𝑘(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+𝜎)
, 𝜙𝑗

𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+𝜎);
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𝑟(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎) = 𝑟+(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎) + 𝑟−(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎), |𝑟(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎)| = 𝑟+(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎)− 𝑟−(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎);

𝑟+(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎) =
1

2

(︀
𝑟(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎) + |𝑟(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎)|

)︀
> 0,

𝑟−(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎) =
1

2

(︀
𝑟(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎)− |𝑟(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎)|

)︀
6 0;

𝑦(𝜎) = 𝜎𝑦𝑗+1 + (1− 𝜎)𝑦𝑗 , 𝑑𝑗𝑖 = 𝑞(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+𝜎), 𝑎(+1) = 𝑎𝑖+1;

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑣𝑠𝜏 =

𝑗−1∑︁
𝑠=1

𝑣𝑠𝜏 +
1

2
𝜏(𝑣0 + 𝑣𝑗 + 𝑣𝑗+1/2), 𝜏 =

{︃
𝜏/2, 𝑠 = 0, 𝑗, 𝑗 + 1/2,

𝜏, 𝑠 ̸= 0, 𝑗, 𝑗 + 1/2;

𝜌𝑗𝑖,𝑠 = 𝑝(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+𝜎, 𝜏𝑠+𝜎), 𝜒(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+𝜎) =
1

1 +𝑅(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+𝜎)
;

𝑅(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+𝜎) =
1

2

|𝑟(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+𝜎)|
𝑘(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+𝜎)

— разностное число Рейнольдса.
Введем следующие скалярные произведения и нормы:

(𝑢, 𝑣) =
𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑣𝑖ℎ, (𝑢, 𝑢) = (1, 𝑢2) = ‖𝑢‖20;

(𝑢, 𝑣] =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑣𝑖ℎ̃, ℎ̃ =

{︃
ℎ/2, 𝑖 = 𝑁,

ℎ, 𝑖 ̸= 0, 𝑁,
(𝑢, 𝑢] = (1, 𝑢2] = ‖𝑢]|20.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (4), тогда существует такое ма-
лое 𝜏0 = 𝜏0(𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, 𝛼, 𝜎), что если 𝜏 6 𝜏0, то для решения разностной
задачи (24)–(26) справедливы следующие априорные оценки:

1) в случае, когда 𝛼 > 𝛽:

‖𝑦𝑗+1‖20 6𝑀1

(︀
‖𝑦0‖20 + max

06𝑗′6𝑗
‖𝜙𝑗′‖20

)︀
;

2) в случае, когда 𝛼 = 𝛽:

‖𝑦𝑗+1‖21 6𝑀2

(︀
‖𝑦0‖21 + max

06𝑗′6𝑗
‖𝜙𝑗′‖20

)︀
,

где ‖𝑦‖21 = ‖𝑦‖20 + ‖𝑦𝑥]|20;
3) в случае, когда 𝛼 < 𝛽:

‖𝑦𝑗+1
𝑥 ]|20 6𝑀3

(︀
‖𝑦0‖21 + max

06𝑗′6𝑗
‖𝜙𝑗′‖20

)︀
.
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При доказательстве теоремы 2 будут использованы следующие леммы.
Лемма 3 [17]. Для любой функции 𝑦(𝑡), заданной на сетке �̄�𝜏 , справедливо

неравенство

𝑦(𝜎)Δ𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦 >
1

2
Δ𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑦2).

Лемма 4 [18] Предположим, что неотрицательные последовательности
𝑦𝑗 , 𝜙𝑗 , 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , удовлетворяют неравенству

Δ𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦𝑗 6 𝜆1𝑦
𝑗+1 + 𝜆2𝑦

𝑗 + 𝜙𝑗 , 𝑗 > 1,

где 𝜆1, 𝜆2 — неотрицательные константы. Тогда существует такое 𝜏0, что
если 𝜏 6 𝜏0, то

𝑦𝑗+1 6 2
(︁
𝑦0 +

𝑡𝛼𝑗
Γ(1 + 𝛼)

max
06𝑗′6𝑗

𝜙𝑗′
)︁
𝐸𝛼(2𝜆𝑡

𝛼
𝑗 ), 1 6 𝑗 6 𝑗0,

где 𝜆 = 𝜆1 + 𝜆2/(2 + 21−𝛼).

До к а з ат е л ь ств о т е о р емы 2. Априорные оценки решения задачи
(24)–(26) найдем методом энергетических неравенств. Умножим (24) скаляр-
но на 𝑦(𝜎):(︀

Δ𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦, 𝑦(𝜎)
)︀
=

(︀
𝜒(𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� )𝑥, 𝑦

(𝜎)
)︀
+
(︀
Δ𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑦�̄�)𝑥, 𝑦

(𝜎)
)︀
+
(︀
𝑏−𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� , 𝑦(𝜎)

)︀
+

+
(︀
𝑏+𝑎(+1)𝑦(𝜎)𝑥 , 𝑦(𝜎)

)︀
−
(︀
𝑑𝑦(𝜎), 𝑦(𝜎)

)︀
+

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝𝑠𝑦
𝑠𝜏 , 𝑦(𝜎)

)︂
+

(︀
𝜙, 𝑦(𝜎)

)︀
. (27)

Входящие в тождество (27) суммы преобразуем и оценим, пользуясь лем-
мой 3: (︀

Δ𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦, 𝑦(𝜎)
)︀
>

1

2
Δ𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑦‖20; (28)

(︀
𝜒(𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� )𝑥, 𝑦

(𝜎)
)︀
= 𝜒𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� 𝑦(𝜎)

⃒⃒𝑁
0
−
(︀
𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� , (𝜒𝑦(𝜎))�̄�

]︀
=

= −
(︀
𝑎𝜒�̄�, 𝑦

(𝜎)
�̄� 𝑦(𝜎)

]︀
−

(︀
𝑎𝜒(−1), (𝑦

(𝜎)
�̄� )2

]︀
6

6 −
(︀
𝑎𝜒�̄�, 𝑦

(𝜎)
�̄� 𝑦(𝜎)

]︀
− 1

(1 + ℎ𝑀4)

(︀
𝑎𝜒, (𝑦

(𝜎)
�̄� )2

]︀
; (29)

(︀
Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑦�̄�)𝑥, 𝑦

(𝜎)
)︀
= 𝑦(𝜎)Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑦�̄�)

⃒⃒𝑁
0
−
(︀
𝛾, 𝑦

(𝜎)
�̄� Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑦�̄�)

]︀
6

6 −
(︀𝛾
2
,Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑦�̄�)

2
]︀
6 −𝑐0

2
Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑦�̄�]|20; (30)

−
(︀
𝑑𝑦(𝜎), 𝑦(𝜎)

)︀
6 𝑐2‖𝑦(𝜎)‖20; (31)

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝𝑠𝑦
𝑠𝜏 , 𝑦(𝜎)

)︂
6

1

2
‖𝑦(𝜎)‖20 +

(︂
1

2
,

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝𝑠𝑦
𝑠𝜏

)︂2)︂
6
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6
1

2
‖𝑦(𝜎)‖20 +

(︂
1

2
,

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝2𝑠𝜏

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑦2𝜏

)︂
6

6
1

2
‖𝑦(𝜎)‖20 +𝑀5

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

‖𝑦‖20𝜏 ; (32)

(︀
𝜙, 𝑦(𝜎)

)︀
6

1

2
‖𝑦(𝜎)‖20 +

1

2
‖𝜙‖20. (33)

Учитывая преобразования и неравенства (28)–(33), из (27) получим

1

2
Δ𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑦‖20 +𝑀6‖𝑦(𝜎)�̄� ]|20 +

𝑐0
2
Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑦�̄�]|20 6

6 −
(︀
𝑎𝜒�̄�, 𝑦

(𝜎)
�̄� 𝑦(𝜎)

]︀
+
(︀
𝑏−𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� , 𝑦(𝜎)

)︀
+
(︀
𝑏+𝑎(+1)𝑦(𝜎)𝑥 , 𝑦(𝜎)

)︀
+

+𝑀5

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

‖𝑦‖20𝜏 +𝑀7‖𝑦(𝜎)‖20 +
1

2
‖𝜙‖20. (34)

Оценим первое, второе и третье слагаемые в правой части (34) с помощью
неравенства Коши с 𝜀:

−
(︀
𝑎𝜒�̄�, 𝑦

(𝜎)
�̄� 𝑦(𝜎)

]︀
+
(︀
𝑏−𝑎, 𝑦

(𝜎)
�̄� 𝑦(𝜎)

)︀
+
(︀
𝑏+𝑎(+1)𝑦(𝜎)𝑥 , 𝑦(𝜎)

)︀
6

6 𝜀‖𝑦(𝜎)�̄� ]|20 +𝑀8(𝜀)‖𝑦(𝜎)‖20. (35)

Из (34) с учетом (35) при 𝜀 =𝑀6/2 находим

Δ𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦‖20 +Δ𝛽
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦�̄�]|20 + ‖𝑦(𝜎)𝑥 ]|20 6

6𝑀9‖𝑦(𝜎)‖20 +𝑀10

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

‖𝑦‖20𝜏 +𝑀11‖𝜙‖20. (36)

Учитывая, что
𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

‖𝑦‖20𝜏 =

𝑗∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖20𝜏 +
1

2
𝜏‖𝑦𝑗‖20,

перепишем (36) в другой форме:

Δ𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦‖20 +Δ𝛽
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦�̄�]|20 6𝑀𝜎
12‖𝑦𝑗+1‖20 +𝑀𝜎

13‖𝑦𝑗‖20 +𝑀11𝐹, (37)

где 𝐹 =

𝑗∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖20𝜏 + ‖𝜙‖20.

1. Рассмотрим случай, когда 𝛼 > 𝛽. На основании леммы 4 из (37) полу-
чаем

‖𝑦𝑗+1‖20 6𝑀14

(︂
‖𝑦0‖20 + max

06𝑗′6𝑗

(︂ 𝑗′∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖20𝜏 + ‖𝜙𝑗′‖20
)︂)︂

. (38)
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Учитывая, что

max
06𝑗′6𝑗

𝑗′∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖20𝜏 6
𝑗∑︁

𝑗′=0

max
06𝑠6𝑗′

‖𝑦𝑠‖20𝜏 6
𝑗∑︁

𝑗′=0

max
06𝑠6𝑗′

‖𝑦𝑠‖20𝜏

и вводя обозначение 𝑔𝑗 = max
06𝑗′6𝑗

‖𝑦𝑗′‖20, из (37) получим

𝑔𝑗+1 6𝑀15

𝑗∑︁
𝑠=0

𝑔𝑠𝜏 +𝑀16𝐹
𝑗
1 , (39)

где 𝐹 𝑗
1 = ‖𝑦0‖20 + max

06𝑗′6𝑗
‖𝜙𝑗′‖20.

На основании Леммы Гронуолла [27, стр.171] из (38), (39) получаем апри-
орную оценку

‖𝑦𝑗+1‖20 6𝑀17

(︀
‖𝑦0‖20 + max

06𝑗′6𝑗
‖𝜙𝑗′‖20

)︀
. (40)

2. Рассмотрим случай, когда 𝛼 = 𝛽. В силу леммы 4 из (37) с учетом (40)
получаем

‖𝑦𝑗+1‖21 6𝑀18

(︀
‖𝑦0‖21 + max

06𝑗′6𝑗
‖𝜙𝑗′‖20

)︀
. (41)

3. Рассмотрим случай, когда 𝛼 6 𝛽. В силу (25), неравенства ‖𝑦‖20 6
6 2𝑙2‖𝑦�̄�]|20 и леммы 4 из (37) получаем

‖𝑦𝑗+1
𝑥 ]|20 6𝑀19

(︀
‖𝑦0‖21 + max

06𝑗′6𝑗
‖𝜙𝑗′‖20

)︀
. (42)

Из полученных априорных оценок (40)–(42) следуют единственность и ус-
тойчивость решения разностной схемы (24)–(26) по начальным данным и пра-
вой части, а также сходимость решения разностной задачи (24)–(26) к реше-
нию дифференциальной задачи (1)–(3) так, что существует такое 𝜏0, что при
𝜏 6 𝜏0 справедливы следующие оценки:

1) ‖𝑦𝑗+1 − 𝑢𝑗+1‖20 6𝑀17(ℎ
2 + 𝜏2−max{𝛼,𝛽}), когда 𝛼 > 𝛽;

2) ‖𝑦𝑗+1 − 𝑢𝑗+1‖21 6𝑀18(ℎ
2 + 𝜏2), когда 𝛼 = 𝛽;

3) ‖𝑦𝑗+1
𝑥 − 𝑢𝑗+1

𝑥 ]|20 6𝑀19(ℎ
2 + 𝜏2−max{𝛼,𝛽}), когда 𝛼 < 𝛽,

где 𝑀17, 𝑀18, 𝑀19 — не зависящие от ℎ и 𝜏 положительные константы.

4. Постановка краевой задачи с граничным условием третьего
рода и априорная оценка в дифференциальной форме. Второе крае-
вое условие в (2) заменим условием третьего рода. Тогда вместо (2) имеем

𝑢(0, 𝑡) = 0, −Π(𝑙, 𝑡) = 𝛽(𝑡)𝑢(𝑙, 𝑡)− 𝜇(𝑡), (43)

где
|𝛽(𝑡)| 6 𝑐2, Π(𝑥, 𝑡) = 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥 + 𝜂𝜕𝛼0𝑡𝑢𝑥. (44)

Теорема 3. Если

𝑘(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1,0(𝑄𝑇 ), 𝜂(𝑥) ∈ 𝐶1[0, 𝑙], 𝑞𝑠(𝑥, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄𝑇 ),
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𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2,0(𝑄𝑇 ) ∩ 𝐶1,0(𝑄𝑇 ), 𝜕𝛼0𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄𝑇 ), 𝜕𝛼0𝑡𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄𝑇 )

и выполнены условия (4), (44), то для решения задачи (1), (43), (3) справед-
ливы следующие априорные оценки:

1) в случае, когда 𝛼 > 𝛽:

‖𝑢‖21 6𝑀1

(︀
𝐷−𝛼

0𝑡 (‖𝑓‖20 + 𝜇2(𝑡)) + ‖𝑢0(𝑥)‖20
)︀
;

2) в случае, когда 𝛼 = 𝛽:

‖𝑢‖22 6𝑀2

(︀
𝐷−𝛼

0𝑡 (‖𝑓‖20 + 𝜇2(𝑡)) + ‖𝑢0(𝑥)‖0 + ‖𝑢′0(𝑥)‖20
)︀
;

3) в случае, когда 𝛼 < 𝛽:

‖𝑢‖23 6𝑀3

(︀
𝐷−𝛽

0𝑡 (‖𝑓‖20 + 𝜇2(𝑡)) + ‖𝑢′0(𝑥)‖20
)︀
.

До к а з ат е л ь ств о. Повторим преобразования (6)–(12). После некото-
рых несложных преобразований из (5) получаем неравенство

1

2
𝜕𝛼0𝑡‖𝑢‖20 +

1

2
𝜕𝛽0𝑡

∫︁ 𝑙

0
𝜂(𝑢𝑥)

2𝑑𝑥+ 𝑐0‖𝑢𝑥‖20 6

6 𝑢Π(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒𝑙
0

+ 𝜀‖𝑢𝑥‖20 +𝑀4(𝜀)‖𝑢‖20 +𝑀5

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 +

1

2
‖𝑓‖20. (45)

Оценим первое слагаемое в правой части (45) с учетом (43):

𝑢Π(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒𝑙
0

= Π(𝑙, 𝑡)𝑢(𝑙, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡)
(︀
𝜇(𝑡)− 𝛽(𝑡)𝑢(𝑙, 𝑡)

)︀
=

= −𝛽(𝑡)𝑢2(𝑙, 𝑡) + 𝜇(𝑡)𝑢(𝑙, 𝑡) 6𝑀6𝑢
2(𝑙, 𝑡) +

1

2
𝜇2(𝑡) 6

6𝑀7(𝜀)‖𝑢‖20 + 𝜀‖𝑢𝑥‖20 +
1

2
𝜇2(𝑡). (46)

Из (45) с учетом (46) при 𝜀 = 𝑐0/2 находим

𝜕𝛼0𝑡‖𝑢‖20 + 𝜕𝛽0𝑡

∫︁ 𝑙

0
𝜂(𝑢𝑥)

2𝑑𝑥+ ‖𝑢𝑥‖20 6

6𝑀8‖𝑢‖20 +𝑀9

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 +𝑀10

(︀
‖𝑓‖20 + 𝜇2(𝑡)

)︀
. (47)

1. Рассмотрим случай, когда 𝛼 > 𝛽. Применяя к обеим частям неравенст-
ва (47) оператор дробного интегрирования 𝐷−𝛼

0𝑡 , получаем

‖𝑢‖20 +𝐷
−(𝛼−𝛽)
0𝑡 ‖𝑢𝑥‖20 6

6𝑀11𝐷
−𝛼
0𝑡 ‖𝑢‖20 +𝑀12𝐷

−𝛼
0𝑡

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 +
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+𝑀13

(︀
𝐷−𝛼

0𝑡 (‖𝑓‖20 + 𝜇2(𝑡)) + ‖𝑢0(𝑥)‖20
)︀
. (48)

На основании леммы 2 из (48) с учетом (16) получаем априорную оценку

‖𝑢‖21 6𝑀14

(︀
𝐷−𝛼

0𝑡 (‖𝑓‖20 + 𝜇2(𝑡)) + ‖𝑢0(𝑥)‖20
)︀
. (49)

2. Рассмотрим случай, когда 𝛼 = 𝛽. Применяя к обеим частям неравенст-
ва (47) оператор дробного интегрирования 𝐷−𝛼

0𝑡 , получаем

‖𝑢‖20 + ‖𝑢𝑥‖20 6𝑀15𝐷
−𝛼
0𝑡 ‖𝑢‖20 +𝑀16𝐷

−𝛼
0𝑡

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 +

+𝑀17

(︀
𝐷−𝛼

0𝑡 (‖𝑓‖20 + 𝜇2(𝑡)) + ‖𝑢0(𝑥)‖0 + ‖𝑢′0(𝑥)‖20
)︀
. (50)

На основании леммы 2 из (50) с учетом (16) получаем априорную оценку

‖𝑢‖22 6𝑀18

(︀
𝐷−𝛼

0𝑡 (‖𝑓‖20 + 𝜇2(𝑡)) + ‖𝑢0(𝑥)‖0 + ‖𝑢′0(𝑥)‖20
)︀
. (51)

3. Рассмотрим случай, когда 𝛼 < 𝛽. Применяя к обеим частям неравенст-
ва (47) оператор дробного интегрирования 𝐷−𝛽

0𝑡 , получаем

‖𝑢𝑥‖20 +𝐷
−(𝛽−𝛼)
0𝑡 ‖𝑢‖20 6

6𝑀19𝐷
−𝛽
0𝑡 ‖𝑢‖20 +𝑀20𝐷

−𝛽
0𝑡

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 +

+𝑀21

(︀
𝐷−𝛽

0𝑡 (‖𝑓‖20 + 𝜇2(𝑡)) + ‖𝑢′0(𝑥)‖20
)︀
. (52)

В силу условия 𝑢(0, 𝑡) = 0 справедливо тождество

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∫︁ 𝑥

0
𝑢𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥.

Тогда

𝑢2(𝑥, 𝑡) 6

(︂∫︁ 𝑥

0
𝑢𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

)︂2

6 𝑥
∫︁ 𝑥

0
𝑢2𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 6 𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑢2𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥. (53)

Интегрируя обе части (53) по 𝑥 от 0 до 𝑙, получаем неравенство ‖𝑢‖20 6 𝑙2‖𝑢𝑥‖20.
Тогда из (52) с учетом (16) получаем

‖𝑢𝑥‖20 +𝐷
−(𝛽−𝛼)
0𝑡 ‖𝑢‖20 6

6𝑀22𝐷
−𝛽
0𝑡 ‖𝑢𝑥‖20 +𝑀23

(︀
𝐷−𝛽

0𝑡 (‖𝑓‖20 + 𝜇2(𝑡)) + ‖𝑢′0(𝑥)‖20
)︀
. (54)

На основании леммы 2 из (54) находим априорную оценку

‖𝑢‖23 6𝑀24

(︀
𝐷−𝛽

0𝑡 (‖𝑓‖20 + 𝜇2(𝑡)) + ‖𝑢′0(𝑥)‖20
)︀
. (55)

Из полученных априорных оценок (49), (51), (55) следуют единственность
и устойчивость решения по правой части и начальным данным. �
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5. Устойчивость и сходимость разностной схемы. На равномерной
сетке 𝜔ℎ𝜏 дифференциальной задаче (1), (43), (3) поставим в соответствие
разностную схему порядка аппроксимации 𝑂(ℎ2 + 𝜏2) при 𝛼 = 𝛽 и порядка
𝑂(ℎ2 + 𝜏2−max{𝛼,𝛽}) при 𝛼 ̸= 𝛽:

Δ𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦 = 𝜒𝑗
𝑖 (𝑎

𝑗
𝑖𝑦

(𝜎)
�̄� )𝑥,𝑖 +Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑖𝑦�̄�)𝑥,𝑖 + 𝑏−𝑗

𝑖 𝑎𝑗𝑖𝑦
(𝜎)
�̄�,𝑖 + 𝑏+𝑗

𝑖 𝑎𝑗𝑖+1𝑦
(𝜎)
𝑥,𝑖 −

− 𝑑𝑗𝑖𝑦
(𝜎)
𝑖 +

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝𝑗𝑖,𝑠𝑦
𝑠
𝑖 𝜏 + 𝜙𝑗

𝑖 , (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜔ℎ,𝜏 , (56)

𝑦(0, 𝑡) = 0, 𝑡 ∈ 𝜔𝜏 , 𝑥 = 0, (57)

−
(︀
𝜒𝑁𝑎𝑁𝑦

(𝜎)
�̄�,𝑁 +Δ𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑁𝑦�̄�,𝑁 )

)︀
=

= ̃︀𝛽𝑦(𝜎)𝑁 +
1

2
ℎ

(︂
Δ𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁 −

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝𝑗𝑁,𝑠𝑦
𝑠
𝑁𝜏

)︂
− ̃︀𝜇, 𝑥 = 𝑙, (58)

𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝜔ℎ, (59)

где ̃︀𝛽𝑗 = 𝛽𝑗 + 1
2ℎ𝑑

𝑗
𝑁 , ̃︀𝜇𝑗 = 𝜇𝑗 + 0.5ℎ𝜙𝑗

𝑁 .

Теорема 4. Пусть выполнены условия (4), (43). Тогда существует такое
малое 𝜏0 = 𝜏0(𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, 𝛼, 𝜎), что если 𝜏 6 𝜏0, то для решения разностной
задачи (56)–(59) справедливы следующие априорные оценки:

1) в случае, когда 𝛼 > 𝛽:

‖𝑦]|20 6𝑀1

(︀
‖𝑦0]|20 + max

06𝑗′6𝑗
(‖𝜙]|20 + 𝜇2)

)︀
;

2) в случае, когда 𝛼 = 𝛽:

‖𝑦𝑗+1]|22 6𝑀2

(︀
‖𝑦0]|22 + max

06𝑗′6𝑗
(‖𝜙𝑗′ ]|20 + 𝜇2)

)︀
,

где ‖𝑦]|22 = ‖𝑦]|20 + ‖𝑦𝑥]|20;
3) в случае, когда 𝛼 < 𝛽:

‖𝑦𝑥]|20 6𝑀3

(︀
‖𝑦0]|22 + max

06𝑗′6𝑗
(‖𝜙𝑗′ ]|20 + 𝜇2)

)︀
.

До к а з ат е л ь ств о. Найдем априорную оценку методом энергетиче-
ских неравенств. Для этого умножим уравнение (56) скалярно на 𝑦. Тогда,
принимая во внимание преобразования (28)–(33), получаем

(︀
Δ𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦, 𝑦(𝜎)

)︀
+𝑀4‖𝑦(𝜎)𝑥 ]|20 +

𝑐0
2
Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑦𝑥]|20 6

6
(︀
𝜒𝑗
𝑖𝑎𝑦

(𝜎)
𝑥 +Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑖𝑦�̄�)

)︀
𝑦(𝜎)

⃒⃒𝑁
0
+𝑀5‖𝑦(𝜎)]|20 +

(︀
𝑏−𝑗
𝑖 𝑎𝑗𝑖𝑦

(𝜎)
�̄�,𝑖 , 𝑦

(𝜎)
)︀
+
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+
(︀
𝑏+𝑗
𝑖 𝑎𝑗𝑖+1𝑦

(𝜎)
𝑥,𝑖 , 𝑦

(𝜎)
)︀
−
(︀
𝑑𝑦(𝜎), 𝑦(𝜎)

)︀
+

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝𝑠𝑦
𝑠𝜏 , 𝑦(𝜎)

)︂
+
(︀
𝜙, 𝑦(𝜎)

)︀
. (60)

Преобразуем первое слагаемое в правой части (60) с учетом (57), (58):

(︀
𝜒𝑗
𝑖𝑎𝑦

(𝜎)
𝑥 +Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑖𝑦�̄�)

)︀
𝑦(𝜎)

⃒⃒𝑁
0

=
(︀
𝜒𝑗
𝑁𝑎𝑦

(𝜎)
𝑥,𝑁 +Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑖𝑦�̄�,𝑁 )

)︀
𝑦
(𝜎)
𝑁 =

=

[︂
𝜇+

1

2
ℎ𝜙𝑗

𝑁 − 𝛽𝑦
(𝜎)
𝑁 − 1

2
ℎ𝑑𝑦

(𝜎)
𝑁 − 1

2
ℎ

(︂
Δ𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁 −

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝𝑗𝑁,𝑠𝑦
𝑠
𝑁𝜏

)︂]︂
𝑦
(𝜎)
𝑁 6

6 −1

2
ℎ𝑦

(𝜎)
𝑁 Δ𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁 +𝑀6(𝜀)‖𝑦(𝜎)]|20 + 𝜀‖𝑦(𝜎)𝑥 ]|20 +𝑀7(𝜀)𝜇

2 +

+
1

2
ℎ𝑦

(𝜎)
𝑁 𝜙𝑗

𝑁 − 1

2
ℎ𝑑(𝑦

(𝜎)
𝑁 )2 +

1

2
ℎ𝑦

(𝜎)
𝑁

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝𝑗𝑁,𝑠𝑦
𝑠
𝑁𝜏 . (61)

Из (60) с учетом (61) при 𝜀 =𝑀4/2 находим

(︀
Δ𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦, 𝑦(𝜎)

]︀
+
𝑀4

2
‖𝑦(𝜎)𝑥 ]|20 +

𝑐0
2
Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑦𝑥]|20 6

6𝑀8‖𝑦(𝜎)]|20 +
(︀
𝑏−𝑗
𝑖 𝑎𝑗𝑖𝑦

(𝜎)
�̄�,𝑖 , 𝑦

(𝜎)
)︀
+
(︀
𝑏+𝑗
𝑖 𝑎𝑗𝑖+1𝑦

(𝜎)
𝑥,𝑖 , 𝑦

(𝜎)
)︀
−

−
(︀
𝑑𝑗𝑖𝑦

(𝜎), 𝑦(𝜎)
]︀
+

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝𝑠𝑦
𝑠𝜏 , 𝑦(𝜎)

]︂
+

1

2
𝜇2 +

(︀
𝜙, 𝑦(𝜎)

]︀
. (62)

Из (62) после несложных преобразований с учетом неравенства Коши с 𝜀
получим

Δ𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦]|20 +Δ𝛽
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦𝑥]|20 + ‖𝑦(𝜎)𝑥 ]|20 6

6𝑀9‖𝑦(𝜎)]|20 +𝑀10

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

‖𝑦]|20𝜏 +𝑀11(‖𝜙]|20 + 𝜇2). (63)

Перепишем (63) в другой форме:

Δ𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦]|20 +Δ𝛽
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦𝑥]|20 6𝑀𝜎
12‖𝑦𝑗+1]|20 +𝑀𝜎

13‖𝑦𝑗 ]|20 +𝑀14𝐹, (64)

где 𝐹 =
𝑗∑︀

𝑠=0
‖𝑦]|20𝜏 + ‖𝜙]|20 + 𝜇2.

1. Рассмотрим случай, когда 𝛼 > 𝛽. На основании леммы 4 из (64) с уче-
том (16) получаем

‖𝑦𝑗+1]|20 6𝑀15

(︂
‖𝑦0]|20 + max

06𝑗′6𝑗

(︂ 𝑗′∑︁
𝑠=0

‖𝑦]|20𝜏 + ‖𝜙]|20 + 𝜇2
)︂)︂

. (65)
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Тогда, повторяя рассуждения (39), (40), из (65) находим оценку

‖𝑦]|20 6𝑀16

(︀
‖𝑦0]|20 + max

06𝑗′6𝑗
(‖𝜙]|20 + 𝜇2)

)︀
. (66)

2. Рассмотрим случай, когда 𝛼 = 𝛽. В силу леммы 4 из (64) с учетом (40)
получаем

‖𝑦𝑗+1]|22 6𝑀17

(︀
‖𝑦0]|22 + max

06𝑗′6𝑗
(‖𝜙]|20 + 𝜇2)

)︀
. (67)

3. Рассмотрим случай, когда 𝛼 < 𝛽. Из (64) с учетом (39), (40) и неравенст-
ва ‖𝑦(𝜎)]|20 6 2𝑙2‖𝑦(𝜎)𝑥 ]|20 получаем

Δ𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦]|20 +Δ𝛽
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦𝑥]|20 6𝑀𝜎
18‖𝑦

𝑗+1
𝑥 ]|20 +𝑀𝜎

19‖𝑦
𝑗
𝑥]|

2
0 +𝑀14𝐹. (68)

На основании леммы 4 из (68) находим

‖𝑦𝑥]|20 6𝑀20

(︀
‖𝑦0]|22 + max

06𝑗′6𝑗
(‖𝜙𝑗′ ]|20 + 𝜇2)

)︀
. (69)

Из полученных априорных оценок (66), (67), (69) следуют единственность
и устойчивость решения разностной схемы (56)–(59) по начальным данным
и правой части, а также сходимость решения разностной задачи (56)–(59)
к решению дифференциальной задачи (1), (43), (3) так, что существует та-
кое 𝜏0, что при 𝜏 6 𝜏0 справедливы следующие оценки:

1) ‖𝑦𝑗+1 − 𝑢𝑗+1]|20 6𝑀16(ℎ
2 + 𝜏2−max{𝛼,𝛽}), когда 𝛼 > 𝛽;

2) ‖𝑦𝑗+1 − 𝑢𝑗+1]|21 6𝑀17(ℎ
2 + 𝜏2), когда 𝛼 = 𝛽;

3) ‖𝑦𝑗+1
𝑥 − 𝑢𝑗+1

𝑥 ]|20 6𝑀20(ℎ
2 + 𝜏2−max{𝛼,𝛽}), когда 𝛼 < 𝛽,

где 𝑀16, 𝑀17, 𝑀20 — не зависящие от ℎ и 𝜏 положительные константы.
�

6. Алгоритм численного решения краевой задачи (1), (43), (3).
Для численного решения задачи (1), (43), (3) приведем разностную схему
(56)–(59) к расчетному виду. Тогда уравнение (56) приводится к следующему
виду:

𝐴𝑖𝑦
𝑗+1
𝑖−1 − 𝐶𝑖𝑦

𝑗+1
𝑖 +𝐵𝑖𝑦

𝑗+1
𝑖+1 = −𝐹 𝑗

𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑁 − 1, (70)

где

𝐴𝑖 = 𝜏𝜎κ𝑗
𝑖 𝑎

𝑗
𝑖 + 𝛾𝑖

𝜏1−𝛽𝑐
(𝛽,𝜎)
0

Γ(2− 𝛽)
− 𝜏ℎ𝜎𝑏−𝑗

𝑖 𝑎𝑖,

𝐵𝑖 = 𝜏𝜎κ𝑗
𝑖 𝑎

𝑗
𝑖+1 + 𝛾𝑖+1

𝜏1−𝛽𝑐
(𝛽,𝜎)
0

Γ(2− 𝛽)
+ 𝜏ℎ𝜎𝑏+𝑗

𝑖 𝑎𝑖+1,

𝐶𝑖 = 𝐴𝑖 +𝐵𝑖 + ℎ2
𝜏1−𝛼𝑐

(𝛼,𝜎)
0

Γ(2− 𝛼)
+ 𝜏𝜎ℎ2𝑑𝑗𝑖 ,

𝐹 𝑗
𝑖 = 𝐴𝑖𝑦

𝑗
𝑖−1 − 𝐶𝑖𝑦

𝑗
𝑖 + �̃�𝑖𝑦

𝑗
𝑖+1 + ℎ2𝜏𝜙𝑗

𝑖 − ℎ2
𝜏1−𝛼

Γ(2− 𝛼)

𝑗−1∑︁
𝑠=0

𝑐
(𝛼,𝜎)
𝑗−𝑠 (𝑦𝑠+1

𝑖 − 𝑦𝑠𝑖 ) +
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+
𝜏1−𝛽

Γ(2− 𝛽)

𝑗−1∑︁
𝑠=0

𝑐
(𝛽,𝜎)
𝑗−𝑠

(︀
(𝛾𝑖+1𝑦𝑖+1)

𝑠+1 − (𝛾𝑖+1𝑦𝑖+1)
𝑠
)︀
−

− 𝜏1−𝛽

Γ(2− 𝛽)

𝑗−1∑︁
𝑠=0

𝑐
(𝛽,𝜎)
𝑗−𝑠

(︀(︀
(𝛾𝑖 + 𝛾𝑖+1)𝑦𝑖

)︀𝑠+1 −
(︀
(𝛾𝑖 + 𝛾𝑖+1)𝑦𝑖

)︀𝑠)︀
+

+
𝜏1−𝛽

Γ(2− 𝛽)

𝑗−1∑︁
𝑠=0

𝑐
(𝛽,𝜎)
𝑗−𝑠

(︀
(𝛾𝑖𝑦𝑖−1)

𝑠+1 − (𝛾𝑖𝑦𝑖−1)
𝑠
)︀
+ 𝜏ℎ2

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝𝑗𝑖,𝑠𝑦
𝑠
𝑖 𝜏 ,

𝐴𝑖 = 𝜏(1− 𝜎)κ𝑗
𝑖 𝑎

𝑗
𝑖 − 𝛾𝑖

𝜏1−𝛽𝑐
(𝛽,𝜎)
0

Γ(2− 𝛽)
− 𝜏ℎ(1− 𝜎)𝑏−𝑗

𝑖 𝑎𝑖,

�̃�𝑖 = 𝜏(1− 𝜎)κ𝑗
𝑖 𝑎

𝑗
𝑖+1 − 𝛾𝑖+1

𝜏1−𝛽𝑐
(𝛽,𝜎)
0

Γ(2− 𝛽)
+ 𝜏ℎ(1− 𝜎)𝑏+𝑗

𝑖 𝑎𝑖+1,

𝐶𝑖 = 𝐴𝑖 + �̃�𝑖 − ℎ2
𝜏1−𝛼𝑐

(𝛼,𝜎)
0

Γ(2− 𝛼)
+ 𝜏(1− 𝜎)ℎ2𝑑𝑗𝑖 .

Краевые условия (57), (58) принимают вид

𝑦0 = 0, (71)

𝑦𝑁 = κ𝑦𝑁−1 + 𝜇, (72)

где

κ =
(︁
𝜏𝜎κ𝑁𝑎𝑁 + 𝛾𝑁

𝜏1−𝛽𝑐
(𝛽,𝜎)
0

Γ(2− 𝛽)

)︁
×

×
(︁
𝜏𝜎κ𝑁𝑎

𝑗
𝑁 + 𝛾𝑁

𝜏1−𝛽𝑐
(𝛽,𝜎)
0

Γ(2− 𝛽)
+ 𝜎ℎ𝜏 ̃︀𝛽𝑗 + 1

2
ℎ2
𝜏1−𝛼𝑐

(𝛼,𝜎)
0

Γ(2− 𝛼)

)︁−1
,

𝜇 =

(︂̃︀𝜇ℎ𝜏 − (1− 𝜎)ℎ𝜏 ̃︀𝛽𝑦𝑗𝑁 −

− 𝜏(1− 𝜎)κ𝑁𝑎𝑁 (𝑦𝑗𝑁 − 𝑦𝑗𝑁−1) + 𝛾𝑁
𝜏1−𝛽𝑐

(𝛽,𝜎)
0

Γ(2− 𝛽)
(𝑦𝑗𝑁 − 𝑦𝑗𝑁−1) +

+
1

2
ℎ2
𝜏1−𝛼𝑐

(𝛼,𝜎)
0

Γ(2− 𝛼)
𝑦𝑁 − 1

2
ℎ2

𝜏1−𝛼

Γ(2− 𝛼)

𝑗−1∑︁
𝑠=0

𝑐
(𝛼,𝜎)
𝑗−𝑠 (𝑦𝑠+1

𝑁 − 𝑦𝑠𝑁 )−

− 𝜏1−𝛽

Γ(2− 𝛽)

𝑗−1∑︁
𝑠=0

𝑐
(𝛽,𝜎)
𝑗−𝑠

(︀
(𝛾𝑁𝑦𝑁 )𝑠+1 − (𝛾𝑁𝑦𝑁 )𝑠

)︀
+

1

2
𝜏ℎ2

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝𝑗𝑁,𝑠𝑦
𝑠
𝑁𝜏 +

+
𝜏1−𝛽

Γ(2− 𝛽)

𝑗−1∑︁
𝑠=0

𝑐
(𝛽,𝜎)
𝑗−𝑠

(︀
(𝛾𝑁𝑦𝑁−1)

𝑠+1 − (𝛾𝑁𝑦𝑁−1)
𝑠
)︀)︂

×
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×
(︂
𝜏𝜎κ𝑁𝑎

𝑗
𝑁 + 𝛾𝑁

𝜏1−𝛽𝑐
(𝛽,𝜎)
0

Γ(2− 𝛽)
+ 𝜎ℎ𝜏 ̃︀𝛽𝑗 + ℎ2

2

𝜏1−𝛼𝑐
(𝛼,𝜎)
0

Γ(2− 𝛼)

)︂−1

.

Таким образом, с учетом (70)–(72) разностная схема (56)–(59) приводится
к трехдиагональной системе линейных алгебраических уравнений, решение
которой легко находится известным методом прогонки.

7. Численный эксперимент. Коэффициенты уравнения и граничных
условий задачи (1), (43), (3) подберем таким образом, чтобы точным реше-
нием задачи была функция 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑥𝑡3𝑒𝑥.

Ниже в таблице приведены максимальное значение погрешности (𝑧 =
= 𝑦−𝑢) и порядок сходимости (Order of convergence) в норме |[·]|0 при различ-
ных значениях параметров 𝛼 = 0.01, 0.5, 0.99, 𝛽 = 0.01, 0.5; 0.99 и уменьшении
размера сетки, когда ℎ = 𝜏 . Погрешность уменьшается в соответствии с по-
рядком аппроксимации. Порядок сходимости будем определять по формуле
OC = log2

‖𝑧1‖
‖𝑧2‖ , где 𝑧1 и 𝑧2 — погрешности, соответствующие шагам 0.5ℎ, ℎ.

Результаты численного эксперимента [The numerical experiment results]
𝛼 𝛽 ℎ max

0<𝑗<𝑚
|[𝑧𝑗 ]|0 Order of convergence, |[ · ]|0

0.01 0.01 1/20 0.004995188
1/40 0.001244028 2.0055
1/80 0.000310374 2.0029
1/160 0.000077512 2.0015

0.5 1/20 0.007588088
1/40 0.001930506 1.9748
1/80 0.000495150 1.9630
1/160 0.000128319 1.9481

0.99 1/20 0.007131222
1/40 0.001794538 1.9905
1/80 0.000455417 1.9784
1/160 0.000117345 1.9564

0.01 0.5 1/20 0.010134180
1/40 0.002815421 1.8478
1/80 0.000805897 1.8047
1/160 0.000238188 1.7585

0.5 1/20 0.006797725
1/40 0.001693782 2.0048
1/80 0.000422395 2.0036
1/160 0.000105412 2.0026

0.99 1/20 0.009807660
1/40 0.002746763 1.8362
1/80 0.000794954 1.7888
1/160 0.000238462 1.7371
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𝛼 𝛽 ℎ max
0<𝑗<𝑚

|[𝑧𝑗 ]|0 Order of convergence, |[ · ]|0
0.01 0.99 1/20 0.008818458

1/40 0.002305232 1.9356
1/80 0.000627402 1.8774
1/160 0.000182676 1.7801

0.5 1/20 0.008932556
1/40 0.002366377 1.9164
1/80 0.000653947 1.8554
1/160 0.000193130 1.7596

0.99 1/20 0.008009633
1/40 0.002000081 2.0017
1/80 0.000499586 2.0013
1/160 0.000124819 2.0009

Заключение (Выводы). В настоящей работе рассмотрены краевые за-
дачи для интегро-дифференциального уравнения соболевского типа с кра-
евыми условиями первого и третьего родов с двумя операторами дробного
дифференцирования 𝛼 и 𝛽 разных порядков. Построены разностные схемы
порядка аппроксимации 𝑂(ℎ2+𝜏2) при 𝛼 = 𝛽 и 𝑂(ℎ2+𝜏2−max{𝛼,𝛽}) при 𝛼 ̸= 𝛽.
С помощью метода энергетических неравенств получены априорные оценки
в дифференциальной и разностной трактовках при различных соотношени-
ях 𝛼 и 𝛽, откуда следуют единственность, устойчивость, а также сходимость
решения разностной задачи к решению исходной дифференциальной задачи
со скоростью, равной порядку аппроксимации разностной схемы.
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Abstract

Boundary value problems are studied for a one-dimensional Sobolev type
integro-differential equation with boundary conditions of the first and third
kind with two fractional differentiation operators 𝛼 and 𝛽 of different orders.
Difference schemes of the order of approximation 𝑂(ℎ2 + 𝜏2) for 𝛼 = 𝛽
and 𝑂(ℎ2 + 𝜏2−max{𝛼,𝛽}) are constructed for 𝛼 ̸= 𝛽. Using the method of
energy inequalities, a priori estimates are obtained in the differential and
difference interpretations, from which the existence, uniqueness, stability,
and convergence of the solution of the difference problem to the solution of
the original differential problem at a rate equal to the order of approximation
of the difference scheme follow. Numerical experiments were carried out to
illustrate the results obtained in the paper.
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