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Аннотация
Статья посвящена строгому доказательству утверждения, что энтро-

пия принимает максимальное значение на поверхности тела с затуплен-
ной носовой частью, обтекаемого сверхзвуковым потоком, при наличии
плоскости симметрии течения. Это очевидно для тел вращения при нуле-
вом угле атаки, а численными расчетами и экспериментально установле-
но при ненулевых углах атаки. Доказательство сводится к обоснованию
того, что лидирующая линия тока (линия тока, пересекающая скачок
по нормали) заканчивается на теле. Иными словами, лидирующая ли-
ния тока и линия торможения совпадают. Такое доказательство полу-
чено Г. Б. Сизых в 2019 году для общего пространственного случая (не
только для течений с плоскостью симметрии). Это достаточно сложное
доказательство основано на критерии Зоравского, опыт использования
которого имеет лишь узкий круг специалистов, и опирается на предпо-
ложение о непрерывности вторых производных плотности и давления.
В настоящей статье для практически важного случая течений с плос-
костью симметрии (в частности, обтекание тел вращения при ненуле-
вом угле атаки) предлагается оригинальное простое доказательство, для
которого достаточно непрерывности только первых производных полей
плотности и давления и не требуется использования критерия Зоравско-
го.

Ключевые слова: уравнения Эйлера, изоэнтальпийные течения, за-
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Решение задачи Дородницына–Ладыженского

Введение. В сборнике статей [1], посвященном сверхзвуковым течениям
газа, опубликовано сообщение, в котором академик А. А. Дородницын пишет:
«При нулевом угле атаки на поверхности тела вращения энтропия принима-
ет максимальное значение. Многие расчеты и эксперименты показывают, что
и при углах атаки, отличных от нуля, энтропия сохраняет свое максимальное
значение с точностью, которая получена в этих расчетах или эксперименте.
Однако никакого строгого доказательства этого факта нет». Тем самым бы-
ла поставлена задача найти доказательство для обтекания тел вращения под
углом атаки. В настоящей статье она называется задачей Дородницына—Ла-
дыженского, так как в этом же сообщении А. А. Дородницын приводит одно
доказательство, которое в разговоре ему сообщил М. Д. Ладыженский. До-
казательство основано на двух предположениях:

– завихренность на поверхности тела непрерывно зависит от угла атаки;
– завихренность на поверхности тела вращения под нулевым углом атаки

отлична от нуля (кроме точки торможения).
С использованием этих двух предположений выкладки М. Д. Ладыженского
приводят к выводу о существовании некоторого ненулевого диапазона углов
атаки, при которых энтропия на поверхности тела вращения будет оставать-
ся максимальной. Предположение о непрерывной зависимости завихренности
на поверхности тела вращения от угла атаки и отсутствие не только точного
значения, но и каких-либо оценок упомянутого диапазона углов атаки озна-
чает, что вопрос был решен лишь частично.

При сверхзвуковом (число Маха M > 1) обтекании тел с гладкой вы-
пуклой носовой частью возникает отошедший головной скачок. Если тело
вращения расположено так, что ось симметрии параллельна скорости набе-
гающего потока (нулевой угол атаки), то линия торможения 𝐴𝐵, лежащая
на этой оси (рис. 1, a), заканчивается на теле в точке торможения 𝐵 (ко-
торую также называют передней критической точкой). При этом точка 𝐴
расположена на скачке там, где касательная к скачку плоскость перпенди-
кулярна скорости набегающего потока (такая точка называется лидирующей
точкой скачка, а проходящая через нее линия тока — лидирующей линией
тока или, для краткости, лидирующей линией). Поэтому параметры течения
в точке 𝐵 можно рассчитывать по параметрам набегающего потока. Для это-

Рис. 1. Гладкая выпуклая носовая часть в сверхзвуковом потоке: a — осесим-
метричное обтекание; b — неосесимметричное обтекание

[Figure 1. Smooth convex nose in supersonic flow: a — axisymmetric flow; b —
non-axisymmetric flow]
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го достаточно использовать условия Ренкина—Гюгонио на прямом скачке [2]
в точке 𝐴 и условие сохранения энтропии на линии торможения (энтропия
сохраняется на любой линии тока в области, где нет скачков и разрывов).
Хорошо известно [3,4], что при одинаковых параметрах набегающего потока
энтропия сразу за прямым скачком выше, чем за косым. Поскольку лидиру-
ющая точка есть единственная точка, где скачок является прямым, энтропия
в течении за скачком принимает максимальное значение на линии торможе-
ния и на поверхности тела (последнее следует из того, что линия торможения
растекается из точки 𝐵 по поверхности тела).

Если угол атаки не нулевой, то энтропия сразу за скачком также макси-
мальна в лидирующей точке. Поэтому в течении за скачком энтропия при-
нимает максимальное значение на лидирующей линии тока. Следовательно,
задача Дородницына—Ладыженского сводится к обоснованию того, что ли-
дирующая линия заканчивается на теле. Другими словами, требуется дока-
зать, что при углах атаки, отличных от нуля, при обтекании тел вращения
лидирующая линия тока и линия торможения совпадают (рис. 1, b).

В. В. Сычев в 1968 году в предисловии к [1] замечает, что «проблема вели-
чины энтропии на поверхности тела вращения под углом атаки . . . вызывала
в последние годы оживленные дискуссии». Несмотря на это, задача была ре-
шена в [5] только спустя пятьдесят лет, в 2019 году, причем не только для
тел вращения, но и для тел с несимметричной, гладкой и выпуклой носовой
частью.

Однако доказательство [5] изложено настолько кратко, что обоснован-
ность в тексте некоторых шагов оказалась сложна для понимания. Поэтому
позже автор [5] повторил в статье [6] это доказательство в развернутом ви-
де с подробным обоснованием всех шагов. В итоге доказательство оказалось
громоздким и, по существу, представляет собой некоторую теорию, состоя-
щую из нескольких теорем. Кроме того, в этом доказательстве используется
критерий Зоравского [7–9], который известен только узкому кругу специа-
листов. Поэтому возникла идея предложить более короткое и более простое
доказательство без использования критерия Зоравского.

Большинство летательных аппаратов имеют вертикальную плоскость сим-
метрии. При нулевом угле скольжения плоскостью симметрии обладает и по-
ле течения. В частном случае обтекания тел вращения (случай задачи Дород-
ницына—Ладыженского) течение обладает плоскостью симметрии (не обяза-
тельно вертикальной) при любых углах атаки и скольжения. Таким образом,
течения с плоскостью симметрии представляют собой важный практический
случай. Для таких течений удалось найти простое и короткое (по сравнению
с [5,6]) решение задачи о совпадении лидирующей линии тока и линии тормо-
жения, что, в частности, означает решение задачи Дородницына—Ладыжен-
ского. Ниже в настоящей статье приводится это решение. С теоретической
точки зрения новизна состоит в том, что применение нового доказательства
позволило ослабить требования к гладкости полей плотности и давления. Ес-
ли в [5,6] требовалась непрерывность вторых производных этих параметров,
то для нового доказательства достаточно непрерывности первых производ-
ных.

Идеи, применяемые при доказательстве некоторых теорем, зачастую поз-
воляют решать такие задачи, которые не решаются применением самих этих
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теорем. Примером такой идеи служит преобразование Абеля, применяемое
при доказательстве признака Дирихле сходимости рядов. Поэтому и в ме-
ханике сплошной среды некоторые новые доказательства считаются новыми
результатами. Например, в середине прошлого века в США были опублико-
ваны новые, более простые доказательства [7] известных теорем Гельмгольца
о вихрях и критерия Зоравского. Следуя этому примеру, автор настоящей
статьи решил опубликовать новое, более простое решение задачи Дородни-
цына—Ладыженского.

1. Обозначения и уравнения движения. Рассмотрим стационарное
обтекание тела с гладкой выпуклой носовой частью, имеющего плоскость
симметрии, однородным сверхзвуковым потоком идеального совершенного
газа, скорость которого параллельна плоскости симметрии. Поскольку но-
совая часть гладкая и выпуклая, отошедший головной скачок уплотнения
также будет иметь гладкую выпуклую форму. При этом ниже по течению
могут находиться другие скачки уплотнения и тангенциальные разрывы.

Будем считать, что в течении существует ограниченная область 𝐺, замы-
кание 𝐺 которой расположено между головным скачком и носовой частью,
обладающая следующими свойствами. Линия торможения 𝐴𝐵, за исключени-
ем точки𝐴 на скачке и точки торможения𝐵 на теле, лежит внутри замкнутой
области 𝐺 (рис. 2). При этом часть границы 𝐺, лежащая на поверхности тела,
представляет собой замыкание двумерной окрестности точки 𝐵, а часть гра-
ницы, лежащая на скачке, представляет собой замыкание двумерной окрест-
ности точки 𝐴. Оставшаяся же часть границы вместе с внутренними точками
𝐺 находится внутри зоны течения, в которой отсутствуют скачки, разрывы
и другие точки торможения (кроме точки торможения 𝐵).

Введем следующие обозначения: V — вектор скорости, 𝜌— плотность, 𝑝—
давление, Ω = rotV — вектор завихренности. Для совершенного газа давле-
ние 𝑝 и плотность 𝜌 в замкнутой области 𝐺 связаны соотношением 𝑝𝜌−𝑘 = 𝜎,
где 𝑘— показатель адиабаты, 𝜎— энтропийная функция. В силу отсутствия
теплопередачи энтропийная функция на меняется вдоль линий тока, но мо-
жет быть различной на различных линиях тока. Это свойство выражается
уравнением (V · ∇)𝜎 = 0.

Рис. 2. Замкнутая область 𝐺 и ее граница 𝜕𝐺. Линия тор-
можения, за исключением точек 𝐴 и 𝐵, лежит внутри 𝐺

[Figure 2. Closed area 𝐺 and its boundary 𝜕𝐺. The stagnation
line with the exception of points 𝐴 and 𝐵 lies inside 𝐺]
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2. Требования к гладкости параметров течения. Поскольку точ-
ки замкнутой области 𝐺, за исключением граничных точек на скачке и на
теле, являются внутренними точками зоны течения, в которой отсутствуют
скачки и разрывы, будем считать, что в этих точках компоненты скорости V
являются дважды непрерывно дифференцируемыми, а 𝜌 и 𝑝— непрерывно
дифференцируемыми функциями пространственных координат. Кроме того,
поскольку поверхности скачка и тела являются дважды непрерывно диф-
ференцируемыми поверхностями, будем считать, что все параметры течения
(V, 𝜌 и 𝑝) и их первые производные, а для компонент скорости — и вторые
производные допускают непрерывное продолжение из внутренних точек за-
мкнутой области𝐺 как на поверхность скачка, так и на поверхность тела. Под
значениями производных1 на упомянутых поверхностях будем понимать их
непрерывные продолжения из внутренних точек 𝐺. Содержательность рас-
смотрения случая непрерывности вторых производных V, в том числе в невы-
колотой окрестности точки 𝐵, подробно обоснована в [6].

3. Уравнения движения. Течение газа в замкнутой области 𝐺 под-
чиняется уравнению неразрывности div(𝜌V) = 0. Полная энтальпия 𝑖0 =

= 𝑘(𝑘 − 1)−1(𝑝/𝜌) + V2/2 не меняется при переходе через скачок. Набега-
ющий поток однороден. Поэтому поле 𝑖0 однородно (∇𝑖0 = 0) во всех точ-
ках течения, т.е. оно однородно до и после скачка. Такое течение называется
изоэнергетическим. В этом случае стационарное уравнение Эйлера в форме
Крокко [4, 10] записывается следующим образом:2

Ω×V = (𝑘 − 1)−1𝑝𝜌−1∇ ln𝜎. (1)

4. Скоростная альтернатива. Докажем следующее утверждение, кото-
рое верно без предположения о какой-либо симметрии.

Скоростная альтернатива. Если на некотором отрезке (включая гра-
ничные точки отрезка) вихревой линии стационарного изоэнергетического
течения идеального совершенного газа с дважды непрерывно дифференциру-
емыми компонентами скорости и с непрерывно дифференцируемыми плот-
ностью и давлением завихренность не обращается в нуль, то либо весь от-
резок вихревой линии состоит из точек торможения, либо во всех точках
этого отрезка скорость газа отлична от нуля.

До к а з ат е л ь ств о. Представим уравнение (1) в виде

(𝑝−1Ω)× (𝜌V) = (𝑘 − 1)−1∇ ln𝜎.

Применение операции ротора к этому уравнению с использованием двух из-
вестных векторных тождеств rot(a×b) ≡ (b ·∇)a− (a ·∇)b+adivb−bdiv a
и rot(∇𝜑) ≡ 0 и уравнения неразрывности div(𝜌V) = 0 дает

𝜌(V · ∇)(𝑝−1Ω)− ((𝑝−1Ω) · ∇)(𝜌V)− 𝜌V div(𝑝−1Ω) = 0.

1Таким образом, предполагается непрерывность производных во всех точках замкнутой
области 𝐺, в том числе в точке 𝐵.

2См. приложение в конце статьи.
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Поскольку divΩ ≡ 0, последнее слагаемое этого уравнения преобразуется
к виду

𝜌V div(𝑝−1Ω) = 𝜌V(𝑝−1 divΩ+Ω · ∇𝑝−1) = −𝜌𝑝−2V(Ω · ∇𝑝) =

= −𝜌𝑝−1V(Ω · ∇ ln 𝑝) = −𝜌V((𝑝−1Ω) · ∇ ln 𝑝),

а само уравнение — к виду

𝜌(V · ∇)(𝑝−1Ω)− ((𝑝−1Ω) · ∇)(𝜌V) + 𝜌V((𝑝−1Ω) · ∇ ln 𝑝) = 0. (2)

Во втором слагаемом представим завихренность в виде Ω = Ωe, где e =
= Ω/|Ω|, |e| = 1, Ω = |Ω| > 0, и запишем уравнение (2) следующим образом:

(e · ∇)(𝜌V) =
𝑝

Ω

[︀
(𝜌V · ∇)(𝑝−1Ω) + 𝜌V((𝑝−1Ω) · ∇ ln 𝑝)

]︀
. (3)

Пусть 𝑙— переменная длина дуги на рассматриваемом отрезке вихревой ли-
нии. Тогда на этой вихревой линии все параметры течения и их производные
есть функции от 𝑙. Поэтому (e·∇)(𝜌V) = 𝑑

𝑑𝑙 (𝜌V), а уравнение (3) представля-
ется в виде линейной системы обыкновенных дифференциальных уравнений
(для компонент вектора 𝜌V) с коэффициентами, зависящими от 𝑙:

𝑑

𝑑𝑙

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜌𝑉𝑥

𝜌𝑉𝑦

𝜌𝑉𝑧

⎞⎟⎟⎟⎠ =
𝑝

Ω

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑓 + 𝜕(𝑝−1Ω𝑥)/𝑑𝑥 𝜕(𝑝−1Ω𝑥)/𝑑𝑦 𝜕(𝑝−1Ω𝑥)/𝑑𝑧

𝜕(𝑝−1Ω𝑦)/𝑑𝑥 𝑓 + 𝜕(𝑝−1Ω𝑦)/𝑑𝑦 𝜕(𝑝−1Ω𝑦)/𝑑𝑧

𝜕(𝑝−1Ω𝑧)/𝑑𝑥 𝜕(𝑝−1Ω𝑧)/𝑑𝑦 𝑓 + 𝜕(𝑝−1Ω𝑧)/𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝜌𝑉𝑥

𝜌𝑉𝑦

𝜌𝑉𝑧

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

(4)
где 𝑓 = 𝑝−1(Ω · ∇) ln 𝑝, а нижние индексы обозначают компоненты векто-
ров в произвольно выбранной прямоугольной декартовой системе коорди-
нат 𝑂𝑥𝑦𝑧.

Коэффициенты матрицы зависят как от самих газодинамических функ-
ций, так и от их первых производных, и являются непрерывными (и огра-
ниченными) функциями пространственных координат на рассматриваемом
отрезке вихревой линии (поскольку из непрерывности Ω и из условия Ω =
= |Ω| > 0 следует ограниченность 𝑝/Ω на этом отрезке). Если считать ко-
эффициенты матрицы заданными функциями переменной 𝑙, то матричное
уравнение (4) представляет собой систему обыкновенных дифференциальных
уравнений для компонент вектора 𝜌V, рассматриваемых как функции пере-
менной 𝑙. Эта система линейна, а ее коэффициенты зависят от 𝑙, непрерывны
по 𝑙 и ограничены в ограниченной области (поскольку они непрерывны и огра-
ничены как функции пространственных координат, которые в свою очередь
непрерывны и ограничены как функции переменной 𝑙). Поэтому из теоремы
существования и единственности для систем обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений [11–13] следует, что на всем рассматриваемом отрезке линии
тока либо 𝜌V ≡ 0, либо 𝜌V ̸= 0. Скоростная альтернатива доказана. �

Замечание 1. Рассмотрение в скоростной альтернативе именно отрезков
вихревых линий существенно. Это связано с тем, что из условия Ω = |Ω| > 0
для (открытого) интервала вихревой линии не следует ограниченность 𝑝/Ω
на этом интервале.
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Замечание 2. Сформулированные выше «требования к гладкости пара-
метров течения» обосновывают векторные тождества, использованные выше
при доказательстве. Кроме того, непрерывность вторых производных ско-
рости означает непрерывность первых производных завихренности Ω, что
в свою очередь позволяет так параметризовать векторную линию Ω, что про-
странственные координаты точек на этой линии будут непрерывно зависеть
от параметра (в доказательстве это параметр 𝑙).

5. Завихренность в точке торможения. Точка торможения 𝐵 (см.
рис. 1) есть точка растекания газа. Поэтому энтропийная функция на по-
верхности тела равна своему значению в точке 𝐵 и вектор ∇ ln𝜎 ортогона-
лен поверхности тела. Вместе с уравнением (1) это означает, что в точках
поверхности тела, где V ̸= 0 (то есть всюду, кроме точки 𝐵), вектор Ω лежит
в касательной к поверхности тела плоскости. Из непрерывности Ω следу-
ет, что в точке 𝐵 вектор Ω также лежит в касательной к поверхности тела
плоскости. Поэтому если предположить, что Ω(𝐵) ̸= 0, то через точку 𝐵
должен проходить отрезок вихревой линии (завихренность Ω на этом отрез-
ке отлична от нуля), лежащий на поверхности тела. Но на такой линии есть
точка торможения и точки со скоростью, отличной от нуля (все остальные
точки отрезка), что противоречит скоростной альтернативе (см. предыдущий
раздел). Поэтому предположение Ω(𝐵) ̸= 0 приводит к противоречию. Сле-
довательно, Ω(𝐵) = 0. Вывод о нулевой завихренности в точке торможения
получен без использования свойств течения, вытекающих из существования
плоскости симметрии. Этот промежуточный результат сам по себе представ-
ляет важное свойство трехмерных течений в окрестности точки торможения.

6. Течение с плоскостью симметрии. Далее будем рассматривать те-
чение, в котором обтекаемое тело симметрично относительно некоторой плос-
кости, которая параллельна скорости однородного сверхзвукового набегаю-
щего потока V0. Расположим прямоугольную декартову систему координат
𝑂𝑥𝑦𝑧 так, чтобы плоскость симметрии течения совпала с плоскостью 𝑂𝑥𝑦, то
есть с плоскостью 𝑧 = 0. Введем обозначения: 𝑢, 𝑣 и 𝑤— компоненты скорости
газа V в системе 𝑂𝑥𝑦𝑧; i, j, k— единичные базисные векторы этой системы
(k направлен в положительном направлении оси 𝑧, а V0 = 𝑢0i). В силу сим-
метрии течение за скачком будет симметричным:

𝑝(𝑥, 𝑦,−𝑧) = 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝜌(𝑥, 𝑦,−𝑧) = 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧), (5)
𝑢(𝑥, 𝑦,−𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑣(𝑥, 𝑦,−𝑧) = 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧), (6)
𝑤(𝑥, 𝑦,−𝑧) = −𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) (⇒ 𝑤(𝑥, 𝑦, 0) = 0). (7)

7. Завихренность на линии торможения. В силу симметрии линия
торможения и точка торможения лежат на плоскости симметрии 𝑧 = 0. Упро-
стим уравнение (2) для точек на плоскости симметрии (и для точек на линии
торможения).

Из равенств (5)–(7) следует, что на плоскости симметрии выполняются
шесть равенств: 𝜕𝜌/𝜕𝑧 = 𝜕𝑝/𝜕𝑧 = 𝜕𝑢/𝜕𝑧 = 𝜕𝑣/𝜕𝑧 = 𝜕𝑤/𝜕𝑥 = 𝜕𝑤/𝜕𝑦 = 0.
Поэтому на плоскости симметрии

Ω(𝑥, 𝑦, 0) =
(︁𝜕𝑤
𝜕𝑦

− 𝜕𝑣

𝜕𝑧

)︁
i+

(︁𝜕𝑢
𝜕𝑧

− 𝜕𝑤

𝜕𝑥

)︁
j+

(︁𝜕𝑣
𝜕𝑥

− 𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︁
k =
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= (0− 0)i+ (0− 0)j+
(︁𝜕𝑣
𝜕𝑥

− 𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︁
k =

(︁𝜕𝑣
𝜕𝑥

− 𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︁
k.

Следовательно, на плоскости симметрии и на линии торможения Ω = Ωk,
где Ω = |Ω|, и

(Ω · ∇) = Ω(k · ∇) = Ω
𝜕

𝜕𝑧
.

Поэтому

(𝑝−1Ω) · ∇ ln 𝑝 = 𝑝−1(Ω · ∇) ln 𝑝 = 𝑝−1Ω
𝜕

𝜕𝑧
ln 𝑝 = 0,

что означает равенство нулю последнего слагаемого (2).
Учитывая, что 𝜕𝜌/𝜕𝑧 = 𝜕𝑢/𝜕𝑧 = 𝜕𝑣/𝜕𝑧 = 0, упростим второе слагае-

мое (2):

(︀
(𝑝−1Ω) · ∇

)︀
(𝜌V) = 𝑝−1(Ω · ∇)(𝜌V) = 𝑝−1Ω

𝜕

𝜕𝑧
(𝜌V) =

= 𝑝−1𝜌Ω
𝜕

𝜕𝑧
(𝑢i+ 𝑣j+ 𝑤k) =

(︁
𝑝−1𝜌Ω

𝜕𝑤

𝜕𝑧

)︁
k.

Поскольку на плоскости симметрии 𝑤(𝑥, 𝑦, 0) = 0, оператор

V · ∇ = 𝑢
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕

𝜕𝑧
= 𝑢

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑦
,

примененный на плоскости симметрии (где Ω = Ωk) к вектору 𝑝−1Ω, дает(︁
𝑢
𝜕

𝜕𝑥
(𝑝−1Ω) + 𝑣

𝜕

𝜕𝑦
(𝑝−1Ω)

)︁
k.

Следовательно, первое слагаемое (2) на плоскости симметрии имеет вид

𝜌(V · ∇)(𝑝−1Ω) =
[︀
𝜌(V · ∇)(𝑝−1Ω)

]︀
k.

В итоге получается, что векторное уравнение (2) на плоскости симметрии
равносильно скалярному уравнению

𝜌(V · ∇)(𝑝−1Ω)− 𝑝−1𝜌Ω
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0

или
𝜌𝑝−1(V · ∇)Ω− Ω𝜌𝑝−2(V · ∇𝑝)− Ω𝜌𝑝−1𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0.

Во всех точках линии 𝐴𝐵, кроме точки 𝐵, скорость V отлична от нуля,
и, следовательно, V = 𝑉 e, где e = V/|V|, 𝑉 = |V|, |e| = 1 (не путать с векто-
ром e в доказательстве скоростной альтернативы). В этих точках последнее
уравнение равносильно уравнению (e · ∇)Ω = Ω(𝑝−1(e · ∇𝑝) + 𝑉 −1𝜕𝑤/𝜕𝑧).

Если 𝑙— переменная длина дуги на линии 𝐴𝐵 (величина 𝑙 отсчитывается
от точки 𝐴), то последнее уравнение суть обыкновенное дифференциальное
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уравнение для величины завихренности Ω, рассматриваемой как функция
от 𝑙:

𝑑

𝑑𝑙
Ω = Ω(𝑝−1(e · ∇𝑝) + 𝑉 −1𝜕𝑤/𝜕𝑧),

где множитель (𝑝−1(e ·∇𝑝)+𝑉 −1𝜕𝑤/𝜕𝑧) можно считать некоторой заданной
функцией переменной 𝑙. Следовательно, для любой точки 𝐶 ̸= 𝐵, лежащей
на линии 𝐴𝐵,

Ω(𝐶) = Ω(𝐴) exp {𝐼(𝐶)} , (8)

где 𝐼(𝐶) =
∫︁
𝐴𝐶

(︀
𝑝−1(e ·∇𝑝)+𝑉 −1𝜕𝑤/𝜕𝑧

)︀
d𝑙— криволинейный интеграл вдоль

линии 𝐴𝐵 от точки 𝐴 до точки 𝐶. Подынтегральная функция есть сумма
двух слагаемых. Первое слагаемое 𝑝−1(e · ∇𝑝) ограничено, т.к. давление от-
граничено от нуля. При этом второе слагаемое 𝑉 −1𝜕𝑤/𝜕𝑧 может быть не
ограничено в окрестности точки 𝐵, где 𝑉 = 0. Передняя точка торможения
𝐵 является точкой растекания. В некоторой пространственной окрестности
точки 𝐵 линии тока, проходящие рядом с линией торможения и находящиеся
вне плоскости симметрии, также растекаются вблизи поверхности тела, уда-
ляясь от плоскости симметрии. Поэтому из симметрии следует, что в некото-
рой пространственной окрестности точки 𝐵 выполняются неравенства 𝑤 6 0
при 𝑧 6 0 и 𝑤 > 0 при 𝑧 > 0. Таким образом, в этой окрестности на линии 𝐴𝐵
выполняется неравенство 𝑉 −1𝜕𝑤/𝜕𝑧 > 0. Это значит, что несобственный ин-

теграл 𝐼(𝐵) =

∫︁
𝐴𝐵

(︀
𝑝−1(e · ∇𝑝) + 𝑉 −1𝜕𝑤/𝜕𝑧

)︀
d𝑙 или сходится, или расходится

к +∞. Если предположить, что Ω(𝐴) ̸= 0, то, согласно (8), случаю 𝐼(𝐵) = +∞
соответствует бесконечная завихренность в точке 𝐵 (уравнение (8) верно на
всей линии торможения, исключая точку 𝐵, но завихренность, как и осталь-
ные параметры течения, непрерывна на всей линии торможения без исключе-
ния). Это противоречит полученному выше выводу о нулевой завихренности
в точке 𝐵. Поэтому или Ω(𝐴) = 0, или интеграл 𝐼(𝐵) сходится. В первом
случае из (8) следует, что завихренность Ω = 0 на всей линии торможения.
Во втором случае Ω(𝐵) = lim

𝐶→𝐵
Ω(𝐶), где 𝐶 приближается к 𝐵 по линии тор-

можения. То есть Ω(𝐵) = Ω(𝐴) exp 𝐼(𝐵), где 0 < exp 𝐼(𝐵) < +∞. С учетом
Ω(𝐵) = 0 снова приходим к выводу, что Ω(𝐴) = 0 и, согласно (8), завих-
ренность Ω = 0 на всей линии торможения. Это значит (см. уравнение (1)),
что на всей линии торможения ∇𝜎 ≡ 0. Таким образом, получен следующий
результат.

Завихренность Ω и градиент энтропийной функции ∇𝜎 в течении с плос-
костью симметрии равны нулю во всех точках линии торможения, вклю-
чая точку ее начала на скачке (∇𝜎(𝐴) = 0).

8. Завершение доказательства. Пусть 𝐴′ — точка на скачке, в которой
касательная к скачку плоскость перпендикулярна направлению набегающе-
го потока (начало лидирующей линии тока за скачком, лидирующая точка
скачка). Параметры течения на разных сторонах скачка связаны условия-
ми на косом скачке уплотнения [3, 4]. Из этих условий и из того, что скачок
имеет искривленную выпуклую форму, следует известное свойство, состоя-
щее в том, что ∇𝜎 на поверхности скачка (в течении за скачком) равен нулю
только в точке 𝐴′. Итак, 𝐴′ — единственная точка на скачке, где ∇𝜎 = 0,
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а энтропия максимальна на линии тока, начинающейся в этой точке. Выше
было показано, что ∇𝜎(𝐴) = 0. Поэтому точка 𝐴 совпадает с точкой 𝐴′. Та-
ким образом, приходим к основному результату (в формулировке опущены
требования к гладкости, сформулированные в начале статьи).

В течениях идеального совершенного газа с отошедшим головным скач-
ком при обтекании тел с гладкой выпуклой носовой частью при наличии
плоскости симметрии течения линия торможения совпадает с лидирую-
щей линией (то есть начинается там, где касательная к скачку плоскость
перпендикулярна скорости набегающего потока (см. рис. 1)), а энтропия
принимает максимальное значение на линии торможения и на поверхно-
сти тела. При этом завихренность на всей линии торможения равна нулю.

Заключение. Строго установлено, что при обтекании с отошедшим го-
ловным скачком тел с гладкой выпуклой носовой частью при наличии плоско-
сти симметрии течения линия торможения совпадает с лидирующей линией,
то есть начинается там, где касательная к скачку плоскость перпендикулярна
скорости набегающего потока, а энтропия принимает максимальное значение
на линии торможения и на поверхности тела. При этом завихренность на всей
линии торможения равна нулю.

Доказательство проведено без использования критерия Зоравского и с ми-
нимальным требованием непрерывности только первых производных полей
плотности и давления.

Приложение. Докажем, что векторное уравнение (1) в частном случае изо-
энергетических (∇𝑖0 = 0) течений эквивалентно векторному уравнению Эйлера,
записанному в классической форме

(V · ∇)V = −𝜌−1∇𝑝. (9)

Используя известное векторное тождество ∇(a2) ≡ 2(a · ∇)a + 2a × rota, запишем
уравнение Эйлера (9) в форме Громеки—Ламба Ω×V = −𝜌−1∇𝑝−∇(V2/2). Далее
выразим V2/2 через формулу для полной энтальпии V2/2 = 𝑖0 − 𝑘(𝑘 − 1)

−1
(𝑝/𝜌)

и получим
Ω×V = −𝜌−1∇𝑝−∇(𝑖0 − 𝑘(𝑘 − 1)

−1
(𝑝/𝜌))

или (поскольку ∇𝑖0 = 0)

Ω×V = −𝜌−1∇𝑝+ 𝑘(𝑘 − 1)
−1∇(𝑝𝜌−1). (10)

Таким образом, уравнение (10) есть уравнение Эйлера для изоэнергетических (по-
стоянная полная энтальпия 𝑖0) течений. Покажем эквивалентность уравнений (1)
и (10). Для этого покажем, что правые части (1) и (10) равны.

Используя выражение для энтропийной функции 𝜎 = 𝑝𝜌−𝑘 для правой части (1),
имеем

𝑘(𝑘 − 1)
−1
𝑝𝜌−1∇ ln𝜎 = 𝑘(𝑘 − 1)

−1
𝑝𝜌−1∇ ln(𝑝𝜌−𝑘) =

= (𝑘 − 1)
−1
𝑝𝜌−1(∇ ln 𝑝− 𝑘∇ ln 𝜌) = (𝑘 − 1)

−1
𝑝𝜌−1(𝑝−1∇𝑝− 𝑘𝜌−1∇𝜌) =

= (𝑘 − 1)
−1
𝜌−1∇𝑝− 𝑘(𝑘 − 1)

−1
𝑝𝜌−2∇𝜌 =

= (−1 + 1 + (𝑘 − 1)
−1

)𝜌−1∇𝑝− 𝑘(𝑘 − 1)
−1
𝑝𝜌−2∇𝜌 =

= (−1 + 𝑘(𝑘 − 1)
−1

)𝜌−1∇𝑝− 𝑘(𝑘 − 1)
−1
𝑝𝜌−2∇𝜌 =
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= −𝜌−1∇𝑝+ 𝑘(𝑘 − 1)
−1

(𝜌−1∇𝑝− 𝑝𝜌−2∇𝜌) =

= −𝜌−1∇𝑝+ 𝑘(𝑘 − 1)
−1

(𝜌−1∇𝑝+ 𝑝∇(𝜌−1)) =

= −𝜌−1∇𝑝+ 𝑘(𝑘 − 1)
−1∇(𝑝𝜌−1).

В начале этой цепочки равенств находится правая часть уравнения (1), в конце —
правая часть уравнения (10). Поэтому уравнение (1) есть уравнение Эйлера для
изоэнергетических (∇𝑖0 = 0) стационарных течений идеального совершенного газа.
Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.
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Abstract
The article is devoted to a rigorous proof of the statement that entropy

takes the maximum value on the surface of a body with a blunted nose,
streamlined by a supersonic flow, in the presence of a plane of symmetry of
the flow. This is obvious for bodies of rotation at zero angle of attack, and
it is established by numerical calculations and experimentally at non-zero
angles of attack. The proof boils down to the justification that the leading
streamline (the current line crossing the shock along the normal) ends on
the body. In other words, that the leading streamline and the stagnation
line are coincide. Such a proof was obtained by G. B. Sizykh in 2019 for the
general spatial case (not only for flows with a plane of symmetry). This rather
complicated proof is based on the Zoravsky criterion, which only a narrow
circle of specialists has experience using, and is based on the assumption
of the continuity of the second derivatives of density and pressure. In this
paper, for the practically important case of flows with a plane of symmetry
(in particular, the flow around bodies of rotation at a non-zero angle of
attack), an original simple proof is proposed, for which the continuity of
only the first derivatives of the density and pressure fields is sufficient and
it is not necessary to use the Zoravsky criterion.

Keywords: Euler equations, isenthalpic flows, vorticity, stagnation stream-
line, leading streamline, detached bow shock.
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