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Аннотация
В работе изучена спектральная задача для обыкновенного дифферен-
циального уравнения второго порядка на конечном отрезке с разрыв-
ным коэффициентом при старшей производной. На концах отрезка за-
даны краевые условия первого рода, во внутренней точке заданы усло-
вия сопряжения по функции и первой производной. Найдены собствен-
ные значения с соответствующей асимптотикой как корни трансцен-
дентного уравнения. Система собственных функций представляет собой
тригонометрические синусы на одной половине отрезка и гиперболиче-
ские синусы— на другой. Система собственных функций неортогональ-
на в пространстве квадратично суммируемых функций. Построена соот-
ветствующая ей биортогональная система функций как решение сопря-
женной задачи. При доказательстве полноты биортогональной системы
использована известная теорема Келдыша о полноте системы собствен-
ных функций несамосопряженного оператора.
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При доказательстве единственности решения краевых задач для диф-
ференциальных уравнений в частных производных можно применять метод
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Гимал т д и н о в а А. А., К у р м а н К. В.

В. И. Ильина [2], использующий полноту в L2 соответствующей системы соб-
ственных функций. Таким методом, например, исследована задача Дирихле
для уравнений смешанного типа с одной линией изменения типа в прямо-
угольной области в работах [3, 4].

При изучении задачи Дирихле для уравнения Лаврентьева—Бицадзе с дву-
мя линиями изменения типа

Lu ≡ (signx)uxx + (sign y)uyy = 0

в прямоугольной области D = {(x, y) ∈ R2 | −1 < x < 1, −α < y < β},
α, β > 0, возникает следующая спектральная задача.

Задача. Найти значения λ = µ2 ∈ C и соответствующие функции X(x),
удовлетворяющие условиям:

(signx)X ′′ + λX = 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), (1)
X(0 + 0) = X(0− 0), X ′(0 + 0) = X ′(0− 0), X(1) = X(−1) = 0. (2)

В работе [5] изучена похожая задача, найдена система собственных функ-
ций и исследована на полноту, только коэффициент при старшей производной
в дифференциальном уравнении был кусочно-постоянным с положительны-
ми значениями.

Ранее в работе [6] доказана полнота и базисность в L2(0, 1) одной системы
разрывных собственных функций для оператора второго порядка с постоян-
ным коэффициентом при старшей производной, но с нелокальными услови-
ями.

Уравнение (1) можно записать в виде X ′′ + λ(signx)X = 0, то есть име-
ем задачу с условиями сопряжения во внутренней точке для уравнения со
знакопеременной весовой функцией.

В работе [7] изучались спектральные задачи для обыкновенных диффе-
ренциальных операторов второго и четвёртого порядка с условиями сопряже-
ния во внутренней точке и с кусочно-постоянным весовым коэффициентом,
но система собственных функций не исследована на полноту.

В работе [8] рассмотрены спектральные задачи с незнакоопределенной
весовой функцией для самосопряжённого эллиптического оператора, приве-
дены примеры из математической физики, иллюстрирующие возникновение
таких задач.

В нашей работе будет построена система собственных функций, соответ-
ствующая ей биортогональная система и проведено её исследование на пол-
ноту.

Решениями уравнения (1), удовлетворяющими условиям (2), являются
функции

X(x) =

{
C1 cosµx+ C2 sinµx, x > 0,
C1 chµx+ C2 shµx, x < 0,

где C1, C2 —произвольные постоянные, µ является решением уравнения

tgµ = − thµ. (3)

Лемма 1. Уравнение

tg(az) = − th(bz), a, b ∈ R, a, b > 0, (4)
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имеет счётное множество корней, состоящее из нуля, простых попарно
противоположных действительных и попарно противоположных чисто мни-
мых корней, для которых справедливо асимптотическое представление

z
(1),(2)
k = ±

(
− π

4a
+
π

a
k +O

(
e−2πkb/a

))
,

z
(3),(4)
k = ±i

(
− π

4b
+
π

b
k +O

(
e−2πka/b

))
, k ∈ N.

До к а з ат е л ь ств о. Очевидно, z = 0 является корнем уравнения (4).
Пусть далее z 6= 0, z = x+ iy, x, y ∈ R.

1. Пусть y = 0. Найдём корни уравнения

tg(ax) = − th(bx). (5)

Рассмотрим x > 0, т. к., очевидно, корни попарно противоположны. Из
графиков функций tg(ax) и − th(bx) видно, что уравнение имеет ровно по
одному корню в каждом из интервалов

− π

2a
+
π

a
k < xk <

π

a
k, k = 1, 2, . . . .

Рассмотрим

tg
[
a
(
xk −

(
− π

2a
+
π

a
k
))]

= − ctg(axk) =
1

th(bxk)
→ 1 при k →∞,

тогда
axk +

π

2
− πk → π

4
,

поэтому
xk → −

π

4a
+
π

a
k при k →∞.

Пусть
xk = − π

4a
+
π

a
k + ε(k),

где limk→∞ ε(k) = 0. Подставим их в уравнение (5):

tg
(
− π

4
+ πk + aε

)
= − th

(
− πb

4a
+
πbk

a
+ bε

)
.

Обозначим
−πb

4a
+
πbk

a
= s,

тогда последнее равенство приводится к виду(
1− tg(aε)

)(
1 + th s · th(bε)

)
=
(
1 + tg(aε)

)(
th s+ th(bε)

)
.

Используя асимптотические равенства

tg x = x+ o(x), thx = x+ o(x) при x→ 0,
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th s =
1− e−2s

1 + e−2s
= 1− 2e−2s + o(e−2s) при s→ +∞,

после преобразований получим

ε(k) =
1

a
eb(−2πk+π/2)/a + o(e−2πkb/a).

Тогда
xk = − π

4a
+
π

a
k +

1

a
eb(−2πk+π/2)/a + o(e−2πkb/a)

или
xk = − π

4a
+
π

a
k +O(e−2πkb/a).

2. При x = 0 получим tg(aiy) = − th(biy) или th(ay) = − tg(by), откуда
найдём

yk = − π
4b

+
π

b
k +O(e−2πka/b).

3. Докажем, что исходное уравнение не имеет других корней. Пусть z =
= x+ iy, x 6= 0, y 6= 0.

Используя формулы

tg(x+ iy) =
sin 2x+ i sh 2y

cos 2x+ ch 2y
, th(x+ iy) =

sh 2x+ i sin 2y

ch 2x+ cos 2y
,

из (4) получим 
sin 2ax

cos 2ax+ ch 2ay
= − sh 2bx

ch 2bx+ cos 2by
,

sh 2ay

cos 2ax+ ch 2ay
= − sin 2by

ch 2bx+ cos 2by
.

Очевидно, x 6= πn/(2a), y 6= πm/(2b), n,m ∈ Z, тогда из последней системы
получим уравнение

sh(2bx)

sin 2ax
=

sin(2by)

sh 2ay
. (6)

Пусть 2ax = t, 2ay = z, b/a = k, рассмотрим уравнение

sh(kt)

k sin t
=

sin(kz)

k sh z
.

Докажем, что для функции

f(t) =
sh(kt)

k sin t

неравенство |f(t)| > 1 справедливо для всех t ∈ R\{πn}.
1. Пусть t ∈ (0, π), тогда sin t > 0. Для функции f1(t) = sh(kt) − k sin t

имеем f ′1(t) = k(ch kt− cos t) > 0, т. е. f1(t) > f1(0) = 0, поэтому

sh(kt) > k sin t или
sh(kt)

k sin t
> 1.
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2. Пусть t ∈ (π, 2π), тогда sin t < 0. Для функции f2(t) = sh(kt) + k sin t
справедливо f ′2(t) = k(ch kt+ cos t) > 0, т. е. f2(t) > f2(π) = shπk, поэтому

sh(kt) > −k sin t+ shπk > −k sin t или
sh(kt)

−k sin t
> 1.

Аналогично можно показать выполнение неравенства |f(t)| > 1 на всех
промежутках (πn, (n+ 1)π), n > 2, а в силу чётности функции f(t) оно спра-
ведливо и при отрицательных t.

С другой стороны, для функции

g(z) =
sin(kz)

k sh z

справедливо |g(z)| < 1 при y ∈ R\{0}, что доказывается аналогично.
Таким образом, уравнение (6) не имеет корней.�

В силу леммы 1 уравнение (3) имеет счётное множество отличных от нуля
корней µk и iµk, причём для положительных µk справедливо асимптотическое
представление

µk = −π
4

+ πk +O(e−2πk), k ∈ N.

Тогда постоянная λ может принимать значения λk = µ2k > 0 и λk = −µ2k < 0,
и решениями задачи (1), (2) будут соответственно функции

X
(1)
k (x) =


sin[µk(x− 1)]

cosµk
, x > 0,

sh[µk(x+ 1)]

chµk
, x < 0,

X
(2)
k (x) =


sh[µk(x− 1)]

chµk
, x > 0,

sin[µk(x+ 1)]

cosµk
, x < 0.

Легко убедиться, что система
{
X

(1)
k (x), X

(2)
k (x)

}
неортогональна в простран-

стве L2[−1, 1]. Поэтому рассмотрим сопряжённую задачу:

sgnx · Z ′′ + d · Z = 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1),

Z(0− 0) = −Z(0 + 0), Z ′(0− 0) = −Z ′(0 + 0), Z(−1) = Z(1) = 0.

Её решениями являются функции

Z
(1)
k (x) =


−sin[µk(x− 1)]

cosµk
, x > 0,

sh[µk(x+ 1)]

chµk
, x < 0,

Z
(2)
k (x) =


−sh[µk(x− 1)]

chµk
, x > 0,

sin[µk(x+ 1)]

cosµk
, x < 0.

Система
{
Z

(1)
k ; Z

(2)
k

}
является биортогонально сопряжённой к системе{

X
(1)
k ; X

(2)
k

}
, в чём можно убедиться по определению, вычислив соответству-

ющие интегралы.

Лемма 2. Система
{
Z

(1)
k , Z

(2)
k

}
полна в пространстве L2[−1, 1].
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До к а з ат е л ь ств о проводится аналогично работе [5] на основании ра-
боты [9].

Рассмотрим оператор L, порождённый дифференциальными операциями
lX̃ = −X̃ ′′ при x ∈ (−1, 0) и lX̃ = X̃ ′′ при x ∈ (0, 1) на множестве функций,
абсолютно непрерывных вместе со своей первой производной на [−1, 0), (0, 1]
и удовлетворяющих условиям (2).

Рассмотрим оператор L−λI = L−µ2I, где λ ∈ C не является собственным
значением оператора L, и обратим его.

Пусть функция X̃ ∈ D(L) почти всюду на G = (−1, 1) является решением
уравнения

lX̃ − µ2X̃ = f(x), f ∈ L2(G). (7)
Найдём фундаментальную систему решений однородного уравнения, соответ-
ствующего (7):

X̃1(x) = exp(iµx), X̃2(x) = exp(−iµx), x ∈ (−1, 0),

X̃3(x) = exp(µx), X̃4(x) = exp(−µx), x ∈ (0, 1).

Используя метод вариации произвольных постоянных, получим общее реше-
ние уравнения (7) в виде

X̃(x) = C1X̃1(x) + C2X̃2(x) +

∫ x

−1
f(ξ)

X̃1(x)X̃2(ξ)− X̃1(ξ)X̃2(x)

X̃ ′1(ξ)X̃2(ξ)− X̃1(ξ)X̃ ′2(ξ)
dξ =

= C1 exp(iµx) + C2 exp(−iµx) +
1

µ

∫ x

−1
f(ξ) sinµ(x− ξ)dξ, x ∈ [−1, 0],

X̃(x) = C3X̃3(x) + C4X̃4(x) +

∫ 1

x
f(ξ)

X̃3(ξ)X̃4(x)− X̃3(x)X̃4(ξ)

X̃ ′3(ξ)X̃4(ξ)− X̃3(ξ)X̃ ′4(ξ)
dξ =

= C3 exp(µx) + C4 exp(−µx) +
1

µ

∫ 1

x
f(ξ) shµ(ξ − x)dξ, x ∈ [0, 1],

где C1, C2, C3, C4 —произвольные постоянные. Подставляя найденные функ-
ции в условия (2), получим систему уравнений

C1 + C2 −
1

µ

∫ 0

−1
f(ξ) sin(µξ)dξ = C3 + C4 +

1

µ

∫ 1

0
f(ξ) sh(µξ)dξ,

C1iµ− C2iµ+

∫ 0

−1
f(ξ) cos(µξ)dξ = C3µ− C4µ−

∫ 1

0
f(ξ) chµξdξ,

C3e
µ + C4e

−µ = 0, C1e
−iµ + C2e

iµ = 0,

которая имеет следующее решение:

C2 =
1− e2µ

µA

(∫ 0

−1
f(ξ) cos(µξ)dξ +

∫ 1

0
f(ξ) ch(µξ)dξ

)
+

+
1 + e2µ

µA

(∫ 0

−1
f(ξ) sin(µξ)dξ +

∫ 1

0
f(ξ) sh(µξ)dξ

)
,
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C3 =
1− e2iµ

µA

(∫ 0

−1
f(ξ) cos(µξ)dξ +

∫ 1

0
f(ξ) ch(µξ)dξ

)
−

− i(1 + e2µ)

µA

(∫ 0

−1
f(ξ) sin(µξ)dξ +

∫ 1

0
f(ξ) sh(µξ)dξ

)
,

C4 = −C3 e
2µ, C1 = −C2 e

2iµ,

где A = (1 + e2µ)(1− e2iµ) + i(1 + e2iµ)(1− e2µ). Тогда решение для x ∈ [−1, 0]
имеет вид

µX̃(x) =
1− e2µ

A

(∫ 0

−1
f(ξ) cos(µξ)dξ +

∫ 1

0
f(ξ) ch(µξ)dξ

)(
e−iµx − e2iµ+iµx

)
+

+
1 + e2µ

A

(∫ 0

−1
f(ξ) sin(µξ)dξ +

∫ 1

0
f(ξ) sh(µξ)dξ

)(
e−iµx − e2iµ+iµx

)
+

+

∫ x

−1
f(ξ) sin(µ(x− ξ))dξ (8)

и для x ∈ [0, 1] соответственно,

µX̃(x) =
1− e2iµ

A

(∫ 0

−1
f(ξ) cos(µξ)dξ +

∫ 1

0
f(ξ) ch(µξ)dξ

)(
eµx − e2µ−µx

)
−

− i(1 + e2iµ)

A

(∫ 0

−1
f(ξ) sin(µξ)dξ +

∫ 1

0
f(ξ) sh(µξ)dξ

)(
eµx − e2µ−µx

)
+

+

∫ 1

x
f(ξ) sh(µ(ξ − x))dξ. (9)

Преобразуем (8) следующим образом:

µX̃(x) =
e−iµx − e2iµ+iµx

A

∫ 1

0
f(ξ)(eµξ− e2µ−µξ)dξ+

∫ x

−1
f(ξ) sin(µ(x− ξ))dξ+

+
e−iµx − e2iµ+iµx

A

[
(1− e2µ)

∫ 0

−1
f(ξ) cosµξdξ + (1 + e2µ)

∫ 0

−1
f(ξ) sinµξdξ

]
=

=
e−iµx − e2iµ+iµx

A

∫ 1

0
f(ξ)(eµξ − e2µ−µξ)dξ +

∫ x

−1
f(ξ) sin(µ(x− ξ))dξ+

+
e−iµx − e2iµ+iµx

A

[
(1− e2µ)

∫ x

−1
f(ξ) cosµξdξ + (1 + e2µ)

∫ x

−1
f(ξ) sinµξdξ

]
+

+
e−iµx − e2iµ+iµx

A

[
(1− e2µ)

∫ 0

x
f(ξ) cosµξdξ + (1 + e2µ)

∫ 0

x
f(ξ) sinµξdξ

]
.

Сгруппируем в последней сумме слагаемые с интегралами от −1 до x, тогда
получим

µX̃(x) =
e−iµx − e2iµ+iµx

A

∫ 1

0
f(ξ)(eµξ − e2µ−µξ)dξ+

13



Гимал т д и н о в а А. А., К у р м а н К. В.

+
(1− e2µ)(eiµx + e−iµx)− i(1 + e2µ)(eiµx − e−iµx)

2A

∫ x

−1
f(ξ)(e−iµξ−e2iµ+iµξ)dξ+

+
e−iµx − e2iµ+iµx

A

[
(1− e2µ)

∫ 0

x
f(ξ) cosµξdξ+

+(1 + e2µ)

∫ 0

x
f(ξ) sinµξdξ

]
, x ∈ [−1,0]. (10)

Найдём оценку решения µX̃(x) в полуплоскости Imµ < 0. Пусть µ = µ1 +
+ iµ2, µ1, µ2 ∈ R. Оценим модули выражений из (10) при µ2 < 0. В таблице
ниже приведены оценки роста указанных величин для µ1 > 0 и µ1 < 0.

№ Выражение µ1 > 0, µ2 < 0 µ1 < 0, µ2 < 0

1 e−iµx − e2iµ+iµx, x < 0 Ce−µ2(2+x) Ce−µ2(2+x)

2 A Ce2µ1−2µ2 Ce−2µ2

3 eµξ − e2µ−µξ, ξ > 0 Ceµ1(2−ξ) Ceµ1ξ

4
∫ 1

0
f(ξ)(eµξ − e2µ−µξ)dξ Ce2µ1 C

5 e2µ Ce2µ1 Ce2µ1

6 cosµξ, sinµξ, ξ < 0 Ceµ2ξ Ceµ2ξ

7
∫ 0

x
f(ξ) cos(µξ)dξ,

∫ 0

x
f(ξ) sin(µξ)dξ Ceµ2x Ceµ2x

8 e−iµξ − e2iµ+iµξ, ξ 6 0 Ce−µ2(2+ξ) Ce−µ2(2+ξ)

9
∫ x

−1
f(ξ)(e−iµξ − e2iµ+iµξ)dξ Ce−µ2(2+x) Ce−µ2(2+x)

10 eiµx ± e−iµx, −1 6 x 6 0 Ceµ2x Ceµ2x

С учётом полученных оценок можно убедиться, что все слагаемые, вхо-
дящие в (10), ограничены, более того, являются убывающими. Поэтому для
решения (10) справедлива оценка

|µX̃(x)| 6 C = const, (11)

равномерная по µ при µ2 < 0 и x ∈ [−1, 0],
Аналогично преобразуем (9) к виду

µX̃(x) =
eµx − e2µ−µx

A

∫ 0

−1
f(ξ)(e−iµξ − e2iµ+iµξ)dξ+

+
(1− e2iµ)(eµx + e−µx)− i(1 + e2iµ)(eµx − e−µx)

2A

∫ 1

x
f(ξ)(eµξ − e2µ−µξ)dξ+

+
eµx − e2µ−µx

A

[
(1− e2iµ)

∫ x

0
f(ξ) chµξdξ−

− i(1 + e2iµ)

∫ x

0
f(ξ) shµξdξ

]
, x ∈ [0, 1]. (12)

Аналогично найдём оценку решения (12). В следующей ниже таблице приве-
дены оценки роста модулей выражений, входящих в (12), при µ2 < 0 (µ1 > 0

14
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и µ1 < 0). Таким образом, справедлива оценка (11), равномерная по µ при
µ2 < 0 и x ∈ [0, 1].

№ Выражение µ1 > 0, µ2 < 0 µ1 < 0, µ2 < 0

1 eµx − e2µ−µx, x > 0 Ceµ1(2−x) Ceµ1x

2 A Ce2µ1−2µ2 Ce−2µ2

3 e−iµξ − e2iµ+iµξ, ξ < 0 Ce−µ2(2+ξ) Ce−µ2(2+ξ)

4
∫ 0

−1
f(ξ)(e−iµξ − e2iµ+iµξ)dξ Ce−2µ2 Ce−2µ2

5 e2iµ Ce−2µ2 Ce−2µ2

6 chµξ, shµξ, ξ > 0 Ceµ1ξ Ce−µ1ξ

7
∫ 0

x
f(ξ) ch(µξ)dξ,

∫ x

0
f(ξ) sh(µξ)dξ Ceµ1x Ce−µ1x

8 eµξ − e2µ−µξ, ξ > 0 Ceµ1(2−ξ) Ceµ1ξ

9
∫ 1

x
f(ξ)(eµξ − e2µ−µξ)dξ Ceµ1(2−x) Ceµ1x

10 eµx ± e−µx, 0 6 x 6 1 Ceµ1x Ce−µ1x

Итак, для решения уравнения (7), удовлетворяющего условиям (2), спра-
ведлива оценка (11), равномерная по µ при µ2 < 0 и x ∈ [−1, 1].

Аналогично работе [9] можно установить, что в окрестности каждого соб-
ственного значения ν оператора L для функции X̃(x) справедливо представ-
ление

X̃(x) = − 1

λ− ν
X(x)

∫ 1

−1
f(ξ)Z(ξ)dξ +R(x, λ), (13)

где X(x), Z(x) — собственные функции операторов L и L∗, отвечающие соб-
ственному значению ν, а R(x, λ) — аналитическая по λ в окрестности точки
ν функция.

Пусть f(x) —функция из L2(G), ортогональная всем собственным функ-
циям {Z(x)} оператора L∗. Согласно (13), главная часть резольвенты опе-
ратора L − λI обратится в нуль и функция X̃(x) будет аналитической на
всей комплексной плоскости. Но тогда по теореме Фрагмена—Линделефа [10]
оценка (11) верна на всей комплексной плоскости (λ), поэтому в силу анали-
тичности X̃(x) будем иметь тождество X̃(x) ≡ 0, x ∈ Ḡ. Тогда из (7) получим,
что f(x) = 0 на Ḡ.

Таким образом, система
{
Z

(1)
k , Z

(2)
k

}
полна в пространстве L2[−1, 1]. �

Замечание. Из полноты системы {Z(1)
k , Z

(2)
k } в L2[−1, 1] следует замкну-

тость системы
{
X

(1)
k , X

(2)
k

}
в L2[−1, 1].
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Abstract

In this paper we studied the spectral problem for an ordinary second order
differential equation on a finite interval with a discontinuous coefficient of the
highest derivative. At the ends of the segment the boundary conditions of the
first kind are given. We found eigenvalues with their asymptotic behavior as
the roots of the transcendental equation. The system of eigenfunctions is the
trigonometric sine on one half of the segment, and the hyperbolic sine on the
other. The system of eigenfunctions is not orthogonal in the space of square
integrable functions. The corresponding biorthogonal system of functions
was built as a solution to the dual problem. In the proof of the completeness
of the biorthogonal system we used well known Keldysh theorem about the
completeness of the eigenfunctions system of a nonselfadjoint operator.
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