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Аннотация
В работе выделен некоторый класс анизотропных эллиптических урав-
нений второго порядка дивергентного вида с младшими членами с несте-
пенными нелинейностями

n∑
α=1

(aα(x, u,∇u))xα
− a0(x, u,∇u) = 0.

На каратеодориевы функции, входящие в уравнение, накладывается ус-
ловие совокупной монотонности. Ограничения на рост функций форму-
лируются в терминах специального класса выпуклых функций. Эти тре-
бования обеспечивают ограниченность, коэрцитивность, монотонность
и семинепрерывность соответствующего эллиптического оператора. Для
рассматриваемых уравнений с нестепенными нелинейностями исследо-
ваны качественные свойства решений задачи Дирихле в неограниченных
областях Ω ⊂ Rn, n > 2. Установлены существование и единственность
обобщённых решений в анизотропных пространствах Соболева—Орли-
ча. Кроме того, для произвольных неограниченных областей обобще-
ны теоремы вложения анизотропных пространств Соболева—Орлича.
Это позволило доказать глобальную ограниченность решений задачи
Дирихле. Использована оригинальная геометрическая характеристика
для неограниченных областей, расположенных вдоль выделенной оси.
В терминах этой характеристики установлена экспоненциальная оценка
скорости убывания на бесконечности решений рассматриваемой задачи
с финитными данными.
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Введение. Пусть Ω —произвольная неограниченная область пространства
Rn = {x = (x1, x2, . . . , xn)}, Ω ⊂ Rn, n > 2. Для анизотропного квазили-
нейного эллиптического уравнения второго порядка рассматривается задача
Дирихле

n∑
α=1

(aα(x, u,∇u))xα − a0(x, u,∇u) = 0, x ∈ Ω; (1)

u
∣∣
∂Ω

= 0. (2)

Предполагается, что функции aα(x, p0, p), α = 0, . . . , n, измеримы по x ∈ Ω
для p = (p0, p) = (p0, p1, . . . , pn) ∈ Rn+1, непрерывны по p ∈ Rn+1 для почти
всех x ∈ Ω. Ограничения на нелинейные функции aα(x, p0, p), α = 0, . . . , n,
формулируются в терминах N -функций, они будут приведены ниже.

В работе исследуются вопросы существования, ограниченности и убыва-
ния на бесконечности решений задачи (1), (2) в неограниченных областях Ω.

Существование решений для уравнений вида (1) в ограниченных обла-
стях изучалось в работах [2–5]. В нашей работе на каратеодориевы функции,
входящие в уравнение, наряду с условием монотонности наложены требова-
ния, которые позволяют установить существование единственного обобщён-
ного решения задачи (1), (2) в произвольной неограниченной области Ω ⊂ Rn.

После нового доказательства теоремы Э. де Джорджи [6] при помощи ите-
рационной техники, данного Ю. Мозером в работе [7], вопросы ограниченно-
сти и непрерывности по Гёльдеру обобщённых решений различных классов
линейных и квазилинейных эллиптических уравнений с изотропными степен-
ными нелинейностями исследовались в работах С.Н. Кружкова [8], Дж. Сер-
рина [9], Е. М. Ландиса [10] и других авторов.

И. М. Колодий [11] установил ограниченность решений некоторого клас-
са анизотропных эллиптических уравнений со степенными нелинейностями в
ограниченных областях. При этом требование ограниченности области явля-
ется существенным условием в его доказательстве. Для неограниченных об-
ластей этот результат был получен в работе [12]. Попытка А. Г. Королёва [13]
осуществить дальнейшее распространение техники Мозера на эллиптические
дифференциальные уравнения с анизотропными нестепеными нелинейностя-
ми содержит досадную ошибку.

Развивая метод априорных оценок для срезок [14, гл. II, § 5, лемма 5.1],
В. С. Климов в работе [15] для некоторого вида изотропных эллиптических
уравнений с нестепенными нелинейностями доказал глобальную ограничен-
ность решений в ограниченных областях. А. Г. Королёв [16] получил инте-
гральный вариант теоремы вложения для функций из пространства Соболе-
ва—Орлича, на его основе он доказал ограниченность решений для некоторо-
го класса анизотропных эллиптических уравнений с нестепенными нелиней-
ностями в ограниченных областях. Авторы настоящей статьи наложили тре-
бования на структуру уравнения, позволившие установить ограниченность
решений в неограниченных областях.

Изучению поведения на бесконечности решений линейных эллиптических
уравнений в неограниченных областях посвящены работы О. А. Олейник,
Г. А. Иосифьяна [17], Е. М. Ландиса, Г. П. Панасенко, В. А. Кондратьева,
И. Копачека, Д. М. Леквеишвили, О. А. Олейник [18], Л. М. Кожевнико-
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вой [19], Ф. Х. Мукминова, В. Ф. Гилимшиной [20] и других авторов. В рабо-
те [21] Л. М. Кожевниковой, Р. Х. Каримовым для решений квазилинейных
эллиптических уравнений второго порядка установлены оценки сверху и до-
казана их точность. Л. М. Кожевниковой, А. А. Хаджи [22] этот результат
обобщён на некоторый класс анизотропных эллиптических уравнений вто-
рого порядка. Для уравнений с нестепенными нелинейностями исследование
скорости убывания решений на бесконечности в неограниченных областях
ранее не проводилось.

1. Пространства Соболева—Орлича. Приведём необходимые сведения из
теории N -функций и пространств Соболева—Орлича [23]. Неотрицательная
непрерывная выпуклая вниз функция M(z), z ∈ R1 называется N -функцией,
если она чётна и

lim
z→0

M(z)

z
= 0, lim

z→∞

M(z)

z
=∞.

Отметим, что M(εu) 6 εM(u) при 0 < ε 6 1. Для N -функции M(z) имеет
место интегральное представление

M(z) =

∫ |z|
0

m(t)dt,

где m(t) —положительная при t > 0, не убывающая и непрерывная справа
функция при t > 0 такая, что

m(0) = 0, lim
t→∞

m(t) =∞.

N -функция
M(z) = sup

y>0
(y|z| −M(y))

называется дополнительной к N -функции M(z). Известно следующее нера-
венство Юнга:

|zy| 6M(z) +M(y), z, y ∈ R. (3)

Кроме того, имеет место равенство

|z|m(|z|) = M(m(|z|)) +M(z), z > z0 z ∈ R. (4)

Для N -функций P (z), M(z) записывают P (z) ≺ M(z), если существуют
числа l > 0, z0 > 0 такие, что

P (z) 6M(lz).

N -функции P (z), M(z) называются сравнимыми, если имеет место одно из
соотношений: P (z) ≺M(z) или M(z) ≺ P (z). N -функции P (z) и M(z) назы-
ваются эквивалентными, если P (z) ≺M(z) и M(z) ≺ P (z).

N -функция M(z) удовлетворяет ∆2-условию при больших значениях z,
если существуют такие числа c > 0, z0 > 0, что M(2z) 6 cM(z) для любых
z > z0. ∆2-условие эквивалентно выполнению неравенства

M(lz) 6 c(l)M(z), z > z0, (5)
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где l—любое число, большее единицы, c(l) > 0.
N -функция M(z) удовлетворяет ∆2-условию тогда и только тогда, когда

существуют положительные числа c > 1, z0 > 0 такие, что при z > z0 спра-
ведливо неравенство

zm(z) < cM(z). (6)
В каждом классе эквивалентных N -функций, подчиняющихся ∆2-условию,
имеются N -функции, удовлетворяющие неравенству (5) при всех z > 0. В
дальнейшем в работе предполагается, что ∆2-условие для рассматриваемых
N -функций выполняется при всех значениях z > 0 (т. е. z0 = 0).

Для N -функции M(z) ввиду выпуклости и неравенства (5) существует
c > 0 такое, что справедливо неравенство

M(y + z) 6 cM(z) + cM(y), z, y > 0. (7)

Пусть Q ⊂ Rn. Классом Орлича KM (Q), соответствующем N -функции
M(z), называется множество измеримых в Q функций v таких, что∫

Q
M(v(x))dx <∞.

Пространством Орлича LM (Q) называется линейная оболочка KM (Q) с нор-
мой Люксембурга

‖v‖LM (Q) = ‖v‖M,Q = inf

{
k > 0

∣∣∣ ∫
Q
M
(v(x)

k

)
dx 6 1

}
.

При Q = Ω будем использовать обозначение ‖ · ‖M,Ω = ‖ · ‖M . Класс Орлича
KM (Q) совпадает с пространством Орлича LM (Q) тогда и только тогда, когда
M(z) удовлетворяет ∆2-условию.

Для функций v ∈ LM (Q), u ∈ LM (Q) имеют место неравенство Гёльдера∣∣∣∣∫
Q
u(x)v(x)dx

∣∣∣∣ 6 2‖v‖M,Q‖u‖M,Q (8)

и неравенство

‖v‖M,Q 6
∫
Q
M(v)dx + 1. (9)

Кроме того, если N -функция M(z) удовлетворяет ∆2-условию, то для v ∈
LM (Q) справедливы неравенства∫

Q
M(v)dx =

∫
Q
M

(
‖v‖M,Q

v

‖v‖M,Q

)
dx 6

∫
Q
M

(
l

v

‖v‖M,Q

)
dx 6

6 c(l)
∫
Q
M

(
v

‖v‖M,Q

)
dx = c(l), l = max (‖v‖M,Q, 1) . (10)

Лемма 1. Если N -функцияM(z) удовлетворяет ∆2-условию, v(x), vi(x) ∈
LM (Q), i = 1, 2, . . . , vi(x)→ v(x) в LM (Q), то∫

Q
M(vi)dx→

∫
Q
M(v)dx, i→∞. (11)
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До к а з ат е л ь ств о. Ввиду справедливости ∆2-условия сходимость по
норме равносильна сходимости в среднем [23, гл. II, § 9, теорема 9.4], следо-
вательно, для любого ε > 0 существует номер i0 такой, что∫

Q
M(vi − v)dx < ε, i > i0. (12)

Сходимость vi(x)→ v(x) в LM (Q) влечёт ограниченность множества ‖vi‖M,Q,
i = 1, 2, . . .. В свою очередь, из неравенства (10) следует существование числа
C1 > 0 такого, что

M(vi) 6 C1, i = 1, 2, . . . . (13)

Далее, пользуясь формулой Лагранжа, неравенствами (3), (5), для любого
ε ∈ (0, 1] и фиксированного θ ∈ [0, 1] выводим∣∣∣∣∫

Q
(M(vi)−M(v))dx

∣∣∣∣ 6 ∫
Q
|vi − v|m(|θvi + (1− θ)v|)dx 6

6
∫
Q

{
M
(1

ε
(vi − v)

)
+M

(
εm(|θvi + (1− θ)v|)

)}
dx 6

6
∫
Q

{
C2M(vi − v) + εM

(
m(|θvi + (1− θ)v|)

)}
dx. (14)

Применяя (4), (6), (7), устанавливаем цепочку неравенств

M
(
m(|θvi + (1− θ)v|)

)
6 |θvi + (1− θ)v|m(|θvi + (1− θ)v|) 6
6 cM(θvi + (1− θ)v) 6 C3(M(vi) +M(v)). (15)

Соединяя (14), (15), (13), (12), при i > i0 получаем неравенства∣∣∣∣∫
Q

(
M(vi)−M(v)

)
dx

∣∣∣∣ 6 C2

∫
Q
M(vi−v)dx+εC3

∫
Q

(M(vi)+M(v))dx 6 C4ε.

Таким образом, сходимость (11) доказана. �
ПустьB1(z), . . . , Bn(z) —N -функции, определим пространство Соболева—

Орлича
◦
H 1

B(Q) как пополнение C∞0 (Q) по норме

‖v‖ ◦
H1
B(Q)

=

n∑
α=1

‖vxα‖Bα,Q.

Положим

h(t) = t−
1
n

( n∏
α=1

B−1
α (t)

)1/n

и будем предполагать, что ∫ 1

0
t−1h(t)dt <∞.
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Тогда можно определить N -функцию B∗(z) по формуле

(B∗)−1(z) =

∫ |z|
0

t−1h(t)dt.

Теоремы вложения для пространства
◦
H 1

B(Q) установлены в [15, 24]. Приве-
дем теорему вложения А. Г. Королёва [24], доказанную для ограниченных
областей Q.

Лемма 2. Пусть v ∈
◦
H 1

B(Q).
1) Если ∫ ∞

1
t−1h(t)dt =∞, (16)

то

‖v‖B∗,Q 6 A1

n∑
α=1

‖vxα‖Bα,Q; (17)

2) если ∫ ∞
1

t−1h(t)dt <∞, (18)

то

sup
Q
|v| 6 A2

n∑
α=1

‖vxα‖Bα,Q. (19)

Здесь
A1 =

n− 1

n
, A2 =

∫ ∞
0

h(t)

t
dt.

Замечание 1. Лемма 2 справедлива также и для произвольных неог-
раниченных областей Ω ⊂ Rn. Действительно, пусть v(x) ∈

◦
H 1

B(Ω), тогда
существует последовательность vi(x) ∈ C∞0 (Ω) такая, что vi(x) → v(x) в
◦
H 1

B(Ω). Записывая неравенства (17), (19) для функций vi и выполняя пре-

дельный переход при i→∞, установим их и для функции v ∈
◦
H 1

B(Ω).

Пример 1. Возьмём n = 2, B1(z) = z[5/4,3/2], B2(z) = z[5/3,2]. Здесь исполь-
зовано обозначение

z[a,b] =

{
za, z 6 1,
zb, z > 1.

Поскольку

h(t) = t[1/5,1/12],

∫ 1

0
t−1h(t)dt <∞,

∫ ∞
1

t−1h(t)dt =∞,

можно определить функции

(B∗)−1(z) =

∫ |z|
0

t[1/5,1/12]

t
dt =

{
5|z|1/5, z 6 1
12|z|1/12 − 7, z > 1,
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B∗(z) =

{
(z/5)5, z 6 5,
((z + 7)/12)12, z > 5.

При этом справедливо неравенство (17).

Пример 2. Положим n = 3, B1(z) = z[3/2,7/2], B2(z) = z[3,7], B3(z) = z[3,7/3].
Поскольку

h(t) = t[1/9,−1/21],

∫ ∞
0

t−1h(t)dt <∞,

справедливо неравенство (19).
Если N -функция B∗(z) удовлетворяет ∆2-условию, то из (5) следует, что

определена и конечна функция

Λ(z) = sup
t>0

B∗(zt)

B∗(t)

и при всех значениях t, z ∈ R справедливы неравенства

B∗(tz) 6 B∗(t)Λ(z), Λ(zt) 6 Λ(z)Λ(t).

Приведём еще одну теорему вложения А. Г. Королёва [16], доказанную также
для ограниченных областей Q.

Лемма 3. Пусть v ∈
◦
H 1

B(Q), выполнено условие (16) и функции Bα(z),
α = 1, 2, . . . , n, B∗(z) удовлетворяют ∆2-условию, тогда справедливо нера-
венство ∫

Q
B∗(v(x))dx 6 χ

(
A3

n∑
α=1

∫
Q
Bα(vxα)dx

)
. (20)

Здесь A3 зависит от n, χ(z) = zΛ(z1/n), z > 0.

Замечание 2. Лемма 3 справедлива также и для произвольных неогра-
ниченных областей Ω ⊂ Rn. Действительно, пусть v(x) ∈

◦
H 1

B(Ω), тогда суще-

ствует последовательность vi(x) ∈ C∞0 (Ω) такая, что vi(x) → v(x) в
◦
H 1

B(Ω).
Применяя лемму 1, имеем∫

Ω
Bα(uixα)dx→

∫
Ω
Bα(uxα)dx, α = 1, . . . , n,

∫
Ω
B∗(ui)dx→

∫
Ω
B∗(u)dx, i→∞.

Записывая неравенство (20) для функций ui, пользуясь непрерывностью функ-
ции χ(z), выполняя предельный переход при i→∞, устанавливаем его и для
функции u ∈

◦
H 1

B(Ω).

2. Формулировка основных результатов. Пусть существуют неотрицатель-
ные функции ψ1(x), ψ(x) ∈ L1(Ω), ϕ−1(x), ϕ(x), ϕ1(x) ∈ L∞(Ω) такие, что для
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п. в. x ∈ Ω, p = (p0, p), q = (q0, q) ∈ Rn+1, p 6= q, справедливы следующие
неравенства:

n∑
α=0

aα(x, p0, p)pα > ϕ(x)
n∑

α=0

Bα(pα)− ψ(x); (21)

n∑
α=0

Bα(aα(x, p0, p)) 6 ϕ1(x)

n∑
α=0

Bα(pα) + ψ1(x); (22)

n∑
α=0

(aα(x, p0, p)− aα(x, q0, q))(pα − qα) > 0. (23)

Здесь B0(z), B1(z), . . . , Bn(z) —N–функции, удовлетворяющие ∆2-условию. В
случае выполнения условия (16) будем считать

B0(z) ≺ B∗(z),

а при выполнении (18) B0(z) —произвольная N -функция.
Определим пространство Соболева—Орлича

◦
W 1

B(Ω) как пополнение C∞0 (Ω)
по норме

‖u‖ ◦
W 1

B(Ω)
= ‖u‖B0 + ‖u‖ ◦

H1
B(Ω)

.

Определим оператор B :
◦
W 1

B(Ω)→ L1(Ω) формулой

B(v) = B0(v) +

n∑
α=1

Bα(vxα), v ∈
◦
W

1
B(Ω).

Пусть Q ⊆ Ω (Q может совпадать c Ω), для v ∈
◦
W1

B(Ω) определим функционал

A(u)
(
u ∈

◦
W1

B(Ω)
)
равенством

(A(u), v)Q =

∫
Q

( n∑
α=1

aα(x, u,∇u)vxα + a0(x, u,∇u)v

)
dx. (24)

Если Q = Ω, то будем писать (A(u), v)Ω = (A(u), v). Через ‖ · ‖m,Q будем
обозначать норму в пространстве Lm(Q), 1 6 m 6 ∞, при Q = Ω индекс Q
будет опускаться.

Определение 1. Обобщённым решением задачи (1), (2) назовём функцию
u(x) ∈

◦
W 1

B(Ω), удовлетворяющую интегральному тождеству

(A(u), v) = 0 (25)

для любой функции v(x) ∈
◦
W 1

B(Ω).
Пусть N -функции

Bα(z) =

∫ |z|
0

bα(t)dt
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кроме ∆2-условия удовлетворяют требованию

lim
λ→∞

inf
z>0

bα(λz)

bα(z)
=∞, α = 0, 1, . . . , n. (26)

Пример 3. Легко проверить, что функция

B(u) = |u|a(| ln |u||+ 1), a > 1,

удовлетворяет ∆2-условию и (26).
Теорема 1. Пусть выполнены условия (21)–(23), (26), тогда существует

единственное решение u(x) задачи (1), (2) и M1 > 0 такое, что справедлива
оценка

‖B(u)‖1 6M1‖ψ‖1. (27)

При дополнительном требовании, согласно которому

функция
n∑

α=1

aα(x, p0, p)pα

[
монотонно не убывает при p0 > 0,
монотонно не возрастает при p0 < 0

]
,

(28)
доказана ограниченность решения задачи (1), (2).

Теорема 2. Пусть выполнены условия (21)–(23), (28), (26), (16), N -функ-
ция B∗(z) удовлетворяет ∆2-условию и

ψ ∈ Ll/(l−1)(Ω), l > 1, (29)

где l такое, что t1/l−1Λ(t1/(ln))→ 0 при t→ 0. Тогда для обобщённого реше-
ния задачи (1), (2) u(x) существует M2 > 0 такое, что справедлива оценка

sup
Ω
|u| 6M2. (30)

Замечание 3. В случае выполнения условия (18) ограниченность решения
задачи (1), (2) следует из неравенств (19), (27).

Далее приведём результат для областей, расположенных вдоль выделен-
ной оси Oxs, s ∈ {1, 2, . . . , n} (область Ω лежит в полупространстве xs > 0,
сечение γr = {x ∈ Ω | xs = r} не пусто, связно и ограничено при любом r > 0).
Ниже будет использовано следующее обозначение:

Ωd
c [s] = {x ∈ Ω | c < xs < d},

при этом значения c = 0, d =∞ опускаются.
C целью изучения поведения решения задачи (1), (2) при xs → ∞ опре-

делим функции

νi(r) = inf
v∈C∞0 (Ω)

sup

{
z
∣∣∣ ∫

γr

Bi(zv)dx′s 6
∫
γr

Bi(vxi)dx
′
s

}
, (31)

52



О решениях эллиптических уравнений с нестепенными нелинейностями . . .

νs(x) = min
i=1,n,i 6=s

νi(x),

где x′s = {x1, x2, . . . , xs−1, xs+1, . . . , xn}.
Пусть существуют числа βi > 0, i = 1, . . . , n, i 6= s, 0 < z∗ 6∞ такие, что

Bs(z) 6
n∑

i=1,i 6=s
βiBi(z), 0 6 z 6 z∗. (32)

Предположим, что

supp ψ1, ψ ⊂ {x ∈ Rn | xs < R0}, R0 > 0. (33)

В следующей теореме установлена оценка, характеризующая скорость убы-
вания решения при xs →∞.

Теорема 3. Пусть область Ω расположена вдоль оси Oxs, s ∈ {1, 2, . . . , n}
и выполнены условия (21)–(23), (26), (32), (33). Если z∗ 6= ∞, то решение
задачи (1)–(2) предполагается ограниченным. Тогда существуют положи-
тельные числа κ, M такие, что при всех r > 2R0 справедлива оценка

‖B(u)‖1,Ωr 6M exp

(
−κ
∫ r

2R0

ν∗s(ρ)dρ

)
, (34)

где ν∗s(ρ) = min{νs(ρ), z∗}.
3. Существование и единственность обобщённого решения. Обозначим

‖ϕ‖∞ = â, ‖1/ϕ‖∞ = 1/a, ‖ϕ1‖∞ = â1. Покажем, что определение обоб-
щённого решения задачи (1), (2) корректно. Из условия (22) и неравенства
(9) следует оценка

n∑
α=0

‖aα(x, u,∇u)‖Bα 6

6
n∑

α=0

∫
Ω
Bα(aα(x, u,∇u))dx + n+ 1 6 â1‖B(u)‖1 + ‖ψ1‖1 + n+ 1. (35)

Используя неравенство Гёльдера (8) и оценку (35), для функций u(x),
v(x) ∈

◦
W 1

B(Ω) выводим

|(A(u), v)| 6
∫

Ω

( n∑
α=1

|aα(x, u,∇u)||vxα |+ |a0(x, u,∇u)||v|
)
dx 6

6 2

n∑
α=1

‖aα(x, u,∇u)‖Bα‖vxα‖Bα + 2‖a0(x, u,∇u)‖B0
‖v‖B0 6

6 C1‖v‖ ◦
W 1

B(Ω)
<∞. (36)

Таким образом, интегралы, входящие в (25), конечны.
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Замечание 4. Из условий (26) следует существование λ0 > 0 такого, что
для любых λ > λ0 и любых z > 0 справедливы неравенства

bα(λz) > 2bα(z), α = 0, 1, . . . , n.

Последние неравенства обеспечивают выполнение для любых z ∈ R условий

Bα(z) 6
1

2λ
Bα(λz), λ > λ0, α = 0, 1, . . . , n.

Тогда, согласно [23, I, § 4, теорема 4.2], N -функции Bα(z), α = 0, 1, . . . , n,
удовлетворяют ∆2-условию.

До к а з ат е л ь ств о т е о р емы 1. Единственность следует из условия
строгой монотонности (23). Полагая в равенстве (25) v = u, применяя (21),
получаем неравенство (27). Точно так же выводится неравенство

a‖B(u)‖1 6 ‖ψ‖1 + (A(u), u). (37)

По элементу u ∈
◦
W 1

B(Ω) определим элемент A(u) ∈
( ◦
W 1

B(Ω)
)′ равенством

(24). Оператор A определён (см. (36)), проверим условия теоремы Ж. Л. Ли-
онса [25, гл. II, § 2, теорема 2.1].

1) Из неравенств (36), (35), согласно (9), следует слабая ограниченность
множества {A(u), u ∈ Θ} на ограниченном множестве Θ ⊂

◦
W 1

B(Ω). Тогда

{A(u), u ∈ Θ} ограничено в
( ◦
W 1

B(Ω)
)′
, т. е. оператор A ограничен.

2) Монотонность оператора A обеспечивается условием (23).
3) Докажем коэрцитивность оператора A. Пользуясь (37), выводим

(A(u), u)

‖u‖ ◦
W1

B(Ω)

>
1

‖u‖ ◦
W1

B(Ω)

(a‖B(u)‖1 − ‖ψ‖1) =

=
1

‖u‖ ◦
H1

B(Ω)
+ ‖u‖B0

(
a

∫
Ω

( n∑
α=1

Bα(uxα) +B0(u)

)
dx− C2

)
. (38)

Далее из условий (26) следует, что для любого R > 0 найдётся λ0 > 0 та-
кое, что при достаточно больших ‖u‖B0 > λ0, ‖uxα‖Bα > λ0, α = 1, . . . , n,
справедливы неравенства

b0(|u|) > Rb0

( |u|
‖u‖B0

)
, bα(|uxα |) > Rbα

( |uxα |
‖uxα‖Bα

)
, α = 1, . . . , n. (39)

Пусть ‖ui‖ ◦
W1

B(Ω)
→∞ при i→∞, можно считать, что

‖uix1‖B1 + . . .+ ‖uixn‖Bn + ‖ui‖B0 > (n+ 1)λ0, i > i0.

При каждом i > i0 найдётся хотя бы одно слагаемое больше λ0. Пусть для
определённости при фиксированном i > i0 наибольшим является первое сла-
гаемое:

‖uix1‖B1 > λ0.
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Соединяя (38), (6), получаем

(A(ui), ui)

‖ui‖ ◦
W1

B(Ω)

>
a

c

1

(n+ 1)‖uix1‖B1

∫
Ω
|uix1 |b1(|uix1 |)dx−

C2

(n+ 1)λ0
.

Далее, применяя (39), выводим

(A(ui), ui)

‖uk‖ ◦
W1

B(Ω)

> R
C3

‖uix1‖B1

∫
Ω
|uix1 |b1

( |uix1 |
‖uix1‖B1

)
dx− C4 >

> RC3

∫
Q
B1

( uix1
‖uix1‖B1

)
dx− C4 = RC3 − C4.

Таким образом, ввиду произвольности R и i, i > i0, установлена коэрце-
тивность оператора A.

4) Семинепрерывность оператора A вытекает из непрерывности функций
aα(x, p0, p), α = 0, 1, . . . , n, по (p0, p) ∈ Rn и теоремы Лебега.

Согласно теореме Ж. Л. Лионса [25, гл. II, § 2, теорема 2.1] существует
u ∈

◦
W 1

B(Ω) такая, что A(u) = 0. Таким образом, для любого v ∈
◦
W 1

B(Ω)
справедливо тождество (25). �

4. Ограниченность решения. Доказательство теоремы 2 основано на при-
менении следующей леммы [16].

Лемма 4. Пусть N -функция B∗(z) удовлетворяет ∆2-условию, µ(t) —
неотрицательная невозрастающая функция на [a,∞) такая, что

µ(h) 6 cg0(µ(k))/B∗(h− k), h > k > a,

где g0(t), t > 0 —функция, удовлетворяющая условиям

g0(zt) 6 g0(z)g0(t), t/g0(t)→∞ при t→ 0.

Тогда существует число % > 0 такое, что µ(a+ %) = 0.

До к а з ат е л ь ств о т е о р емы 2. Для k > 0 определим функцию

u(k) = signumax(|u| − k, 0).

Из принадлежности u ∈
◦
W1

B(Ω) следует принадлежность u(k) ∈
◦
W1

B(Ω), кроме
того, uxα = u

(k)
xα на множестве Ek = {x ∈ Ω | |u(x)| > k}. Пользуясь (27),

выводим

mesEkB0(k) 6
∫
Ek

B0(u)dx 6
∫

Ω
B0(u)dx 6 C1,

откуда следует

mesEk 6
C1

B0(k)
.

Из определения множества Ek имеем u(k)(x) = 0 в Rn\Ek. В (25) положим
v = u(k), тогда получим

(A(u), u(k))Ek = 0.
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Из условия (23) следует неравенство

(a0(x, u,∇u)− a0(x, u(k),∇u(k)))(u− u(k)) > 0 для x ∈ Ek,

из которого несложно установить

a0(x, u,∇u)u(k) > a0(x, u(k),∇u(k))u(k).

Кроме того, из (28) вытекает

n∑
α=1

aα(x, u,∇u(k))u(k)
xα >

n∑
α=1

aα(x, u(k),∇u(k))u(k)
xα .

Таким образом, справедливо неравенство

(A(u(k)), u(k))Ek 6 0.

Далее, применяя (21), выводим соотношение

a‖B(u(k))‖1,Ek 6 ‖ψ‖1,Ek ,

из которого, согласно (29), получаем

∫
Ek

n∑
α=1

Bα(u(k)
xα )dx 6 ‖B(u(k))‖1,Ek 6

6 C2‖ψ‖l/(l−1)(mesEk)
1/l = C3(mesEk)

1/l. (40)

Имеет место следующая цепочка неравенств: ∀h > k Eh ⊂ Ek и

B∗(h− k) mesEh 6
∫
Eh

B∗(| u | −k)dx =

∫
Eh

B∗(u(k))dx 6
∫
Ek

B∗(u(k))dx.

Тогда из (40), применяя (20), выводим

B∗(h− k) mesEh 6 χ(C4(mesEk)
1/l) 6 C5χ((mesEk)

1/l).

Утверждение теоремы вытекает из леммы 4, применённой к функциям µ(t) =

= mesEt и g0(t) = χ(t1/l) = t1/lΛ(t1/(ln)). �
5. Убывание решения. Далее будем предполагать, что область Ω располо-

жена вдоль выделенной оси Oxs, s ∈ {1, 2, . . . , n}. Для функций v(x) ∈
◦
H 1

B(Ω)
имеет место аналог неравенства Фридрихса:∫

Ωr
Bs

(v(x)

r

)
dx 6

∫
Ωr
Bs(vxs(x))dx, r > 0, (41)

(см. [26, неравенство (57)]).
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До к а з ат е л ь ств о т е о р емы 3. Пусть θ+(x), x > 0 — абсолютно непре-
рывная функция, равная единице при x > r, нулю при x 6 R0, линейная при
x ∈ [R0, 2R0] и удовлетворяющая уравнению

θ′+(x) = δν∗s(x)θ+(x), x ∈ (2R0, r), (42)

(постоянную δ определим позднее). Решая это уравнение, находим

θ+(x) = exp

(
−δ
∫ r

x
ν∗s(ρ)dρ

)
, x ∈ (2R0, r),

тогда имеем

θ′+(x) =
θ+(2R0)

R0
=

1

R0
exp

(
−δ
∫ r

2R0

ν∗s(ρ)dρ

)
, x ∈ (R0,2R0). (43)

Подставив в (25) v = uθ+(xs), получим

∫
Ω

{( n∑
α=1

aα(x, u,∇u)uxα + a0(x, u,∇u)u

)
θ+(xs)+

+ as(x,u,∇u)uθ′+(xs)

}
dx = 0.

Используя (21), (42), (43), (33) и учитывая, что носители функций θ и ψ,
ψ1 не пересекаются, получим

a

∫
Ω
θ+(xs)B(u)dx 6

∫
Ωr2R0

|u||as(x, u,∇u)|δν∗s(xs)θ+(xs)dx+

+

∫
Ω

2R0
R0

|u| |as(x, u,∇u)|θ+(2R0)

R0
dx = I1 + I2. (44)

Далее, пользуясь неравенством ν∗s(xs) 6 z
∗ и ограниченностью функции u(x)

(см. (30)), при помощи (22), (32) в предположении δ
εM2 6 1 оценим первый

интеграл:

I1 6
∫

Ωr2R0

θ+(xs)

(
Bs(εas(x, u,∇u)) +Bs

(
uν∗s(xs)

δ

ε

))
dx 6

6
∫

Ωr2R0

θ+(xs)

(
εâ1B(u) +

n∑
i=1,i 6=s

βiBi

(
uνi(xs)

δ

ε

))
dx.

Выберем теперь ε = a/(4â1), а также δ так, чтобы

δ

ε
6 max{1,M−1

2 },
δ

ε
max

i=1,n,i 6=s
βi 6

a

4
.
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Тогда, воспользовавшись определением (31) функций νi, получим

I1 6
a

4

∫
Ωr2R0

θ+(xs)

(
B(u) +

n∑
i=1,i 6=s

Bi(uνi)

)
dx 6

6
a

4

∫
Ωr2R0

θ+(xs)

(
B(u) +

n∑
i=1,i 6=s

Bi(uxi)

)
dx 6

a

2

∫
Ωr2R0

θ+(xs)B(u)dx.

Теперь, используя условие (22) и неравенства (41), (5), выводим

I2 6 θ+(2R0)

∫
Ω

2R0
R0

(
Bs

( u

R0

)
+Bs(as(x, u,∇u))

)
dx 6

6 θ+(2R0)

∫
Ω2R0

(
Bs(2uxs) + â1B(u)

)
dx 6 θ+(2R0)C1‖B(u)‖1,Ω2R0 .

Подставляя в (44) оценки для I1, I2 и применяя (27), выводим (34). �
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Abstract

The paper highlighted some class of anisotropic elliptic equations of second
order in divergence form with younger members with nonpower nonlineari-
ties

n∑
α=1

(aα(x, u,∇u))xα − a0(x, u,∇u) = 0.

The condition of total monotony is imposed on the Caratheodory functions
included in the equation. Restrictions on the growth of the functions are for-
mulated in terms of a special class of convex functions. These requirements
provide limited, coercive, monotone and semicontinuous corresponding el-
liptic operator. For the considered equations with nonpower nonlinearities
the qualitative properties of solutions of the Dirichlet problem in unbounded
domains Ω ⊂ Rn, n > 2 are studied. The existence and uniqueness of gener-
alized solutions in anisotropic Sobolev–Orlicz spaces are proved. Moreover,
for arbitrary unbounded domains, the Embedding theorems for anisotropic
Sobolev–Orlicz spaces are generalized. It makes possible to prove the global
boundedness of solutions of the Dirichlet problem. The original geometric
characteristic for unbounded domains along the selected axis is used. In
terms of the characteristic the exponential estimate for the rate of decrease
at infinity of solutions of the problem with finite data is set.

Keywords: anisotropic elliptic equations, Sobolev–Orlicz space, nonpower
nonlinearity, the existence of solution, unbounded domains, boundedness of
solutions, decay of solution.
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