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Аннотация

В работе рассматриваются интегральные уравнения второго рода с сум-
марно-разностным ядром. Такими уравнениями описывается ряд фи-
зических процессов, происходящих в среде с отражающей границей.
Отмечаются трудности, возникающие при их приближенном решении
методами гармонического анализа, механических квадратур и др. Для
численно-аналитического решения рассматриваемого уравнения в неосо-
бом случае развивается метод усреднения ядра. Метод усреднения яд-
ра, имеющий некоторую общность с методом полос, ранее был применен
в одной (совместной) работе автора для решения интегрального уравне-
ния Винера–Хопфа. Этот метод сводит исходное уравнение к линейной
алгебраической системе с теплиц-плюс-ганкелевой матрицей. Получена
оценка для погрешности в различных функциональных пространствах.
В случае большой размерности полученной алгебраической системы его
решение известными методами линейной алгебры может оказаться весь-
ма затруднительным. В предлагаемом методе решения данной системы
существенным образом используется сверточная структура этой систе-
мы. При этом сочетаются метод нелинейных уравнений факторизации
и дискретный аналог одного специального факторизационного метода,
развитого ранее автором для интегральных уравнений.

Ключевые слова: интегральное уравнение с суммарно-разностным яд-
ром, среда с отражающей границей, метод усреднения ядра, фактори-
зация.
doi: http://dx.doi.org/10.14498/vsgtu1396

Введение. Рассмотрим следующее интегральное уравнение с симметрич-
ным суммарно-разностным ядром K(x, t) = K1(x− t) +K2(x+ t):

f(x) = g(x) +

∫ r

0
K1(x− t)f(t)dt+

∫ r

0
K2 (x+ t) f(t)dt, (1)

где r 6∞, K1 ∈ L1, (−r, r) K1 (−x) = K1(x), K2 ∈ L1(0, 2r).
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Ряд задач математической физики сводится к уравнению (1), ядро кото-
рого удовлетворяет следующим условиям субстохастичности:

K1,2 > 0; λ1 = 2

∫ r

0
K1(t)dt 6 1,

∫ r

0
K(x, t)dx 6 λ 6 1.

В приложениях по теории переноса излучения и кинетической теории га-
зов в плоском слое с отражающей границей вид функции K2 обусловлен при-
нятым законом отражения из границы (см. [1–4]). К простейшим формам
таких законов относятся зеркальное, изотропное, ламбертово отражения.

Уравнение вида (1) возникает также в случае «неплоской геометрии»:
в задачах переноса в однородном шаре и др. (см. [5]).

Если K2 = 0 и r < ∞, то (1) обращается в известное уравнение свертки
на конечном промежутке:

f(x) = g(x) +

∫ r

0
K1(x− t)f(t)dt, r <∞. (2)

Если же K2 = 0 и r = ∞, то (1) представляет собой уравнение Винера-
Хопфа:

f(x) = g(x) +

∫ ∞
0

K1(x− t)f(t)dt. (3)

Чтобы дать наглядное представление о степени сложности решения урав-
нения (1) на конечном промежутке аналитическими методами, приведем од-
но сравнение. Применение метода Винера–Хопфа к уравнению (3) требует
построения одной скалярной факторизации. В случае уравнения (2) вопрос
сводится к факторизации унимодулярной матрицы-функции размера 2 × 2
(см. [6–9]). В этом случае задача существенно усложняется из-за наличия
ядра K2.

В ряде приложений возникает уравнение (1), в котором ядерные функции
K1,2 представлены в следующем виде суперпозиций экспонент:

K1(x) =

∫ b

a
e−|x|sG1(s)ds −∞ < x < +∞,

K2(x) =

∫ b

a
e−xsG2(s)ds, x > 0, 0 6 a < b 6 +∞.

(4)

В работах [10–12 и др.] развиты методы решения уравнения (1) на конеч-
ном промежутке с применением нелинейного уравнения Амбарцумяна, ассо-
цированного с ядром K1

ϕ(s) = 1 + ϕ(s)

∫ b

a

1

s+ p
ϕ(p)G1(p)dp.

Численно-аналитическое решение этих уравнений опирается на аппрокси-
мацию ядерных функций K1,2 конечными линейными агрегатами экспонент.

1. Применение метода усреднения ядра к уравнению (1). Уравнение (1)
возникает в математической физике также в случаях, когда хотя бы одна
из функций K1,2 не представлена в виде (4). Так, например, в случае задач
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переноса излучения при сложных формах отражения из границы функция
K2 не имеет представления (4), а в случае задач переноса в расширяющейся
среде функция K1 не представлена в виде (4). При решении таких задач
приходится прибегнуть к прямой дискретизации уравнения по переменной
интегрирования.

К уравнениям вида (2) ранее применялся метод Нюстрема и другие ме-
тоды механических квадратур (ММК). ММК налагает жесткие требования
на гладкость функций K1 и g. В случае неограниченной, или кусочно непре-
рывной функции K1, ММК вовсе не работает. Применение ММК нарушает
сверточную структуру уравнения, то есть задача сводится к алгебраической
системе, матрица которой не является зависящей (только) от разности ин-
дексов. Отсутствуют количественные оценки погрешности. ММК не приспо-
соблены к решению задач переноса излучения и кинетической теории газов,
поскольку ядра соответствующих интегральных уравнений неограничены.

В работе [13] развит метод усреднения ядра (МУЯ) численно-аналити-
ческого решения неособых интегральных уравнений Винера—Хопфа. МУЯ
имеет определенное сходство с методом полос Г. Н. Положего [14]. В рабо-
те [15] МУЯ был применен к задаче переноса в расширяющейся среде.

Ниже будет описан вкратце способ применения МУЯ к уравнению (1) при
выполнении условия сжатия

λ < 1. (5)

Будем считать, что функция g задается, а f ищется в пространстве L(0, r) ≡
L1(0, r).

Введем равномерную таблицу узлов {2hm}, 0 6 m 6 n на интервале
[0, r] с шагом 2h, при этом r = 2hn. Когда r = ∞, будем считать n = ∞.
Дискретизация в рамках МУЯ сводит уравнение (1) к следующей линейной
алгебраической системе с теплиц-плюс-ганкелевой матрицей:

sj = gj +

n∑
m=1

aj−msm +

n∑
m=1

bj+m−1sm, n 6∞, (6)

где

aj =

∫ (2j+1)h

(2j−1)h
K1(x)dx, −n < j < n;

bj =

∫ (2j+1)h

(2j−1)h
K2(x)dx, 0 < j < 2n,

gj =

∫ 2jh

2(j−1)h
g(t)dt.

Здесь схема изменения индекса j соответствует методу усреднения ядра [13].
Имеем

am, bm > 0,

n−1∑
m=−(n−1)

am +

2n−1∑
m=1

bm 6 λ.

Условие (5) обеспечивает существование и единственность решения систе-
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мы (6). Приближенное решение уравнения (1) определяется по формуле

f̃(x) = g(x) +

n∑
j=1

K1 (x− ηj) sj +

n∑
j=1

K2 (x+ ηj) sj .

Справедлива следующая оценка для погрешности ‖f − f̃‖L(0,r):

‖f − f̃‖L 6 2λ (1− λ)−2 [ω (h,K1) + ω (h,K2)] ‖g‖L ,

получаемая аналогично работе [13]. Здесь через ω (h, f) обозначен интеграль-
ный модуль непрерывности функции f :

ω (h, f) = sup
|t|6h

∫ ∞
−∞
|f(x)− f(x− t)| dx.

2. Факторизационный метод решения системы (6) при n < ∞.
2.1. Запись в виде бесконечной системы. Tёплицевы и ганкелевы мат-

рицы порядка n < ∞ определяются набором из (2n− 1) чисел и n чисел со-
ответственно. Благодаря этому количество арифметических операций, необ-
ходимых для решения линейных алгебраических уравнений с такими матри-
цами, значительно меньше, чем в случае матриц общего вида (см. [16]). Тем
не менее прямое решение системы (6) при больших значениях n может быть
весьма затруднительным, особенно при значениях λ, близких к 1. В таких си-
туациях может быть применен дискретный аналог метода работы автора [11]
решения уравнения (1), который будет вкратце изложен ниже.

Рассмотрим одно из следующих банаховых пространств: lp, p > 1. Норма
в пространствах lp задается следующим образом:

‖x‖p =

( ∞∑
i=1

|xi|p
)1/p

, 1 6 p <∞; ‖x‖∞ = sup
i
|xi| .

Обозначим через Rn — n-мерное арифметическое пространство векторов
x = (x1, x2, . . . , xn) с обычными операциями сложения и умножения на число.

Мы будем отождествлять пространство Rn с теми подпространствами из
lp, которые состоят из финитных последовательностей вида (xi)

∞
i=1, таких что

xi = 0 при i > n.
Обозначим через h+ =

(
h+i
)∞
i=1

и h− =
(
h−i
)∞
i=1

бесконечные последова-
тельности чисел, удовлетворяющих следующим условиям:

h+i =

{
1, при 0 6 i 6 n,
0, при i > n,

h−i =

{
0, при 0 6 i 6 n,
1, при i > n.

Имеем
h+ + h− = I,

где I = (1, 1, . . . ) —последовательность с элементами, равными единице, или
бесконечная единичная матрица.

Рассмотрим уравнение

fk = gk +
∞∑

m=1

ak−mh
+
mfm +

∞∑
m=1

bk+m−1h
+
mfm, k = 1, 2, . . . (7)
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Системы (6) и (7) эквивалентны в следующем смысле. Пусть (6) обла-
дает решением s ∈ Rn. Тогда дополненная нулями бесконечная последова-
тельность s ∈ lp является решением системы (7). С другой стороны, если
уравнение (7) при g ∈ lp обладает решением f ∈ lp, то вектор s = (fk)nk=1
удовлетворяет системе (6).

2.2 Факторизация теплицевых матриц. На систему (6) будет распростра-
нен метод одностороннего продолжения (МОП) (см. [11]) решения интеграль-
ного уравнения типа свертки на конечном промежутке с симметричным яд-
ром. Метод основан на связи между решениями уравнения (6) и ассоциро-
ванной с ним бесконечной системы алгебраических уравнений с теплицевой
матрицей I −A, A = (ak−m), k,m = 1, 2, . . ..

Построение факторизации для уравнения (7) основано на треугольной
факторизации матрицы I − A. Из условия (5) следует полная регулярность
матрицы A в пространствах lp:

‖A‖ = µ 6 |a0|+ 2

∞∑
k=1

|ak| 6 λ < 1.

Поэтому матрица I −A допускает факторизацию (см. [17]):

I −A = (I − Y )(I −X). (8)

Здесь X = (xkm), xkm = xk−m, Y = (ykm), ykm = ym−k, k,m = 1, 2, . . .—
нижняя и верхняя треугольные матрицы, yk = xk = 0 при k < 0. Матрицы
I −X и I − Y обратимы в пространствах lp.

Факторизация (8) в силу симметричности матрицы A = A∗ эквивалентна
следующей нелинейной системе относительно xk = yk = uk (см. [18]):

(1 + δ0k)uk = ak +

∞∑
m=0

umuk+m, k = 0, 1, 2, . . . (9)

u = (uk)∞k=0 ∈ l1.

Поскольку матрицы I −X и I − Y обратимы,

(I −X)−1 = I + Γ+, (I − Y )−1 = I + Γ−. (10)

Здесь Γ+ = (γk−m) и Γ− = (γm−k) —нижняя и верхняя треугольные теплице-
вые матрицы. Числа γk, k = 0, 1, 2, . . . определяются рекуррентным образом
из соотношений

γk = uk +
k∑

m=0

uk−mγm. (11)

2.3. Факторизация уравнения (7). Перепишем уравнение (7) в вектор-
но-матричной форме: (

I −AH+ −BH+
)
f = g.
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Здесь H+ = diag(h+1 , h
+
2 , . . . , h

+
n , . . . ) — бесконечная диагональная матрица

с элементами h+m, m = 1, 2, . . . ; f = (f1, f2, . . . , fn, . . . )
> —искомый, а g =

= (g1, g2, . . . gn, 0, 0, 0, . . . )
> — заданный векторы-столбцы.

Запишем уравнение (6) в аналогичной форме:

(I −An −Bn) s = g,

где
An = (ak−m)nk,m=1 , Bn = (bk+m−1)

n
k,m=1 ,

f = (f1, f2, . . . , fn)> , g = (g1, g2, . . . , gn)>.

Из эквивалентности уравнений (6) и (7) (в отмеченном выше смысле) следует,
что матрица I − AH+ − BH+ обратима. Ниже мы построим факторизацию
для матрицы I −AH+ −BH+:

I −AH+ −BH+ = I −A+AH− −BH+ =

= (I − Y )
[
I −X + (I − Y )−1AH− − (I − Y )−1BH+

]
, (12)

где H− = diag
(
h−1 , h

−
2 , . . . , h

−
n , . . .

)
. Из (8) и (10) получаем

(I − Y )−1A = X + Γ−. (13)

Из (12) и (13) приходим к разложению

I −AH+ −BH+ = (I − Y )
[
I −XH+ + Γ−H− − B̃H+

]
, (14)

где B̃ = (I − Y )−1B = (I + Γ−)B — ганкелева матрица.
Теорема. Имеет место факторизация (14), матрица

I −XH+ + Γ−H− − B̃H+

обратима.
3. Применение факторизации (14). В силу обратимости матрицы I − Y

факторизация (14) сводит уравнение (7) к следующему уравнению:(
I −XH+ + Γ−H− − B̃H+

)
f = g̃, (15)

где g̃ = (g̃1, g̃2, . . . , g̃n, . . . )
> — вектор-столбец, причём

g̃ = (I − Y )−1 g =
(
I + Γ−

)
g.

Элементы g̃ определяются по формулам

g̃k = gk +
n∑

i=k

γi−kgi, при 1 6 k 6 n, и g̃k = 0 при k > n. (16)
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Перепишем уравнение (15) поэлементно:

fk = g̃k +
k∑

j=1

uk−jh
+
j fj −

∞∑
j=k

γj−kh
−
j fj +

n∑
j=1

b̃j+k−1sj , k = 1, 2, . . . (17)

где s = (sk)nk=1, sk = h+k fk. Для номеров k 6 n из (17) имеем

sk = g̃k +

k∑
j=1

uk−jsj −
∞∑

j=n+1

γj−kηj +

n∑
j=1

b̃j+k−1sj , k = 1, 2, . . . , n, (18)

где ηk = h−k fk. Рассмотрим теперь систему (17) при k > n. Тогда будем иметь

ηk =
n∑

j=1

uk−jsj −
∞∑
j=k

γj−kηj +
n∑

j=1

b̃j+k−1sj , k = n+ 1, n+ 2, . . . (19)

Нами получена система линейных уравнений (18), (19) относительно двух
наборов чисел s = (sk)nk=1 и η = (ηk)∞k=n+1. Она эквивалентна системе (17) и,
следовательно, уравнению (6).

Уравнения (19) могут быть заменены следующими более простыми урав-
нениями, которые можно получить из исходного уравнения (6), полагая в нем
k > n:

ηk =
n∑

j=1

ak−jsj +
n∑

j=1

bk+j−1sj , k = n+ 1, n+ 2, . . . (20)

Аналогично континуальному случаю (см. [11]) доказывается следующая
Лемма. Системы (18), (19) и (18), (20) эквивалентны. Числа (sk) и (ηk)

однозначно определяются из системы (18), (20).
3.1. Случай n =∞. В случае n =∞ нам нужно определить только числа

s = (sk)∞k=1 из бесконечномерного аналога системы (18):

sk = g̃k +

k∑
j=1

uk−jsj +

∞∑
j=1

b̃j+k−1sj , k = 1, 2, . . . .

Обозначим

vk = sk −
k∑

j=1

uk−jsj .

Используя формулу (10) и свойства произведения теплицевых и ганеле-
вых матриц, приходим к следующему уравнению с ганкелевой матрицей от-
носительно (vk):

vk = g̃k +
∞∑
j=1

ck+jvj ,

где

ck = b̃k +

∞∑
j=1

b̃k+jγj .
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Численная реализация изложенного подхода предполагает замену НУФ
(9) конечной редуцированной системой (см. [10,18]):

(1 + δ0k)ũk = ak +
n−k∑
m=0

ũmũk+m, k = 0, 1, 2, . . . n. (21)

3.2. О решении уравнения (6) при n < ∞. При n < ∞ имеем uk = ũk,
где ũk определяется из системы (21), которая разрешается простыми итера-
циями. Далее определяются резольвентные матрицы Γ± в виде представле-
ния (10). Элементы γk определяются из рекуррентных соотношений (11).

Из системы уравнений (18), (20) определяются числа sk и ηk, где числа
g̃k определяются по формулам (16). Тем самым строится решение s = (sk)nk=1
исходного уравнения (6).

Не вникая в подробности отметим, что предлагаемая схема численно ре-
ализуется значительно проще по сравнению с прямым решением линейной
алгебраической системы (6). Сказанное особенно относится к случаям боль-
ших значений n и значений λ близких к единице. В известных нам приложе-
ниях числа (ηk) достаточно быстро стремятся к нулю и на практике можно
ограничиться их небольшим количеством.
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Abstract

The paper deals with the integral equations of the second kind with a sum-
difference kernel. These equations describe a series of physical processes in
a medium with a reflective boundary. It has noted some difficulties at ap-
plying the methods of harmonic analysis, mechanical quadrature, and other
approaches to approximate solution of such equations. The kernel average
method is developed for numerical-analytical solution of considered equation
in non singular case. The kernel average method has some similarity with
known strip method. It was applied for solution of Wiener-Hopf integral

© 2015 Samara State Technical University.

Please cite this article in press as:
B a r s e g h y a n A. G. On the solution of the convolution equation with a sum-difference kernel,
Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki [J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys.
& Math. Sci.], 2015, vol. 19, no. 4, pp. 613–623. doi: 10.14498/vsgtu1396. (In Russian)

Author Details:
Ani G. Barseghyan (Cand. Phys. & Math. Sci.; anibarseghyan@mail.ru), Research Fellow,
Division of Methods of Mathematical Physics.

621

http://dx.doi.org/10.7868/S0044466915050063
http://dx.doi.org/10.7868/S0004629913090016
http://dx.doi.org/10.7868/S0004629913090016
http://www.keldysh.ru/papers/2010/source/prep2010_60.pdf
http://mi.mathnet.ru/eng/vsgtu1396
http://www.mathnet.ru/php/organisation.phtml?orgid=1396&option_lang=eng
http://www.mathnet.ru/php/organisation.phtml?orgid=1396&option_lang=eng
http://mi.mathnet.ru/eng/vsgtu1396
http://www.mathnet.ru/php/person.phtml?option_lang=eng&personid=53447
mailto:anibarseghyan@mail.ru


Бар с е г я н А. Г.

equation in earlier work of the author. The kernel average method reduces
the initial equation to the linear algebraic system with Toeplitz-plus-Hankel
matrix. An estimate for accuracy is obtained in the various functional spaces.
In the case of large dimension of the obtained algebraic system the known
methods of linear algebra are not efficient. The proposed method for solving
this system essentially uses convolution structure of the system. It combines
the method of non-linear factorization equations and discrete analogue of the
special factorization method developed earlier by the author to the integral
equations.

Keywords: integral equation with a sum-difference kernel, medium with a
reflective boundary, kernel average method, factorization.
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