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Аннотация

Даламбертиан Леви— бесконечномерный дифференциальный оператор
второго порядка, определенный по аналогии с лапласианом Леви. У ра-
боты две цели: исследовать связи между различными определениями
даламбертиана Леви и исследовать связь между даламбертианами Леви
и уравнениями квантовой хромодинамики (уравнениями Янга—Милл-
са—Дирака). Существуют два определения классического оператора Да-
ламбера—Леви. Первое из них заключается в том, что этот оператор
определяется как интегральный функционал, заданный специальным
видом второй производной. По-другому даламбертиан Леви можно опре-
делить с помощью средних Чезаро вторых производных по направлению
вдоль векторов ортонормированного базиса. В работе доказывается эк-
вивалентность этих определений, при этом используются слабо равно-
мерно плотные ортонормированные базисы. По аналогии с семейством
неклассических лапласианов Леви в работе вводится семейство неклас-
сических даламбертианов Леви, параметризованных линейными опера-
торами на линейной оболочке базиса. Показано, что связь даламбер-
тиана Леви с калибровочными полями можно описать как с помощью
классического даламбертиана Леви, который задается тождественным
оператором на линейной оболочке базиса, так и с помощью другого эле-
мента семейства неклассических даламбертианов Леви. В работе изуча-
ется связь между последним оператором и уравнениями Янга—Милсса
с источником. В частности, выводится система бесконечномерных урав-
нений, эквивалентная уравнениям квантовой хромодинамики и содер-
жащая такой неклассический даламбертиан.
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Введение. В статье обсуждается связь между различными определениями
даламбертиана Леви и выводится система бесконечномерных уравнений, со-
держащая даламбертиан типа Леви и эквивалентная уравнениям квантовой
хромодинамики (уравнениям Янга—Миллса—Дирака).

Для функционалов, определенных на L2(0, 1), Полем Леви были сформу-
лированы несколько определений лапласиана Леви (см. [2]). Одно из опре-
делений состоит в следующем. Если f —функция на L2(0, 1) такая, что для
всех x, u, v ∈ L2(0, 1) выполняется соотношение

f ′′(x)(u, v) =

∫ 1

0

∫ 1

0
KV (x)(t, s)u(t)v(s)dtdts+

∫ 1

0
KL(x)(t)u(t)v(t)dt, (1)

где KV (x) ∈ L2([0, 1] × [0, 1]) и KL(x) ∈ L∞([0, 1]), то значение лапласиана
Леви на функции f определяется равенством

∆Lf(x) =

∫ 1

0
KL(x)(t)dt.

Другое определение состоит в следующем. Пусть {en}— ортонормирован-
ный базис в L2(0, 1). Тогда значение лапласиана Леви ∆L на f определяется
равенством

∆Lf(x) = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f ′′(x)(ek, ek)

(т.е. значение лапласиана Леви на функции f — это среднее Чезаро вторых
производных этой функции по направлениям векторов из {en}). Если ба-
зис {en}— слабо равномерно плотный, эти два определения эквивалентны
(см. [2, 3]). Второе определение лапласиана Леви естественно переносится на
пространство функций, определенных на оснащенном гильбертовом простран-
стве. Свойства такого оператора и его обобщений, так называемых неклас-
сических и экзотических лапласианов Леви, изучались в [4–16] (см. также
цитируемую в этих работах литературу).

Интерес к лапласиану Леви и его аналогам существенно возрос после то-
го, как в [17, 18] Л. Аккарди, П. Джибилиско и И. В. Волович доказали,
что связность в тривиальном векторном расслоении, базой которого явля-
ется евклидово пространство, является решением уравнений Янга—Миллса
тогда и только тогда, когда соответствующий связности параллельный пере-
нос является Леви-гармоническим функционалом (см. также [19]). При этом
использовался аналог первого определения лапласиана Леви, действующий
на операторозначные функции, определенные на пространстве C1-гладких
кривых в евклидовом пространстве. Такой лапласиан задается более слож-
ной формой второй производной, чем (1). Подход работ [17,18] к лапласиану
Леви был использован также в [20], где теорема о связи с уравнениями Янга—
Миллса доказывалась в случае нетривиального векторного расслоения, базой
которого является компактное риманово многообразие, для параллельного
переноса вдоль C1-гладких кривых и стохастического параллельного пере-
носа. По аналогии с лапласианом Леви в [17, 18] был впервые введен далам-
бертиан Леви как интегральный функционал, определяемый специальным
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видом второй производной. Для даламбертиана Леви верна аналогичная тео-
рема о связи с калибровочными полями на пространстве Минковского. В [5]
и [14] были соответственно введены лапласиан и даламбертиан Леви на мно-
гообразиях, определенные с помощью среднего Чезаро вторых производных
по направлению. Для таких операторов в [14] была доказана теорема о связи
лапласиана Леви и даламбертиана Леви и калибровочных полей, при этом эк-
вивалентность определений операторов с помощью чезаровских средних вто-
рых производных по направлениям и определений с помощью интегрального
представления не доказывалась. Для плоского случая эта эквивалентность
доказывается ниже.

Статья устроена следующим образом. В первом параграфе по аналогии
с семейством неклассических лапласианов Леви вводится семейство неклас-
сических даламбертианов Леви. Во втором параграфе доказывается эквива-
лентность определения классического даламбертиана Леви с помощью чеза-
ровских средних вторых производных по направлениям и определения с по-
мощью интегрального представления. В третьем параграфе приводятся об-
щие сведения о связи классического даламбертиана Леви и калибровочных
полей, а также доказывается, что если параллельный перенос зависит от ко-
нечного количества векторов ортонормированного базиса, то соответствую-
щая связность является плоской. В четвертом параграфе исследуется связь
между неклассическим даламбертианом Леви и уравнениями Янга—Милсса
с источником, а также выводится система бесконечномерных уравнений, эк-
вивалентная уравнениям квантовой хромодинамики и содержащая такой да-
ламбертиан и производную в конечной точке.

1. Лапласианы и даламбертианы Леви. Везде ниже, если G1, G2 — веще-
ственные локально выпуклые пространства, для функции f : G1 → G2, диф-
ференцируемой по Гато в точке x, символом duf(x), где u ∈ G1, обозначается

d

dε

∣∣∣
ε=0

f(x+ εu) = f ′(x)u.

Напомним общую схему определения однородных линейных дифференци-
альных операторов первого и второго порядка из статьи [21], которая вклю-
чает в себя лапласианы Гросса—Вольтерры и Леви. Пусть E — вещественное
локально выпуклое пространство и E∗ — его сопряженное пространство, наде-
ленное *-слабой топологией. Пусть S —линейный вещественный функционал,
определенный на пространстве domS ⊂ E∗. Областью определения domDS

дифференциального оператора первого порядкаDS , порожденного линейным
функционалом S, является пространство всех дифференцируемых по Гато
действительных функций на пространстве E, для которых f ′(x) ∈ domS для
каждого x ∈ E. Оператор domDS действует следующим образом:

DSf(x) = S(f ′(x)) для x ∈ E, f ∈ domDS .

Примером дифференциального оператора первого порядка является произ-
водная в конечной точке, определение которой приводится в четвертом пара-
графе.

Пусть L(E,E∗) —пространство непрерывных линейных функционалов из
E в E∗ и пусть S —линейный вещественный функционал, определенный на
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пространстве domS ⊂ L(E,E∗). Областью определения domDS дифферен-
циального оператора второго порядка DS , порожденного линейным функци-
оналом S, является пространство всех дважды дифференцируемых по Гато
действительных функций на пространстве E, для которых f ′′(x) ∈ domS для
каждого x ∈ E. Оператор domDS действует следующим образом:

DSf(x) = S(f ′′(x)) для x ∈ E, f ∈ domDS .

Пусть E непрерывно вложено в действительное сепарабельное гильбер-
тово пространство H так, что образ E при вложении плотен в H. Тогда
E ⊂ H ⊂ E∗ — оснащенное гильбертово пространство. Зафиксируем в H ор-
тонормированный базис {en}, состоящий из векторов пространства E. Обоб-
щенный лапласиан Леви (или экзотический лапласиан Леви) ∆l

L порядка
l > 0 — это дифференциальный оператор второго порядка, порожденный
функционалом trlL (экзотическим следом Леви), который определяется сле-
дующим образом:

trlL(L) = lim
n→∞

1

nl

n∑
k=1

(Lek, ek), (2)

а область его определения состоит из всех L ∈ L(E,E∗), для которых правая
часть (2) существует (см. [7,10]). Определение экзотического лапласиана Ле-
ви при l = 0 совпадает с определением лапласиана Гросса—Вольтерры, а при
l = 1 совпадает с определением классического лапласиана Леви. Пусть R—
линейный оператор, действующий из span{en : n ∈ N} в E. Неклассический
лапласиан Леви ∆R

L , порожденный оператором R, — это дифференциальный
оператор второго порядка, порожденный линейным функционалом trRL , ко-
торый определяется следующим образом:

trRL(L) = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

(LRek, Rek), (3)

а область его определения состоит из всех L ∈ L(E,E∗), для которых пра-
вая часть (3) существует (см. [6]). Все экзотические лапласианы Леви, кроме
лапласиана Гросса—Вольтерры, представляются как неклассические лапла-
сианы Леви (см. [16], а также ср. [7, 9]): для l > −1 выполняется равенство

∆L
N−l/2 = (l + 1)∆l+1

L ,

где оператор N−l/2 на span{en : n ∈ N} определен следующим образом:

N−l/2en = n−l/2en.

По аналогии можно определить даламбертиан Леви. Пусть теперь E =
= R1,3 ⊗E1 и H = R1,3 ⊗H1, где E1 — вещественное локально выпуклое про-
странство, непрерывно вложенное в действительное сепарабельное гильбер-
тово пространство H1 так, что образ E1 при вложении плотен в H1. Пусть те-
перь {en}— ортонормированный базис вH1, состоящий из векторов простран-
ства E1. Пусть {p0, p1, p2, p3}— базис в пространстве R1,3 = {x0, x1, x2, x3}.
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Метрика η в этом базисе имеет диагональный вид c диагональю {1,−1,−1,−1}.
Неклассический даламбертиан Леви, порожденный линейным оператором
R : span{en : n ∈ N} → E1, — это дифференциальный оператор второго по-
рядка, порожденный линейным функционалом SR, который определяется
формулой

SR(L) = lim
n→∞

1

n

( n∑
k=1

〈L(p0 ⊗Rek), p0 ⊗Rek〉−

−
3∑

µ=1

〈L(pµ ⊗Rek), pµ ⊗Rek〉
)
, (4)

а область его определения состоит из всех L ∈ L(E,E∗), для которых правая
часть (4) существует. По-другому определение неклассического даламберти-
ана Леви можно сформулировать следующим образом.

Определение 1. Неклассическим даламбертианом Леви, порожденным
оператором R, называется отображение из Dom�LR в пространство функций
на E, определенное формулой

�RLf(x) = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

(
dp0⊗Rekdp0⊗Rekf(x)−

3∑
µ=1

dpµ⊗Rekdpµ⊗Rekf(x)

)
, (5)

где Dom�LR —пространство дважды дифференцируемых по Гато функций
на E, для которых правая часть (5) существует для всех x ∈ E.

Если R— тождественный оператор, то порожденный R даламбертиан Ле-
ви — классический даламбертиан Леви.

2. Даламбертиан Леви, определенный с помощью интегрального представ-
ления. Греческие индексы пробегают {0, 1, 2, 3}, если не оговорено иное. Мы
будем суммировать по повторяющимся индексам. Символ MN (C) обозначает
пространство квадратных комплексных матриц порядка N .

Напомним определение из [17]. Обозначим символом Ω пространство два-
жды дифференцируемых по Фреше функций из C1([0, 1],R1,3) в MN (C), для
второй производной которых в каждой точке σ ∈ C1([0, 1],R1,3) выполняется
соотношение

f ′′(σ)(u, v) =

∫ 1

0

∫ 1

0
KV
µν(σ)(t, s)uµ(t)vν(s)dtds+

+

∫ 1

0
KL
µν(σ)(t)uµ(t)vν(t)dt+

∫ 1

0
KS
µν(σ)(t)(u̇µ(t)vν(t) + v̇µ(t)uν(t))dt, (6)

где u, v ∈ C1([0, 1],R1,3) такие, что

u(0) = v(0) = u(1) = v(1) = 0,

KV
µν ∈ L2([0, 1] × [0, 1],MN (C)), KL

µν ,K
S
µν ∈ L∞([0, 1],MN (C)), KL

µν — симмет-
ричный тензор:

KL
µν = KL

νµ,
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а KS
µν — антисимметричный тензор:

KS
µν = −KS

νµ.

Определение 2. Даламбертиан Леви— это линейное отображение из Ω
в пространство всехMN (C)-значных функций на C1([0, 1],R1,3), определенное
формулой

�L1f(σ) =

∫ 1

0
ηµνKL

µν(σ)(t)dt.

Напомним определение из [2].
Определение 3. Ортонормированный базис {hn} в L2(0, 1) называется

слабо равномерно плотным, если

lim
n→∞

∫ 1

0
h(t)

(
1

n

n∑
k=1

h2
k(t)− 1

)
dt = 0

для любой функции h ∈ L∞[0, 1].
Примером слабо равномерно плотного базиса в L2(0, 1) является последо-

вательность hn(t) =
√

2 sinnπt.
Следующая теорема связывает определения 1 и 2.
Теорема 1. Пусть {hn}— слабо равномерно плотный базис в L2(0, 1), со-

стоящий из функций из C1([0, 1],R) таких, что hn(0) = hn(1) = 0 для всех
n ∈ N. Если f ∈ Ω, то

�L1f(σ) = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

(
dp0hkdp0hkf(σ)−

3∑
µ=1

dpµhkdpµhkf(σ)

)
.

До к а з ат е л ь ств о. Действительно, т.к. KS
µν — антисимметричный тен-

зор и hk(0) = hk(1) = 0, выполняется равенство

f ′′(σ)(pµhk, pµhk) =

∫ 1

0

∫ 1

0
KV
µµ(σ)(t, s)hk(t)hk(s)dtds+

∫ 1

0
KL
µµ(σ)(t)h2

k(t)dt.

Так как {hn}— ортонормированный базис в L2(0, 1) и KV
µµ(σ) ∈ L2([0, 1] ×

× [0, 1]), выполняется равенство

lim
n→∞

∫ 1

0

∫ 1

0
KV
µµ(σ)(t, s)hn(t)hn(s)dtds = 0.

Так как {hn}— слабо равномерно плотный базис и KV
µµ(σ) ∈ L∞([0, 1]), вы-

полняется равенство

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

∫ 1

0
KL
µµ(σ)(t)h2

k(t)dt =

∫ 1

0
KL
µµ(σ)(t)dt.
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Отсюда следует утверждение теоремы. �
Замечание 1. Определение лапласиана Леви с помощью интегрального

представления получается, если в определении 2 метрику Минковского за-
менить на евклидову. Утверждение, аналогичное утверждению теоремы 2,
верно для лапласиана Леви.

3. Даламбертиан Леви и уравнения Янга—Миллса. Ниже связность в три-
виальном векторном расслоении с базой R1,3, слоем CN , структурной группой
U(N), ассоциированном с тривиальным главным расслоением U(N)×R1,3, за-
дана на R1,3 как u(N)-значная C∞-гладкая 1-форма Aµ(x)dxµ, определенная
на R1,3. Для функции ϕ ∈ C∞(R1,3, u(N)) ковариантная производная вдоль
поля (∂/∂µ) определяется так:

∇µϕ = ∂µϕ+ [Aµ, ϕ].

Тензор кривизны определяется формулой

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ].

Для кривой σ ∈W 1
2 ([0, 1],R1,3) оператор Ut,s(σ), где 0 6 s 6 t 6 1, определя-

ется как решение системы дифференциальных уравнений1
d

dt
Ut,s(σ) = −Aµ(σ(t))σ̇µ(t)Ut,s(σ)

d

ds
Ut,s(σ) = Ut,s(σ)Aµ(σ(s))σ̇µ(s)

Ut,s(σ)|t=s = IN .

(7)

Решение уравнения (7) выражается в виде ряда

Ut,s(σ) = IN +

∞∑
k=1

∫
∆k
s,t

dτ1 . . . dτk (−Aµ(σ(τk))σ̇
µ(τk)) . . . (−Aµ(σ(τ1))σ̇µ(τ1)) ,

где
∆k
s,t :=

{
(τ1, . . . , τk) ∈ Rk : s 6 τ1 6 . . . 6 τk 6 t

}
.

Оператор U1,0(σ) —параллельный перенос вдоль кривой σ.
Пусть функция U : C1([0, 1],R1,3)→MN (C) определена формулой

U(σ) = U1,0(σ), σ ∈ C1([0, 1],R1,3).

В [17] доказывается, что функция U(параллельный перенос вдоль C1-гладких
кривых) лежит в Ω, причем KV

µν , KL
µν , KS

µν определяются так:

KV
µν(σ)(t, s) =

=

{
U1,t(σ)Fµλ(σ(t))σ̇λ(t)Ut,s(σ)Fνκ(σ(s))σ̇κ(s)Us,0(σ), если t > s
U1,s(σ)Fνκ(σ(s))σ̇κ(s)Us,t(σ)Fµλ(σ(t))σ̇λ(t)Ut,0(σ), если t < s,

(8)

1Здесь и ниже символом Il обозначается единичная матрица из Mat(l,C).
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KL
µν(σ)(t) =

1

2
U1,t(σ)

(
−∇µFνλ(σ(t))σ̇λ(t)−∇νFµλ(σ(t))σ̇λ(t)

)
Ut,0(σ), (9)

KS
µν(σ)(t) =

1

2
U1,t(σ)Fµν(σ(t))Ut,0(σ). (10)

Выполняется следующая теорема.
Теорема 2. Следующие два утверждения равносильны:
1) связность A на R1,3 является решением уравнений Янга—Миллса:

∇µFµν = 0;

2) функция U является решением уравнения Даламбера—Леви:

�L1U(σ) = 0. (11)

До к а з ат е л ь ств о см. в [17]. �
В силу теоремы 1 в теореме 2 даламбертиан Леви, определенный с помо-

щью интегрального представления, можно заменить на даламбертиан Леви в
смысле среднего Чезаро вторых производных по направлению. Отсюда следу-
ет, что если параллельный перенос как функция на пространстве C1-гладких
кривых зависит от конечного количества элементов базиса, то соответствую-
щая связность является решением уравнений Янга—Миллса.

Следующая теорема утверждает, что если параллельный перенос зависит
от конечного количества элементов базиса, то соответствующая связность
является плоской.

Теорема 3. Пусть {hn}— ортонормированный базис в L2([0, 1],R) такой,
что все элементы {hn} принадлежат C1([0, 1],R), причем hn(0) = 0 для всех
n ∈ N и hn(1) = 0 для всех n > N1 для некоторого натурального N1. Если
для каждого σ ∈ C1([0, 1],R1,3) выполняется

dpµhnU(σ) = 0

для всех µ и n > Nσ для некоторого натурального Nσ, то F ≡ 0.
Д о к а з ат е л ь ств о. Известно (см. [17]), что

duU(σ) =

∫ 1

0
U1,t(σ)(−Fµν(σ(t))uµ(t)σ̇ν(t))Ut,0(σ)dt+

+ U1,0(σ)Aµ(σ(1))uµ(1)−Aµ(σ(1))uµ(1)U1,0(σ). (12)

Зафиксируем σ ∈ C1([0, 1],R1,3). Пусть N1
σ = max(Nσ, N1). Введем функ-

цию Jµ : [0, 1]→MN (C), определенную формулой

Jµ(t) = U1,t(σ)(−Fµν(σ(t))σ̇ν(t))Ut,0(σ).

Тогда в силу (12) для n > N1
σ выполняется

dpµhnU(σ) =

∫ 1

0
Jµ(t)hn(t)dt = 0.
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Т.е. (Jµ(t))ij ⊥ hn в L2([0, 1]) для всех n > N1
σ и i, j ∈ {1, . . . , N}. Тогда

Jµ(t) =

N1
σ∑

n=1

Mnhn(t),

где

Mn =

∫ 1

0
Jµ(t)hn(t)dt.

Отсюда следует, что

−U1,0(σ)Fµν(σ(0))σ̇ν(0) = Jµ(0) =

N1
σ∑

n=1

Mnhn(0) = 0.

Тогда Fµν(σ(0))σ̇ν(0) = 0 для всех σ ∈ C1([0, 1],R1,3). Подбирая подходящие
σ ∈ C1([0, 1],R1,3), мы получаем F ≡ 0. �

4. Даламбертиан Леви и уравнения квантовой хромодинамики. Пусть

W 1
2,0([0, 1],R) = {σ ∈W 1

2 ([0, 1],R) : σ(0) = 0}

— гильбертово пространство со скалярным произведением

(σ1, σ2)H =

∫ 1

0
σ̇1(t)σ̇2(t)dt.

Функции {fn}∞n=0, где f0(t) = t и fn(t) =
√

2
πn sin(πnt) для n ∈ N, образуют

ортонормированный базис W 1
2,0([0, 1],R). Пусть

H = {σ ∈W 1
2 ([0, 1],R1,3) : σ(0) = 0} = R1,3 ⊗W 1

2,0([0, 1],R).

Пусть функция Uw : H →MN (C) определена формулой

Uw(σ) = U1,0(σ), σ ∈ H.

В дальнейшем мы будем рассматривать перенос вдоль кривых из H и пользо-
ваться даламбертианом Леви, определенным с помощью базиса {fn}∞n=0, т.к.
с помощью этого базиса можно определить производную в конечной точке.

Следующее определение является частным случаем определения 1.
Определение 4. Неклассический даламбертиан Леви �L2 — это линейное

отображение из пространства dom�L2 в пространство всех MN (C)-значных
функций на H, определенное следующим образом:

�L2f(σ) = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

(
dπkp0fkdπkp0fkf(σ)−

3∑
µ=1

dπkpµfkdπkpµfkf(σ)

)
, (13)

где dom�L2 —пространство дважды дифференцируемых по Гато MN (C)-
значных функций на H, для которых правая часть (13) существует для всех
σ ∈ H.
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В доказательстве теоремы 4 и ниже символом σr (r ∈ [0, 1]) обозначается
кривая из H, определенная так: σr(t) = σ(rt).

Теорема 4. Пусть Jν(x)dxν —C∞-гладкая u(N)-значная 1-форма. Следу-
ющие два утверждения равносильны:

1) связность A является решением уравнений Янга—Миллса с источни-
ком:

∇µFµν = Jν ;

2) для каждого σ ∈ H выполняется соотношение

�L2Uw(σ) = −
∫ 1

0
U1,t(σ)Jν(σ(t))σ̇ν(t)Ut,0(σ)dt. (14)

До к а з ат е л ь ств о. Функция Uw бесконечно дифференцируема по Фре-
ше на H (см. [22]). Такими же рассуждениями, как и в [17], получаем, что
для второй производной Uw выполняется соотношение (6) для всех σ, u, v ∈ H
таких, что u(1) = v(1) = 0, причем KV

µν , KL
µν , KS

µν выражаются формула-
ми (8), (9), (10) соответственно.

Так как

lim
n→∞

1

n

( n∑
k=1

(πk)2f2
k (t)

)
= 1

равномерно на каждом отрезке [t1, t2] ∈ (0, 1) и

sup
t∈[0,1],n∈N

∣∣∣∣ 1n
( n∑
k=1

(πk)2f2
k (t)

)∣∣∣∣ 6 2

(см. [2]), по теореме Лебега

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

∫ 1

0
KL
µµ(σ)(t)(πk)2f2

k (t)dt =

= lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

∫ 1

0
U1,t(σ)

(
−∇µFµλ(σ(t))σ̇λ(t)(πk)2f2

k (t)
)
Ut,0(σ)dt =

=

∫ 1

0
U1,t(σ)

(
−∇µFµλ(σ(t))σ̇λ(t)

)
Ut,0(σ)dt

для каждого µ ∈ {0, 1, 2, 3}. Тогда

�L2Uw(σ) =

∫ 1

0
U1,t(σ)

(
−∇µFµλ(σ(t))σ̇λ(t)

)
Ut,0(σ)dt.

Отсюда очевидно следует, что если верно ∇µFµν = Jν , то для параллельного
переноса выполняется (14).

Докажем обратное утверждение. Для каждой σ ∈ C1([0, 1],R1,3) введем
функцию Rσ на отрезке [0, 1] следующим образом:

Rσ(r) =

∫ r

0
U1,t(σ)

(
−∇µFµν(σ(t)) + Jν(σ(t))

)
σ̇ν(t)Ut,0(σ)dt.
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Так как
σ̇rν(t) = rσ̇ν(rt), U(rt),(rs)(σ) = Ut,s(σ

r),

выполняется

Rσ(r) = U1,r(σ)

(
�L2Uw(σr) +

∫ 1

0
U1,t(σ

r)Jν(σr(t))σ̇rν(t)Ut,0(σr)dt

)
≡ 0.

Тогда

R′σ(r) = U1,r(σ)
(
−∇µFµν(σ(r))σ̇ν(r) + Jν(σ(r))σ̇ν(r)

)
Ur,0(σ) ≡ 0.

Так как U1,r(σ), Ur,0(σ) ∈ U(N), мы получаем

∇µFµν(σ(r))σ̇ν(r) = Jν(σ(r))σ̇ν(r)

для всех σ ∈ C1([0, 1],R1,3) и для всех r ∈ [0, 1]. Тогда ∇µFµν = Jν . �
Определение 5. Если функция f : H → V1, где V1 — конечномерное век-

торное пространство, дифференцируема всюду по Гато, то производная f
в конечной точке по направлению h ∈ R1,3 (endpoint derivation) определя-
ется формулой

Dhf(σ) = dhf0f(σ) +
∞∑
n=1

√
2(−1)ndhfnf(σ),

если правая часть существует для всех σ ∈ H.
Будем обозначать Dµ = Dpµ .
Предложение 1. Пусть f : H → V1, где V1 — конечномерное векторное

пространство, дифференцируема всюду на H в смысле Гато, причем произ-
водная f представляется в виде

duf(σ) =

∫ 1

0
〈u(t), νσ(dt)〉, (15)

где для каждого σ ∈ H νσ — это V1 × (R1,3)∗-значная борелевская мера. То-
гда существует производная функции f в конечной точке по направлению
h ∈ R1,3, причем

Dhf(σ) = 〈h, νσ({1})〉, σ ∈ H.

До к а з ат е л ь ств о. Ряд Фурье
∞∑
n=1

(−1)n
2

πn
sinπnt

сходится к t на [0, 1), причем частичные суммы этого ряда равномерно огра-
ничены на [0, 1] (см. например [23, с. 555]). Тогда предложение следует из
теоремы Лебега, т.к. ряд

f0(t) +
∞∑
n=1

(−1)n
√

2fn(t)
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сходится поточечно к 1{1}(t) (индикатору точки {1}), причем частичные сум-
мы ряда равномерно ограничены на [0, 1]. �

Пусть {gα}4α=1 —фиксированный базис в C4. Если ϕ ∈ CN⊗C4, символами
ϕα (α = 1, 2, 3, 4) будем обозначать такие векторы из CN , что

ϕ =
4∑

α=1

ϕα ⊗ gα.

Пусть γµ —матрицы Дирака.2 Символ ϕγµϕ пусть обозначает оператор, дей-
ствующий в CN и определенный формулой

ϕγµϕ =
4∑

α=1

((IN ⊗ γ0γµ)ϕ)α ⊗ ϕ∗α.

Для того чтобы вывести систему уравнений, эквивалентную уравнениям
Янга—Миллса—Дирака, напомним несколько известных фактов (см. [22]).

Предложение 2. Если ϕ ∈ CN , то i ϕ γµϕ ∈ u(N).

До к а з ат е л ь ств о. Пусть ξ1, ξ2 ∈ CN , тогда

(ϕγµϕξ1, ξ2)CN =

( 4∑
α=1

(
(IN ⊗ γ0γµ)

( 4∑
β=1

ϕβ ⊗ gβ
))

α

(ξ1, ϕα)CN , ξ2

)
CN

=

=

( 4∑
α=1

( 4∑
β=1

ϕβ ⊗ (γ0γµgβ)

)
α

(ξ1, ϕα)CN , ξ2

)
CN

=

=
4∑

α=1

4∑
β=1

(ξ1, ϕα)CN (γ0γµgβ, gα)C4(ϕβ, ξ2)CN .

Аналогично доказывается, что

(ξ1, ϕγµϕξ2)CN =

4∑
α=1

4∑
β=1

(ξ1, ϕα)CN (gβ, γ0γµgα)C4(ϕβ, ξ2)CN .

Так как γ0γµ — симметричный оператор на C4 для каждого µ ∈ {0, 1, 2, 3},
выполняется (ϕγµϕξ1, ξ2)CN = (ξ1, ϕγµϕξ2)CN . Тогда (iϕγµϕ)∗ = −i ϕγµϕ. �

Предложение 3. Если g ∈ U(N) и ϕ ∈ CN , то

(g ⊗ I4)ϕγµ(g ⊗ I4)ϕ = gϕγµϕg
−1.

До к а з ат е л ь ств о. Так как операторы (g⊗ I4) и (IN ⊗ γ0γµ) коммути-
руют, верна цепочка равенств

2Мы считаем, что γµ ∈Mat(4,C), причем γµγν + γνγµ = 2ηµνI4, γ∗
0 = γ0, γ∗

µ = −γµ при
µ 6= 0.
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(g ⊗ I4)ϕγµ(g ⊗ I4)ϕ =
4∑

α=1

(
(g ⊗ I4)(IN ⊗ γ0γµ)ϕ

)
α
⊗
(
(g ⊗ I4)ϕ

)∗
α

=

=
4∑

α=1

(
g
(
(IN ⊗ γ0γµ)ϕ

)
α

)
⊗ (gϕα)∗ =

= g

(
4∑

α=1

(
(IN ⊗ γ0γµ)ϕ

)
α
⊗ (ϕα)∗

)
g−1 = gϕγµϕg

−1.

Предпоследнее равенство выполняется, т.к. для β1, β2 ∈ CN и g ∈ U(N) верно
равенство

g(β1 ⊗ β∗2)g−1 =
(
(gβ1)⊗ (gβ2)∗

)
.

Действительно, пусть ξ ∈ CN , тогда

g(β1 ⊗ β∗2)g−1ξ = gβ1(g−1ξ, β2)CN = gβ1(ξ, gβ2)CN =
(
(gβ1)⊗ (gβ2)∗

)
ξ. �

Теорема 5. Пара (A,ψ), где ψ ∈ C∞(R1,3,CN ⊗ C4), является решением
системы уравнений квантовой хромодинамики{

(IN ⊗ γµ)(∂µ +Aµ ⊗ I4)ψ + imψ = 0,

∇µFµν = −i(ψγνψ)
(16)

тогда и только тогда, когда параллельный перенос Uw и функция Ψ: H →
CN ⊗ C4, определенная так :

Ψ(σ) = (U−1
w (σ)⊗ I4)ψ(σ(1)), σ ∈ H,

являются решением системы
(IN ⊗ γµ)DµΨ + imΨ = 0,

�L1Uw(σ) = iUw(σ)

∫ 1

0
Ψ(σr)γνΨ(σr)σ̇ν(r)dr.

(17)

До к а з ат е л ь ств о. Для кривой σ ∈ H оператор U−1
t,s (σ), где 0 6 s 6

t 6 1 является решением системы дифференциальных уравнений
d

dt
U−1
t,s (σ) = U−1

t,s (σ)Aµ(σ(t))σ̇µ(t),

d

ds
U−1
t,s (σ) = −Aµ(σ(s))σ̇µ(s)U−1

t,s (σ),

U−1
t,s (σ)

∣∣
t=s

= IN .

Это решение выражается как ряд

U−1
t,s (σ) = IN +

∞∑
k=1

∫
∆k
s,t

(
Aµ(στ1)σ̇µτ1

)
. . .
(
Aµ(στk)σ̇µτk

)
dτ1 . . . dτk.
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Тогда функция U−1
w дифференцируема всюду по Фреше. Аналогично (12) для

любого u ∈ H выполняется

duU
−1
w (σ) =

∫ 1

0
U−1
r,0 (σ)(Fνµ(σ(r))σ̇µ(r)uν(r))U−1

1,r (σ)dr+U−1
1,0 (σ)Aµ(σ(1))uµ(1).

Тогда верна следующая цепочка равенств:

duΨ(σ) =
(
duU

−1
w (σ)⊗ I4

)
ψ(σ(1)) +

(
U−1
w (σ)⊗ I4

)
∂u(1)ψ(σ(1)) =

=

(∫ 1

0
U−1
r,0 (σ)Fµν(σ(r))uµ(r)σ̇ν(r)U−1

r,1 (σ)dr ⊗ I4

)
ψ(σ(1))+

+
(
U−1
w (σ)Aµ(σ(1))⊗ I4

)
uµ(1) +

(
U−1
w (σ)⊗ I4

)
∂u(1)ψ(σ(1)).

Отсюда следует, что производная по Гато функции Ψ имеет вид (15). Тогда
в силу предложения 1 выполняется

DµΨ(σ) = (U−1
w (σ)⊗ I4)(∂µψ(σ(1)) + (Aµ(σ(1))⊗ I4)ψ(σ(1)).

Из последнего равенства следует, что пара (A,ψ) удовлетворяет первому
уравнению системы (16) тогда и только тогда, когда пара (Uw,Ψ) удовле-
творяет первому уравнению системы (17).

По теореме 4 пара (A,ψ) является решением второго уравнения систе-
мы (16) тогда и только тогда, когда для всех σ ∈ H выполняется

�L1Uw(σ) =

∫ 1

0
U1,r(σ)(iψ(σ(r))γνψ(σ(r))σ̇ν(r))Ur,0(σ)dr.

Из предложения 3 для g = U−1
r,0 (σ) следует, что

U1,0(σ)

∫ 1

0
U−1
r,0 (σ)ψ(σ(r))γνψ(σ(r))σ̇ν(r)Ur,0(σ)dr =

= U1,0(σ)

∫ 1

0
Ψ(σr)γνΨ(σr)σ̇ν(r)dr.

Отсюда следует, что (A,ψ) удовлетворяют второму уравнению системы (16)
тогда и только тогда, когда (Uw,Ψ) удовлетворяют второму уравнению си-
стемы (17). �

Верна аналогичная теорема для даламбертиана Леви и производной в ко-
нечной точке, определенных с помощью интегральных представлений. В ста-
тье [22] Л. Гросса доказывалась эквивалентность первых уравнений систем
из теоремы 5, при этом производная в конечной точке была определена с по-
мощью интегрального представления.
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manifolds // Infin. Dimens. Anal. Quantum. Probab. Relat. Top., 2001. vol. 4, no. 2. pp. 161–
172. doi: 10.1142/s0219025701000449.

255

http://dx.doi.org/10.4213/mzm658
http://dx.doi.org/10.1142/s0219025711004262
http://dx.doi.org/10.1142/s0219025711004262
http://dx.doi.org/10.1142/s0219025713500203
http://dx.doi.org/10.1142/s0219025713500203
http://dx.doi.org/10.1134/s1061920808010056
http://dx.doi.org/10.1016/0022-1236(90)90028-j
http://dx.doi.org/10.1016/0022-1236(90)90028-j
http://dx.doi.org/10.1142/9789814447546_0015
http://dx.doi.org/10.1142/9789814447546_0015
http://dx.doi.org/10.1142/s0219025712500270
http://dx.doi.org/10.1134/s1061920813020118
http://dx.doi.org/10.1142/s0219025713500276
http://dx.doi.org/10.1142/s0219025713500276
http://dx.doi.org/10.1007/bf03001574
http://dx.doi.org/10.1142/s0219025701000449


Волк о в Б. О.

21. Авербух В. И., Смолянов О. Г., Фомин С. В. Обобщенные функции и дифференци-
альные уравнения в линейных пространствах. II. Дифференциальные операторы и их
преобразования Фурье / Тр. ММО, Т. 27. М.: Издательство Московского университета,
1972. С. 249–262.
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Abstract

The Lévy d’Alambertian is the natural analogue of the well-known Lévy-
Laplacian. The aim of the paper is the following. We study the relationship
between different definitions of the Lévy d’Alambertian and the relationship
between the Lévy d’Alambertian and the QCD equations (the Yang–Mills–
Dirac equations). There are two different definitions of the classical Lévy
d’Alambertian. One can define the Lévy d’Alambertian as an integral func-
tional given by the second derivative or define it using the Cesaro means of
the directional derivatives along the elements of some orthonormal basis. Us-
ing the weakly uniformly dense bases we prove the equivalence of these two
definitions. We introduce the family of the nonclassical Lévy d’Alambertians
using the family of the nonclassical Lévy Laplacians as a model. Any ele-
ment of this family is associated with the linear operator on the linear span
of the orthonormal basis. The classical Lévy d’Alambertian is an element
of this family associated with the identity operator. We can describe the
connection between the Lévy d’Alambertians and the gauge fields using the
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classical Lévy d’Alambertian or another nonclassical Lévy d’Alambertian
specified in this paper. We study the relationship between this nonclassical
Lévy d’Alambertian and the Yang–Mills equations with a source and obtain
the system of infinite dimensional differential equations which is equivalent
to the QCD equations.

Keywords: Lévy Laplacian, Lévy d’Alambertian, Yang–Mills equations, Yang–
Mills–Dirac equations.
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