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Аннотация

Для решения уравнений диффузионного типа в настоящее время ши-
роко применяется конечно-элементный метод Галёркина с разрывными
базисными функциями (РМГ), который характеризуется высоким по-
рядком точности получаемого решения. Для применения РМГ исход-
ное уравнение второго порядка преобразуется к системе дифференци-
альных уравнений в частных производных первого порядка. Для этого
вводятся вспомогательные потоковые переменные. В соответствии с тра-
диционным подходом в РМГ решение в каждой ячейке основной сетки
представляется в виде линейной комбинации базисных функций. Теп-
ловой поток ищется в виде линейной комбинации базисных функций
на ячейках двойственной сетки. Двойственная сетка состоит из меди-
анных контрольных объемов, построенных относительно вершин основ-
ной сетки. Интегрирование по объемам и граням ячеек базируется на
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использовании квадратурных формул Гаусса. Численный алгоритм рас-
сматривается на примере решения начально-краевой задачи для трех-
мерного уравнения теплопроводности. Численная методика реализована
в виде программного продукта и ориентирована на решение трехмерных
задач теплопроводности на неструктурированных тетраэдральных сет-
ках. В работе представлены результаты расчетов ряда тестовых задач,
демонстрирующие возможности и точность методики.

Ключевые слова: уравнения параболического типа, разнесенные сетки,
разрывный метод Галёркина.
doi: http://dx.doi.org/10.14498/vsgtu1351

Несмотря на значительные успехи, которые получены в области разработ-
ки численных методов решения трехмерных уравнений теплопроводности,
по-прежнему актуальной задачей является разработка численных алгорит-
мов высокого порядка точности с компактным шаблоном, которые были бы
удобны для применения при параллельном программировании.

Самым распространенным методом решения уравнений теплопроводно-
сти является метод конечного объема, или FVM (Finite Volume Method),
который часто применяется в специализированных программах. При этом
ищутся средние значения неизвестных параметров в контрольных объемах,
а для нахождения значения параметра в конкретной точке контрольного объ-
ема применяется полиномиальная аппроксимация с использованием некото-
рого набора соседних ячеек. Для обеспечения пространственной аппрокси-
мации на границе между элементами необходимо вычислять поток. Метод
конечного объема в этом случае показывает хорошую сходимость и требует
небольших затрат дополнительной памяти при использовании сеток, близких
к равномерным. Однако при решении практических задач часто приходится
сталкиваться с сетками, в которых присутствуют сильно вытянутые ячейки.
На таких сетках могут возникнуть проблемы с вычислением потоковых пере-
менных, что в итоге может привести к отсутствию сходимости алгоритма при
использовании как явной, так и неявной дискретизации по времени. При этом
повышение порядка точности метода конечного объема неизменно связано с
расширением шаблона аппроксимации.

Другим подходом к решению уравнений теплопроводности является ис-
пользование методов конечного элемента. К достоинствам данных методов
стоит отнести тот факт, что высокий порядок аппроксимации достигается
за счет использования ограниченного шаблона, к тому же снижаются тре-
бования к равномерности сетки. На каждом элементе решение ищется в ви-
де проекции на пространство непрерывных базисных функций. Неизвестные
коэффициенты разложения определяются из решения системы дискретных
уравнений, которая получается при умножении дифференциальных уравне-
ний на пробные функции.

В настоящее время популярным методом является метод Галёркина с раз-
рывными базисными функциями, или DGM (Discontinuous Galerkin Method),
который хорошо себя зарекомендовал для решения уравнений Навье—Сток-
са [1–3]. В разрывном методе Галёркина пространства базисных и пробных
функций совпадают. С целью обеспечения устойчивости метода потоки на
границах элементов приближенно определяются с использованием стабили-
зационных добавок [4].
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Как правило, в качестве пробных (базисных) функций выбирают полино-
мы. Порядок точности получаемого решения находится в прямой зависимости
от порядка используемых базисных полиномов. В отличие от метода конеч-
ного объема, повышение порядка точности не требует расширения шаблона.

В данной работе разрывный метод Галёркина применяется для решения
трехмерных уравнений теплопроводности на неструктурированных разнесен-
ных сетках. Подобно тому, как это сделано в работах [5, 6] для термодина-
мических переменных и компонент вектора скорости, в данной работе тем-
пература и компоненты теплового потока рассматриваются на двойственных
сетках. В отличие от традиционного DGM-подхода [7–9], где решение и по-
токовые переменные рассматриваются на одной сетке, в настоящей работе
температура рассматривается на ячейках основной сетки, а потоковые пе-
ременные рассматриваются на ячейках двойственной сетки. Такой подход
позволяет избежать проблем с выбором потоковой функции на границе эле-
мента и обеспечивает работоспособность метода на сетках с сильно вытяну-
тыми ячейками [10]. Данная статья является продолжением работ [10, 11] и
является их обобщением на трехмерный случай.

1. Реализация метода Галёркина с разрывными базисными функциями
при решении трехмерных уравнений теплопроводности. Рассмотрим трехмер-
ное уравнение теплопроводности

ρCν
∂u

∂t
= div(κ · 5u) + f, (x, y, z) ∈ G, 0 < t 6 T (1)

с известными начально-краевыми условиями; здесь Cν —коэффициент теп-
лоемкости при постоянном объеме, ρ—плотность, κ—коэффициент тепло-
проводности, u(x, y, z, t) — температура в точке (x, y, z) в момент времени t,
f —плотность тепловых источников.

Область G—произвольная односвязная. Для применения метода на осно-
ве разрывного метода Галёркина в области зададим множество точек

ωp = {Pi = (xi, yi, zi), i = 1, 2, . . . , N},

содержащее внутренние и граничные точки области G. На ωp построим тет-
раэдральную сетку на основе критерия Делоне:

T (ωp) = {Tk = T
(
T 1
k , T

2
k , T

3
k , T

4
k ,
)
T 1
k , T

2
k , T

3
k , T

4
k ∈ ωp, k = 1, 2, . . . ,M}.

Пусть T (ωp) содержит все узлы ωp; все тетраэдры Tk имеют ненулевой объем
и пересекаются не более чем по образующим их граням, ребрам или верши-
нам. В тетраэдре Tk с вершинами в точках T 1

k : {x1, y1, z1}, T 2
k : {x2, y2, z2},

T 3
k : {x3, y3, z3}, T 4

k : {x4, y4, z4} центр (xc, yc, zc) определим так:

xc =
x1 + x2 + x3 + x4

4
, yc =

y1 + y2 + y3 + y4
4

, zc =
z1 + z2 + z3 + z4

4
.

Также примем в рассмотрение двойственную сетку, составленную из барицен-
трических объемов вокруг каждой из точек ωp, ограниченных плоскостями,
проходящими через центр тетраэдра, центры граней и середину ребра (см.
рисунок). Точка из ωp будет являться центром соответствующей ей ячейки
двойственной сетки.
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«Медианный» контрольный объем [“Median” control volume]

Для аппроксимации уравнения (1) с помощью разрывного метода Галёр-
кина преобразуем его к системе дифференциальных уравнений в частных
производных первого порядка. Для этого введем дополнительные перемен-
ные [1, 2]:

wx = κ
∂u

∂x
, wy = κ

∂u

∂y
, wz = κ

∂u

∂z
.

Тогда уравнение (1) можно переписать в виде

ρCν
∂u

∂t
=

∂

∂x
wx +

∂

∂y
wy +

∂

∂z
wz + f, (x, y, z) ∈ G, 0 < t 6 T, (2)

wx = κ
∂u

∂x
, (x, y, z) ∈ G, 0 < t 6 T, (3)

wy = κ
∂u

∂y
, (x, y, z) ∈ G, 0 < t 6 T, (4)

wz = κ
∂u

∂z
, (x, y, z) ∈ G, 0 < t 6 T. (5)

В каждом тетраэдре Tk ∈ T (ωp) приближенное решение уравнения (2) бу-
дем искать в виде проекции u на пространство полиномов P 1(x, y, z) первой
степени в базисе {φi} ∈ P 1, i = 0, 3:

φ0 = 1, φ1 =
x− xc

∆x
, φ2 =

y − yc
∆y

, φ3 =
z − zc

∆z
,

где (xc, yc, zc) —центр тетраэдра Tk; ∆x, ∆y, ∆z —проекции тетраэдра на со-
ответствующие оси координат.

На каждой ячейке двойственной сетки Dk приближенное решение урав-
нений (3)–(5) будем искать в виде проекции wx, wy, wz на пространство по-
линомов P 1(x, y, z) первой степени в базисе {ψi} ∈ P 1, i = 0, 3:

ψ0 = 1, ψ1 =
x− xdc
∆xd

, ψ2 =
y − ydc
∆yd

, ψ3 =
z − zdc
∆zd

,
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где (xdc , y
d
c , z

d
c ) —центр ячейки Dk; ∆xd, ∆yd, ∆zd —проекции ячейки двой-

ственной сетки на соответствующие оси координат.
В каждой ячейке основной и двойственной сетки линейная комбинация

соответствующих базисных функций будет определять решение:

uk = u0k + u1k
x− xc

∆x
+ u2k

y − yc
∆y

+ u3k
z − zc

∆z
,

uik = uik (t) , (x, y, z) ∈ Tk, i = 0, 3;

wxk = wx0k + wx1k
x− xdc
∆xd

+ wx2k
y − ydc
∆yd

+ wx3k
z − zdc
∆zd

,

wxik = wxik (t) , (x, y, z) ∈ Dk, i = 0, 3;

wyk = wy0k + wy1k
x− xdc
∆xd

+ wy2k
y − ydc
∆yd

+ wy3k
z − zdc
∆zd

,

wyik = wyik (t) , (x, y, z) ∈ Dk, i = 0, 3;

wzk = wz0k + wz1k
x− xdc
∆xd

+ wz2k
y − ydc
∆yd

+ wz3k
z − zdc
∆zd

,

wzik = wzik (t) , (x, y, z) ∈ Dk, i = 0, 3.

Определим коэффициенты разложения uk из условия ортогональности
невязки всем пробным функциям φi на каждом тетраэдре Tk [2]:

(ρCν)k

3∑
i=0

∂uik
∂t

∫
Tk

φiφmdV =

=

∮
∂Tk

nxwxφmdS +

∮
∂Tk

nywyφmdS +

∮
∂Tk

nzwzφmdS−

−
∫
Tk

wx
∂φm
∂x

dV −
∫
Tk

wy
∂φm
∂y

dV −
∫
Tk

wz
∂φm
∂y

dV +

∫
Tk

ΦkφmdV, m = 0, 3.

(6)

Отсюда получаем систему для определения uik(t). В вычислениях использо-
валась явная схема Эйлера для дискретизации по времени выражения (6).

Определим коэффициенты разложения wxk, wyk, wzk из условия ортого-
нальности невязки всем пробным функциям ψi на каждой ячейке двойствен-
ной сетки Dk:

3∑
i=0

wxik

∫
Tk

φiφmdV =

∮
∂Dk

nxκukψmdS −
∫
Dk

uk
∂ (κψm)

∂x
dV, m = 0, 3, (7)

3∑
i=0

wyik

∫
Tk

φiφmdV =

∮
∂Dk

nyκukψmdS −
∫
Dk

uk
∂ (κψm)

∂y
dV, m = 0, 3, (8)

3∑
i=0

wzik

∫
Tk

φiφmdV =

∮
∂Dk

nzκukψmdS −
∫
Dk

uk
∂ (κψm)

∂z
dV, m = 0, 3. (9)
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Отсюда получаем систему для определения wxik(t), wyik(t), wzik(t).
Сначала вычисляются коэффициенты wxik(t), wyik(t), wzik(t) в системах

(7)–(9) с использованием значений uik(t) с предыдущего временного слоя,
после чего решается система (6) для нахождения uik(t) на текущем временном
слое.

2. Вычисление поверхностного интеграла по треугольнику Tk и ячейке
двойственной сеткиDk. Рассмотрим грань T 1

kT
2
kT

3
k тетраэдра T 1

kT
2
kT

3
kT

4
k . Про-

изведём замену переменных так, чтобы треугольник {T 1
kT

2
kT

3
k } отображался

на канонический треугольник на плоскости {ξ, η} с координатами T1 (1, 0),
T2 (0, 1), T3 (0, 0). Запишем уравнение плоскости, проходящей через точки T 1

k ,
T 2
k , T

3
k :

Ax+By + Cz +D = 0.

Вектор нормали к этой плоскости определяется по формуле n= (A/l,B/l, C/l),
где l =

√
A2 +B2 + C2. После определения вектора нормали необходима про-

верка ориентации грани тетраэдра. Смешанное произведение векторов t1 =
= (x1 − x3, y1 − y3, z1 − z3), t2 = (x2 − x3, y2 − y3, z2 − z3) и вектора нормали
n всегда положительно (sign

(
t1 ·
(
t2 × n

))
> 0) по построению и всегда об-

разует правую тройку векторов, поэтому необходимо проверить смешанное
произведение векторов t1, t2 и t4 = (x4 − x3, y4 − y3, z4 − z3). Если знак вы-
ражения

(x4 − x3)A+ (y4 − y3)B + (z4 − z3)C

положителен, то sign
(
t1 ·
(
t2 × n

))
= sign

(
t1 ·
(
t2 × t4

))
; т.е. данная тройка

векторов тоже правая и вектор нормали направлен внутрь тетраэдра. Поэто-
му необходимо переориентировать грань, например T 1

kT
3
kT

2
k , и вектор внеш-

ней нормали будет определяться по формуле n = (−A/l,−B/l,−C/l).
Следуя работе [13], возьмем три точки на каноническом треугольнике:

t̃1 : (ξ1 = 2/3, η1 = 1/6) , pω1 = 1/3,

t̃2 : (ξ2 = 1/6, η2 = 2/3) , pω2 = 1/3,

t̃3 : (ξ3 = 1/6, η3 = 1/6) , pω3 = 1/3.

Вычислим интеграл по поверхности {T 1
kT

2
kT

3
k }:∮

{T 1
kT

2
kT

3
k }
f (x, y, z) dS =

√
A2 +B2 + C2

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0
f̃ (ξ, η) dξdη ≈

≈ 1

2

√
A2 +B2 + C2

3∑
i=1

f̃ (ξi, ηi) pωi,

где f̃ — значение подынтегральной функции в образах квадратурных точек в
исходном треугольнике.

3. Вычисление объемного интеграла по тетраэдру Tk и ячейке Dk. Рас-
смотрим тетраэдр Tk с вершинами в точках T 1

k , T
2
k , T

3
k , T

4
k . Произведем за-

мену переменных так, чтобы тетраэдр Tk отображался на канонический тет-
раэдр на плоскости {ξ, η, ζ} с координатами: T1 (1, 0, 0), T2 (0, 1, 0), T3 (0, 0, 1),
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T4 (0, 0, 0). В случае квадратичного приближения необходимо взять 4 точки
в каноническом тетраэдре с координатами с соответствующими весами [13]:

t̃1 : (ξ1 = α, η1 = β, ζ1 = β) , pω1 = 0.25,

t̃2 : (ξ2 = β, η2 = α, ζ2 = β) , pω2 = 0.25,

t̃3 : (ξ3 = β, η3 = β, ζ3 = α) , pω3 = 0.25,

t̃4 : (ξ4 = β, η4 = β, ζ4 = β) , pω4 = 0.25,

где α = 0.58541020, β = 0.13819660. Вычислим объемный интеграл по тетра-
эдру Tk:∫∫∫

Tk

f (x, y, z) dxdydz =

= |J |
∫∫∫

T
f̃ (ξ, η, ζ) dξdηdζ ≈ 1

6
|J |

4∑
i=1

f̃ (ξi, ηi, ζi) pωi,

где J —якобиан перехода на канонический тетраэдр, f̃ — значение подынте-
гральной функции в образах квадратурных точек в исходном тетраэдре.

4. Примеры расчетов. В качестве первого примера рассматривалась сле-
дующая задача:

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
, 0 < x < 1, 0 < y < 1, 0 < z < 1, 0 < t 6 0.02,

u(x, y, z, 0) = sin(πx) sin(πy) sin(πz), 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1, 0 6 z 6 1,

u(0, y, z, t) = 0, u(1, y, z, t) = 0, 0 6 y 6 1, 0 6 z 6 1, 0 6 t 6 T,

u(x, 0, z, t) = 0, u(x, 1, z, t) = 0, 0 6 x 6 1, 0 6 z 6 1, 0 6 t 6 T,

u(x, y, 0, t) = 0, u(x, y, 1, t) = 0, 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1, 0 6 t 6 T,

которая имеет точное решение

uT = e−3π
2t sin(πx) sin(πy) sin(πz).

Порядки точности определены в норме L2:

‖uh − uT ‖L2 =

( N∑
k=1

∫
Tk

(uh − uT )2 dV

)1/2

,

где uh —численное решение задачи на сетке с характеристическим размером
ячейки h, N —число ячеек в расчетной области.

В табл. 1 приведены порядки точности исследуемого метода (DGM) и ме-
тода конечных объемов (FVM) для первой задачи на момент времени T = 0.02
с числом Куранта для тепла, равным 2.5 · 10−5.

В следующих задачах порядки точности исследуемого метода r в норме
L2 определены по формуле [14]

r = log2
‖uh − uh/2‖L2

‖uh/2 − uh/4‖L2

,
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Таблица 1
DGM FVM

N h
ошибка порядок ошибка порядок

48 0.433 4.212·10−3 — 5.085·10−4 —
725 0.226 3.219·10−4 3.717 3.001·10−4 0.761
3748 0.121 4.095·10−5 2.974 7.967·10−5 1.913
25558 0.063 5.369·10−6 2.936 2.261·10−5 1.817

где uh, uh/2, uh/4 —численные решения задачи на сетках с характеристиче-
ским размером ячеек h, h/2 и h/4 соответственно.

Во второй задаче был рассмотрен единичный куб 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1,
0 6 z 6 1, на гранях x = 0 и x = 1 которого задан тепловой поток ω = 1. На
остальных четырех гранях происходит свободная теплоотдача с коэффици-
ентом 0.5. Начальное условие имеет вид

u(x, y, z, 0) = 0.

В табл. 2 приведены порядки сходимости исследуемого метода (DGM)
и метода конечных объемов (FVM) для второй задачи на момент времени
T = 0.02 с числом Куранта для тепла, равным 2.5 · 10−5.

В третьей задаче определялось температурное поле единичного куба с
начальным условием

u(x, y, z, 0) = 1 + x2 + y2 + z2.

На плоскостях x = 0, y = 0, z = 0 были заданы условия теплоизоляции ω = 0,
а на плоскостях x = 1, y = 1, z = 1 фиксировалась температура начального
условия.

В табл. 3 приведены порядки сходимости исследуемого метода (DGM)
и метода конечных объемов (FVM) для третьей задачи на момент времени
T = 0.02 с числом Куранта для тепла, равным 2.5 · 10−5.

Таблица 2
h DGM FVM

0.433 3.518 0.429
0.226 1.619 1.161

Таблица 3
h DGM FVM

0.433 1.833 2.458
0.226 1.639 1.772

Заключение. Результаты расчетов показывают возможность применения
исследуемой методики для решения трехмерных уравнений теплопроводно-
сти. Применение описанного метода позволяет получить порядки точности,
близкие ко вторым и выше.
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Abstract

The discontinuous Galerkin method with discontinuous basic functions which
is characterized by a high order of accuracy of the obtained solution is now
widely used. In this paper a new way of approximation of diffusion terms
for discontinuous Galerkin method for solving diffusion-type equations is
proposed. The method uses piecewise polynomials that are continuous on a
macroelement surrounding the nodes in the unstructured mesh but discon-
tinuous between the macroelements. In the proposed numerical scheme the
spaced grid is used. On one grid an approximation of the unknown quantity
is considered, on the other is the approximation of additional variables. Ad-
ditional variables are components of the heat flux. For the numerical exper-
iment the initial-boundary problem for three-dimensional heat conduction
equation is chosen. Calculations of three-dimensional modeling problems in-
cluding explosive factors show a good accuracy of offered method.
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