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Аннотация
Показано, что введенная автором система дифференциальных уравне-
ний в частных производных второго порядка является наиболее общей
системой. Из данной системы можно вывести все системы, решения-
ми которых являются гипергеометрические функций двух переменных
со списка Горна и биортогональные системы многочленов Ш. Эрмита
и П. Аппеля. При этом основным аппаратом исследования биортого-
нальных многочленов двух переменных являются специальные функ-
ции двух переменных. Полученная система гипергеометрического типа
позволяет осуществить единый подход к построению систем биортого-
нальных многочленов. Установлены всевозможные особые кривые изу-
чаемой системы. Существование регулярных решений установлено ме-
тодом Фробениуса—Латышевой.

Ключевые слова: особые кривые, система гипергеометрического типа,
биортогональные многочлены, условия совместности, подранг.
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Предварительные сведения. Обобщение классических ортогональных мно-
гочленов на случаи двух и более переменных привело к необходимости изуче-
ния так называемых биортогональных систем многочленов.Ш.Эрмит в 1865 г.
рассмотрел две пары биортогональных систем многочленов по двум пере-
менным, когда областями ортогональности являются вся плоскость или еди-
ничный круг. В 1881 г. П. Аппель ввел многочлены по двум переменным,
биортогональные по треугольнику. Свойства многочленов Аппеля двух пере-
менных и многочленов Эрмита по многим переменным изложены в моногра-
фии [2]. В этих исследованиях основным аппаратом являются обобщенные
гипергеометрические функции двух и более переменных, где чаще всего на-
ходит применение гипергеометрическая функция Аппеля двух переменных
F2(α, β, β

′, γ, γ′;x, y).
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О применении специальных функций двух переменных. . .

Определение. Гипергеометрическая функция F2(α, β, β
′, γ, γ′;x, y) двух

переменных x и y определяются с помощью ряда

F2(α, β, β
′, γ, γ′;x, y) =

∞∑
m.n=0

(α)m+n(β)n(β′)n
(γ)m(γ′)nm!n!

xmyn. (1)

Ряд (1) сходится абсолютно и равномерно в области |x|+ |y| < 1. Функция
F2 зависит от пяти действительных параметров α, β, β′, γ, γ′, а в (1) введены
следующие обозначения:

(α)0 = 1, (α)n = α(α+ 1) . . . (α+ n− 1) =
Γ(α+ n)

Γ(α)
(n = 1, 2, 3, . . . ).

Известно [2], что гипергеометрические функции двух переменных явля-
ются решениями двух совместных дифференциальных уравнений в частных
производных второго порядка. Так, функция Аппеля F2 является решением
системы{

x(1− x)Zxx − xyZxy + [γ − (α+ β + 1)x]Zx − βyZy − αβZ = 0,

y(1− y)Zyy − xyZxy + [γ′ − (α+ β′ + 1)y]Zy − β′xZx − αβ′Z = 0.
(2)

Целью данной работы является изучение этих систем и их решений в виде
специальных функций двух переменных, раскрытие с единой точки зрения
возможностей и применения при изучении ортогональных многочленов двух
переменных.

1. Постановка задачи. Рассматривается система дифференциальных урав-
нений в частных производных второго порядка{

x2p(0)Zxx + xyp(1)Zxy + xp(2)Zx + yp(3)Zy + p(4)Z = 0,

y2q(0)Zyy + xyq(1)Zxy + xq(2)Zx + yq(3)Zy + q(4)Z = 0
(3)

с коэффициентами вида

p(i) = a
(i)
00 + a

(i)
10x

k, q(i) = b
(i)
00 + b

(i)
01y

k (4)

где i = 0, 1, 2, 3, 4; a(i)00 , b
(i)
00 , a

(i)
10 и b(i)01 —некоторые постоянные, а Z = Z(x, y) —

общая неизвестная.
Для достижения указанной цели требуется установить всевозможные осо-

бые кривые этой системы и изучить возможности построения ее решения
вблизи этих особенностей в виде специальных функций двух переменных, а
также показать их роль при построении ортогональных многочленов двух
переменных.

Допустим, что согласно общей теории таких систем выполняются условия
совместимости и так называемое условие интегрируемости p(1)q(1) 6= p(0)q(0).
При выполнении этих двух условий [3] система (3) с коэффициентами вида
(4) имеет до четырех линейно независимых частных решений:

Zj(x, y) = xρjyσj
∞∑

µ,ν=0

C(j)
µ,νx

µyν (C
(j)
00 6= 0, j = 1, 2, 3, 4), (5)

711



Та см ам б е т о в Ж. Н.

где ρj , σj , C
(j)
µ, ν (µ, ν = 0, 1, 2, . . . ) —неизвестные постоянные.

Следующая общая теорема позволяет установить существование четырех
регулярных решений вблизи особенности (0, 0) в виде обобщенных степенных
рядов двух переменных (5).

Теорема Пусть для системы дифференциальных уравнений в частных
производных вида (3), (4) с регулярными особенностями (x = 0, y = 0) вы-
полнены следующие условия:

1) коэффициенты представимы сходящимися степенными рядами двух
переменных

p(j)(x, y) =

∞∑
µ,ν=0

a(j)µ,νx
µyν , q(j)(x, y) =

∞∑
µ,ν=0

b(j)µ,νx
µyν (j = 0, 1, 2, 3, 4);

(6)
2) система определяющих уравнений f

(1)
00 (ρ, σ) = a

(0)
00 ρ(ρ− 1) + a

(1)
00 ρσ + a

(2)
00 ρ+ a

(3)
00 σ + a

(4)
00 = 0,

f
(2)
00 (ρ, σ) = b

(0)
00 σ(σ − 1) + b

(1)
00 ρσ + b

(2)
00 ρ+ b

(3)
00 σ + b

(4)
00 = 0

(7)

относительно особенности (0, 0) имеет простые пары корней (ρj , σj)
(j = 1, 2, 3, 4), не отличающиеся на целые числа.

Тогда существует одна и только одна система, которая состоит из че-
тырех аналитических функций Zj(x, y) (j = 1, 2, 3, 4), регулярных и тож-
дественно удовлетворяющих системе (3), (4) с коэффициентами (6).

До к а з ат е л ь ств о теоремы состоит из двух этапов. Сначала следует
построить решения вида (5), а затем доказать сходимость этих рядов [4].
Коэффициенты (4) системы (3) являются частными случаями (6), поэтому
теорема справедлива и для этого случая.

Общее решение [2] системы (3), (4) представляется в виде

Z(x, y) = C1Z1(x, y) + C2Z2(x, y) + C3Z3(x, y) + C4Z4(x, y) (8)

и зависит от произвольных постоянных Cj (j = 1, 2, 3, 4). Как и в обыкновен-
ном случае, исследование производится вблизи особенностей (0, 0) и (∞,∞),
а остальные случаи приводятся к ним. Основные сведения об особых кривых
изучаемой системы приводятся в дальнейшем.

Для построения решения (5) применяется метод Фробениуса—Латыше-
вой [4], где регулярность и иррегулярность особых кривых системы (3), (4)
устанавливаются с помощью понятия ранга p = k + 1 (k—подранг) и анти-
ранга m = −1 − λ (λ— антиранг). Для систем с полиномиальными коэффи-
циентами одновременно можно определить как величину подранга

k = max
τl − τ0
l

, l = 1, 2

по наибольшим степеням независимых переменных x и y коэффициентов p(i)
и q(i) (i = 0, 1, 2, 3, 4), так и величину антиподранга

λ = min
τj − τ0
j

, j = 1, 2

712



О применении специальных функций двух переменных. . .

по наименьшим степеням независимых переменных коэффициентов.
С помощью ранга и антиранга можно произвести классификацию особых

кривых по виду заданных коэффициентов p(i) и q(i) (i = 0, 1, 2, 3, 4). Действи-
тельно, если одновременно ранг p 6 0 и антиранг m 6 0, то особенности (0, 0)
и (∞,∞) регулярные и вблизи них можно построить регулярные решения.
В данной работе мы в основном занимаемся изучением регулярных систем.
Ряд теорем, обеспечивающих существование решения вида (5), приведены в
работе [5].

2. Гипергеометрическая система. Во многих случаях непосредственное
применение метода Фробениуса—Латышевой вызывает определенные затруд-
нения. В таких случаях при построении решений системы (3), (4) большую
роль играет преобразование

xk = u, yk = ν, (9)

с помощью которого заданная система приводится к виду

u2(a
(0)
00 + a

(0)
10 u)Zuu + uν(a

(1)
00 + a

(1)
10 u)Zuν + u

[(
a
(0)
00

k − 1

k
+
a
(2)
00

k

)
+

+
(
a
(0)
10

k − 1

k
+
a
(2)
10

k

)]
Zu +

1

k
ν(a

(3)
00 + a

(3)
10 u)Zν+

+
1

k2
(a

(4)
00 + a

(4)
10 u)Z = 0,

ν2(b
(0)
00 + b

(0)
01 ν)Zνν + uν(b

(1)
00 + b

(1)
01 ν)Zuν + ν

[(
b
(0)
00

k − 1

k
+
b
(3)
00

k

)
+

+
(
b
(0)
01

k − 1

k
+
b
(3)
01

k

)]
Zν +

1

k
u(b

(2)
00 + b

(2)
01 ν)Zu+

+
1

k2
(b

(4)
00 + b

(4)
01 ν)Z = 0.

(10)

Полученная система называется системой гипергеометрического типа.
Это название оправдывается тем, что многие системы из списка Я. Горна [7],
решениями которых являются известные гипергеометрические функции двух
переменных, получаются как частные случаи этой системы. В частности, не
трудно убедиться, что система (2), решением которой является функция Ап-
пеля F2(α, β, β

′, γ, γ′;x, y), также является частным случаем системы (10).
В работах [6, 8] показано, что системы Эрмита и Лежандра получаются как
частные случаи системы (3), (4) и преобразование вида (9) приводит к систе-
ме вида (2), поэтому решения этих систем выражаются через гипергеометри-
ческую функцию Аппеля F2(α, β, β

′, γ, γ′;x, y). Данная методика применима
и для построения биортогональных многочленов Аппеля. Покажем это на
конкретном примере.

Пример. При одних и тех же значениях коэффициентов из системы (3),
(4) и (10) получим две системы дифференциальных уравнений в частных
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производных второго порядка:

x(1− x2)Zxx − x2yZxy + [2γ − 1− 2
(
2γ + γ′ − α− n+ 1

2

)
x2]Zx−

−2(γ +m)xyZy − 4(γ +m)(γ + γ′ − α−m− n)xZ = 0,

y(1− y2)Zyy − xy2Zxy + [2γ′ − 1− 2
(
γ + 2γ′ − α−m+ 1

2

)
y2]Zy−

−2(γ′ + n)xyZx − 4(γ′ + n)(γ + γ′ − α−m− n)yZ = 0

(11)

и

u(1− u)Zuu − uνZuν + [γ − (2γ + γ′ − α− n+ 1)u]Zu−
−(γ +m)νZν − (γ +m)(γ + γ′ − α−m− n)Z = 0,

ν(1− ν)Zνν − uνZuν + [γ′ − (γ + 2γ′ − α−m+ 1)ν]Zν−
−(γ′ + n)uZu − (γ′ + n)(γ + γ′ − α−m− n)Z = 0.

(12)

Легко проверить, что система (12) получена из системы (11) с помощью
преобразования x2 = u, y2 = ν, то есть с помощью преобразования (9) при
k = 2. Совместное изучение исходной системы (3), (4) и системы гипергео-
метрического типа (10) позволяет достичь постановленной цели и раскрыть
новые свойства таких систем, связанных с установлением их особых кривых
и построением решений конкретных систем с решениями в виде биортого-
нальных многочленов двух переменных.

3. Об особых кривых. Изучение особых кривых систем вида (3), (4) начнем
с рассмотрения конкретного примера (11) и (12).

3.1. Об особых кривых в частном случае. Для решения системы (11)
приведем ее сначала с помощью преобразования (9) при k = 2 к виду (12).
Затем, учитывая сходство системы (12) с системой (2), построим ее решения,
которые выражаются через функцию Аппеля F2. Поскольку решения систем
следует построить вблизи определенных особых кривых, установим сначала
особые кривые этих систем. Особые кривые системы (11) определяются при-
равниванием к нулю коэффициентов при старших производных Zxx и Zyy,
данном случае — при x(1− x2) = 0 и y(1− y2) = 0. Тогда пары (0, 0), (−1, 0),
(0,−1), (0, 1), (1, 0), (−1,−1), (−1, 1), (1,−1), (1, 1), (0,∞), (∞, 0), (−1,∞),
(∞,−1), (1,∞) являются особенностями системы (11).

С помощью аналогичных рассуждений можно установить, что система
гипергеометрического типа (12) имеет следующие особенности: (0, 0), (0, 1),
(1, 0), (1, 1), (0,∞), (∞, 0), (1,∞), (∞, 1) и (∞,∞), то есть происходит слияние
особенностей и вместо шестнадцати особенностей после слияния получаются
девять.

Известно, что в обыкновенном случае, после слияния двух регулярных
особенностей снова получится регулярная особенность, а слияние более двух
особенностей дает иррегулярную особенность [9]. В отличие от этого в случае
системы дифференциальных уравнений в частных производных слияние че-
тырех пар особенностей (−1,−1), (−1, 0), (0,−1) и (0, 0) на плоскости снова
дает регулярную особенность. В [7, p. 230] отмечается, что при работе с та-
кими системами дифференциальных уравнений в частных производных воз-
никают трудности двух типов. Во-первых, очень мало сведений о поведении
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решений в окрестности точек, в которых пересекаются более чем две особые
кривые или в которых две особые кривые касаются. Во-вторых, исследова-
нию препятствуют возникающие в большом количестве различные системы.

3.2. Об особых кривых общей системы. Вышеприведенные рассуждения
справедливы и для систем (3), (4) и (10). В этом случае самый простой слу-
чай с особенностями, зависящими от значения k, получается при следующем
наборе коэффициентов: a(j)00 = b

(j)
00 = 1, a(j)10 = b

(j)
01 = −1 (j = 0, 1). Тогда все

особенности общей системы можно охватить следующими двумя случаями:
а) при k = 2m + 1 имеем особенности x = 0, x = 1, x = ∞, y = 0, y =

= 1, y =∞; всего можно составить девять пар особенностей, как для
системы гипергеометрического типа (12);

б) при k = 2m имеем особенности x = 0, x = −1, x = 1, x = ∞, y = 0,
y = −1, y = 1, y = ∞; всего можно составить шестнадцать пар особен-
ностей, как для системы типа (11).

В зависимости от значения k в преобразованиях xk = u, yk = ν решения
общей системы (3), (4) зависят от x3, y3; x4, y4; . . . ; xk, yk. Так, в частности,
решения системы (11), полученные при k = 2, зависят от x2, y2. Подыто-
живая вышеприведенные рассуждения, можно сформулировать нижеследу-
ющие выводы.

1. Система дифференциальных уравнений (3) с коэффициентами вида (4)
с помощью преобразования xk = u, yk = ν приводится к системе гипер-
геометрического типа (10).

2. Из исходной системы (3) при различных значениях k определяются k
разных систем с решениями, зависящими от xk и yk.

3. Если k—четное число, то система (3) может иметь до шестнадцати пар
особенностей в зависимости от значений коэффициентов a(j)00 , a

(j)
10 , b

(j)
00 и

b
(j)
01 (j = 0, 1). Если k—нечетное число, то система (3) имеет до девяти
пар особенностей. Если коэффициенты a

(j)
10 и b

(j)
01 (j = 0, 1) неотрица-

тельные числа и k—четное, то система (4) имеет регулярную особен-
ность (0, 0).

4. После преобразования xk = u, yk = ν происходит слияние пар особен-
ностей.

Регулярность и иррегулярность приведенных пар особенностей систем
(10) и (12) устанавливается с помощью простого признака [5].

Таким образом, нами подробно изучены особенности общей системы (3),
(4), конкретной системы (11) и гипергеометрических систем (10) и (12), по-
лученные из них с помощью преобразования (9). Согласно общей теории си-
стем вида (3), (4), вблизи каждой из особенностей должны существовать до
четырех линейно независимых частных решений. Тогда система, имеющая 16
пар особенностей, должна иметь вблизи различных пар особенностей всего
до 64-х линейно независимых частных решений. Однако не всегда это уда-
ется, поскольку во многих системах коэффициенты C

(j)
µ,ν (µ, ν = 0, 1, 2, . . . ;

i = 0, 1, 2, 3, 4) решения (5) определяются неоднозначно.
4. Важные частные случаи. Перейдем к рассмотрению ряда интересных

частных случаев, получающихся при различных значениях постоянной k.
4.1. Система типа Эйлера. Пусть k = 0, тогда из (3), (4) получим си-
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стему типа Эйлера. Особенностями системы являются пары (0, 0), (0,∞),
(∞, 0) и (∞,∞). Вблизи каждой из этих особенностей она может иметь до
четырех линейно независимых частных решений Zi(x, y) (i = 1, 2, 3, 4), пред-
ставленных в виде произведения двух элементарных функций относительно
переменных x и y.

4.2. Системы гипергеометрического типа. При k = 1 система (3) с ко-
эффициентами вида (4) и система гипергеометрического типа (10), получен-
ная из (3), (4) с помощью преобразования (9), совпадают. Многие из 34-х
гипергеометрических функции двух переменных из списка Горна [7], приме-
няемые при изучении ортогональных многочленов двух переменных, полу-
чаются как частные случаи этих систем. Действительно, система (2) отно-
сится к системе гипергеометрического типа (10). Ее ранг p и антиранг m
удовлетворяют условиям p 6 0, m 6 0. Система определяющих уравнений
(7) относительно особенности (0, 0) в этом случае имеет четыре пары корней:

(ρ1 = 0, σ1 = 0); (ρ2 = 1− γ, σ1 = 0);

(ρ1 = 0, σ2 = 1− γ′); (ρ2 = 1− γ, σ2 = 1− γ′).

Тогда, используя метод Фробениуса—Латышевой [4], можно построить четы-
ре линейно независимые регулярные решения системы (2):

Z1(x, y) = F2(α, β, β
′, γ, γ′;x, y),

Z2(x, y) = x1−γF2(α+ 1− γ, β + 1− γ, β′, 2− γ, γ′;x, y),

Z3(x, y) = y1−γF2(α+ 1− γ′, β + 1− γ′, γ, 2− γ′;x, y),

Z4(x, y) = x1−γy1−γF2(α− 2− γ − γ′, β + 1− γ, β′ + 1− γ′, 2− γ, 2− γ′;x, y).

4.3. Системы, связанные с ортогональными многочленами двух пере-
менных. Пусть k = 2, тогда из (3), (4) можно выводить все системы, ре-
шениями которых являются ортогональные многочлены двух переменных.
Действительно, решением системы (12) является многочлен

Jmn(α, γ, γ′;x, y) = (1− x− y)γ+γ
′−α x

1−γy1−γ

(γ)m(γ′)n

∂m+n

∂xm∂yn
×

×
[
xγ+m−1yγ

′+n−1(1− x− y)α+m+n−γ−γ′
]
, (13)

введенный в 1881 г. П. Аппелем [2]. Многочлен (13) является аналогом мно-
гочлена Якоби и рассматривается в треугольной области

G = {(x, y) : x > 0, y > 0, x+ y < 1}

с весовой функцией

h(x, y) = xγ−1yγ
′−1(1− x− y)α−γ−γ

′
,

где параметры весовой функции удовлетворяют условиям

γ > 0, γ′ > 0, α > γ + γ′ − 1.
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4.3.1. Построение многочленов Аппеля. Многочлен (13) является одним
из решений системы (12). Построим вблизи особенности (0, 0) линейно неза-
висимые регулярные решения системы (12). Сравнение систем (2) и (12) по-
казывает, что если ввести обозначения

α = γ + γ′ − α−m− n, β = γ +m, β′ = γ′ + n,

то система гипергеометрического типа (12) приводится к виду (2). На ос-
новании результатов предыдущего пункта ее линейно независимые частные
решения выражаются через функцию F2 относительно переменных u и ν:

Z1(u, ν) = F2(γ + γ′ − α−m− n, γ +m, γ′ + n, γ, γ′;u, ν),

Z2(u, ν) = u1−γF2(γ
′ − α−m− n+ 1,m+ 1, γ′ + n, 2− γ, γ′;u, ν),

Z3(u, ν) = ν1−γ
′
F2(γ − α−m− n+ 1, γ + 1− γ′, γ, 2− γ′;u, ν),

Z4(u, ν) = u1−γν1−γ
′
F2(−α−m− n− 2,m, n, 2− γ, 2− γ′;u, ν).

Тогда с учетом преобразования xk = u, yk = ν частные решения исходной
системы (11) представляются следующим образом:

Z1(x, y) = F2(γ + γ′ − α−m− n, γ +m, γ′ + n, γ, γ′;x2, y2),

Z2(x, y) = x2(1−γ)F2(γ
′ − α−m− n+ 1,m+ 1, γ′ + n, 2− γ, γ′;x2, y2),

Z3(x, y) = y2(1−γ
′)F2(γ − α−m− n+ 1, γ + 1− γ′, γ, 2− γ′;x2, y2),

Z4(x, y) = x2(1−γ)y2(1−γ
′)F2(−α−m− n− 2,m, n, 2− γ, 2− γ′;x2, y2).

Выпишем решение (8) системы (11):

Z(x, y) = C1F2(γ + γ′ − α−m− n, γ +m, γ′ + n, γ, γ′;x2, y2)+

+ x2(1−γ)F2(γ
′ − α−m− n+ 1,m+ 1, γ′ + n, 2− γ, γ′;x2, y2)+

+ y2(1−γ
′)F2(γ − α−m− n+ 1, γ + 1− γ′, γ, 2− γ′;x2, y2)+

+ x2(1−γ)y2(1−γ
′)F2(−α−m− n− 2,m, n, 2− γ, 2− γ′;x2, y2).

Здесь Cj (j = 1, 2, 3, 4) —произвольные постоянные.
4.3.2. Многочлены Аппеля Fmn и Emn. Пусть α = γ + γ′. Тогда система

(12) упрощается и принимает вид

u(1− u)Zuu − uνZuν + [γ − (γ − n+ 1)u]Zu−
−(γ +m)νZν + (m+ n)(γ +m)Z = 0,

ν(1− ν)Zνν − uνZuν − (γ′ + n)uZu+
+[γ′ − (γ′ −m+ 1)ν]Zν + (m+ n)(γ′ + n)Z = 0.

(14)

Используя вышеприведенный метод, построим решение системы (14). Эта
система является системой гипергеометрического типа (10) и при

α = −(m+ n), β = γ +m, β′ = γ′ + n
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приводится к системе (2), линейно независимые частные решения которой
выражаются через функцию F2:

Z1(u, ν) = F2(−m− n, γ +m, γ′ + n, γ, γ′;u, ν),

Z2(u, ν) = u1−γF2(−m− n− γ + 1,m+ 1, γ′ + n, 2− γ, γ′;u, ν),

Z3(u, ν) = ν1−γ
′
F2(−m− n− 1− γ′,m+ 1− γ′, γ, 2− γ′;u, ν),

Z4(u, ν) = u1−γν1−γ
′
F2(−m− n− 2− γ − γ′,m+ 1, n+ 1, 2− γ, 2− γ′;u, ν).

(15)

Первое решение Z1(u, ν) в обозначениях x и y дает [10, p. 259] введенный
в 1882 г. П. Аппелем многочлен

Fmn(γ, γ′;x, y) = Jmn(γ + γ′, γ, γ′;x, y) =

=
x1−γy1−γ

′

(γ)m(γ′)n

∂m+n

∂xm∂yn

[
xγ+m−1yγ

′+n−1(1− x− y)
]

=

= F2(−m− n, γ +m, γ′ + n, γ, γ′;x, y).

Используя частные решения (15) системы (14), общее решение (8) можно
представить, как в предыдущем случае. Аналогичным образом можно выве-
сти систему дифференциальных уравнений в частных производных, которую
удовлетворяет введенный П. Аппелем второй многочлен

Emn(γ, γ′;x, y) = F2(γ + γ′ +m+ n,−m,−n, γ, γ′;x, y).

Отсюда легко заметить, что полученная система гипергеометрического
типа к виду (3) приводится с помощью замены параметров

α = γ + γ′ +m+ n, β = −m, β′ = −n.

Выводы. Таким образом, мы убедились, что введенная нами система диф-
ференциальных уравнений в частных производных второго порядка является
наиболее общей системой, из которой можно выводить все системы, решени-
ями которой являются гипергеометрические функции двух переменных из
списка Горна и биортогональные системы многочленов Ш. Эрмитта и П. Ап-
пеля. При этом основным аппаратом исследования биортогональных мно-
гочленов двух переменных являются специальные функции двух перемен-
ных, в частности функция Аппеля F2. Система гипергеометрического типа
(10), полученная из общей системы (3), (4) с помощью преобразования (9),
позволила осуществить единый подход к построению систем биортогональ-
ных многочленов. Существование регулярных решений установлено методом
Фробениуса—Латышевой.

В данной работе построением регулярных решений в основном занима-
лись вблизи особенности (0, 0). Построение систем биортогональных много-
членов вблизи особенности (∞,∞) осуществляется с помощью функций Ап-
пеля F3. В [7] отмечается, что полученные в этом случае ряды также можно
выразить через F2 и они встречаются в исследованиях по гиперсферическим
гармоникам.
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