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Аннотация

В представленной статье рассмотрены три задачи для гиперболического
уравнения в характеристической области на плоскости. В обсуждаемых
задачах хотя бы одно из условий Гурса заменено на нелокальное условие
на соответствующей характеристике. Нелокальные условия представля-
ют собой линейную комбинацию нормальных производных в точках на
противоположных характеристиках. В случае замены одного условия
решение осуществляется сведением к задаче Гурса, для которой оно су-
ществует и единственно. При этом для нахождения неизвестного усло-
вия Гурса автор получает интегральное уравнение, которое переписыва-
ет в операторной форме и находит случаи его однозначной разрешимо-
сти. Для доказательства однозначной разрешимости упомянутого урав-
нения автор показывает непрерывность линейного оператора и то, что
некоторая его степень является сжимающим отображением. Известно,
что в этом случае искомое условие Гурса можно записать в виде ряда
Неймана. Подробно рассматривается только одна из поставленных за-
дач, но для обеих сформулированы теоремы об однозначной разрешимо-
сти. Если же заменены два условия, единственность решения в предпо-
ложении, что оно существует, доказывается методом априорных оценок.
Для этого используются скалярное произведение и норма в простран-
стве L2. В результате были получены условия на коэффициенты гипер-
болического уравнения, которые обеспечивают единственность решения
задачи. После этого приведен пример, подтверждающий, что получен-
ные условия являются существенными. А именно, построено уравнение,
коэффициенты которого не удовлетворяют условиям последней теоре-
мы, заданы условия на характеристиках и построено ненулевое решение.

Ключевые слова: гиперболическое уравнение, нелокальные условия, за-
дача со смещениями.
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Уткин а Е. А.

Многие авторы работают над изучением задач со смещениями в гранич-
ных условиях, называемых еще нелокальными, для различных уравнений
в частных производных (см., например, [1–8] и др.).

В статье [9] для уравнения

L (u) = uxy + aux + buy + cu = f(x, y) (1)

в характеристическом прямоугольнике D = {0 < x < x1, 0 < y < y1} рассмот-
рена задача об отыскании решения по условиям, связывающим значения ис-
комой функции в четырех переменных точках, лежащих на границе D. Ука-
заны условия, обеспечивающие возможность редукции задачи к системе на-
груженных уравнений Фредгольма, которая затем и исследуется. В представ-
ленной статье в тех же точках берутся значения нормальных производных
искомой функции. Предлагается способ получения условий, обеспечивающих
однозначную разрешимость поставленных задач.

Задача 1. Найти функцию u(x, y) ∈ C1,1(D) ∩ C0,0(D), являющуюся в
области D решением уравнения (1) и удовлетворяющую условиям

u(0, y) = ϕ(y), (2)
uy(x, 0) = α(x) + β(x)uy(x, y1), (3)

где α, β, ϕ— известные достаточно гладкие функции. Считаем, что коэф-
фициенты уравнения (1) принадлежат классам a ∈ C1,0(D), b ∈ C0,1(D),
c, f ∈ C0,0(D).

Эта задача при β(x) ≡ 0 изучалась ранее в [10]. А само условие рассматри-
валось для другого уравнения и применительно задаче к другого типа в [11].

Для редукции к задаче Гурса требуется определить неизвестное условие

u(x, 0) = ψ(x). (4)

Переобозначим в (1) x через t и проинтегрируем полученное уравнение по
t в пределах от x∗ до x (x∗, x) ∈ D, устремив x∗ к 0, y к 0, и получим первое
интегральное уравнение:

uy(x, 0)− uy(0, 0) + au(x, 0)− au(0, 0) +

∫ x

0

(
−at(t, 0) + c(t, 0)

)
u(t, 0)dt+

+

∫ x

0
b(t, 0)uy(t, 0)dt =

∫ x

0
f(t, 0)dt.

Затем, также устремив x∗ к 0, а y—к y1, получим второе интегральное урав-
нение:

uy(x, y1)−uy(0, y1)+au(x, y1)−au(0, y1)+

∫ x

0

(
−at(t, y1)+c(t, y1)

)
u(t, y1)dt+

+

∫ x

0
b(t, y1)uy(t, y1)dt =

∫ x

0
f(t, y1)dt.

Умножим второе из полученных уравнений на β(x) и вычтем из первого:
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α(x)−ϕ′(0) + β(x)ϕ′(y1) + a(x, 0)u(x, 0)− β(x)a(x, y1)u(x, y1)− a(0, 0)ϕ(0)+

+ a(0, y1)ϕ(y1)β(x) +

∫ x

0

(
(−at + c)u(t, 0) + b(t, 0)uy(t, 0)

)
dt−

− β(x)

∫ x

0

(
(−at + c)(t, y1)u(t, y1) + b(t, y1)uy(t, y1)

)
dt =

=

∫ x

0
f(t, 0)dt− β(x)

∫ x

0
f(t, y1)dt. (5)

Далее запишем решение задачи для (1) с условиями (2), (4) (это и есть
задача Гурса). Соотношения (2), (4) представляют собой граничные значения
Гурса, решение которой хорошо известно [10,12] и др. Мы будем использовать
формулу (1.20) из [10]:

u(x, y) = R (x, 0, x, y)ψ(x) +R (0, y, x, y)ϕ(y)−R (0, 0, x, y)ψ (0) +

+

∫ x

0

(
b (α, 0)R (α, 0, x, y)− ∂

∂α
R (α, 0, x, y)

)
ψ(α)dα+

+

∫ y

0

(
a (0, β)R (0, β, x, y)− ∂

∂β
R (0, β, x, y)

)
ϕ(β)dβ+

+

∫ x

0

∫ y

0
R (α, β, x, y) f (α, β) dβdα, (6)

где R—функция Римана.
Далее мы считаем (6) общим представлением искомого решения через ϕ,

ψ. Подставим в (6) аргументы точки (x, y1) и учтем, что значение (2) извест-
но. Мы придем к интегральному уравнению, из которого определим u(x, y1)
через известные функции и пока неизвестную ψ(x). Затем продифференци-
руем (6) по y и, подставив аргументы точки (x, y1), найдем uy(x, y1). После
этого подставим u(x, y1) и uy(x, y1) в (5), получим

A(x)ψ(x) +

∫ x

0
B(x, t)ψ(t)dt+

+

∫ x

0
b(t, 0)β(t)

∫ t

0

(
b(k, 0)Ry(k, 0, t, y1)−

∂2

∂k∂y
R(k, 0, t, y1)

)
ψ(k)dkdt−

− β(x)

{∫ x

0
(−at + c)(t, y1)

∫ t

0

(
b(k, 0)R(k, 0, t, y)− ∂

∂k
R(k, 0, t, y)

)
ψ(k)dkdt+

+

∫ x

0
b(t, y1)

∫ t

0

(
b(k, 0)Ry(k, 0, t, y1)−

∂

∂k∂y
R(k, 0, t, y1)

)
ψ(k)dkdt

}
−

− β(x)a(x, y1) exp

(∫ y1

0
a(x, τ)dτ

)
×

×
∫ y1

0

(
a (0, τ)R (0, τ, x, y1)−

∂

∂τ
R (0, τ, x, y1)

)
ϕ (τ) dτ+

+

∫ x

0

(
b(t, 0)β(t)

∫ y1

0

(
a(0, β)Ry(0, τ, t, y1)−

∂2

∂τ∂y
R(0, τ, t, y1)

)
ϕ(τ)dτ

)
dt−

−β(x)

∫ x

0

(
(−at+c)(t, y1)

∫ y

0

(
a (0, τ)R (0, τ, t, y)− ∂

∂τ
R (0, τ, t, y)

)
ϕ (τ) dτ

)
dt−
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− β(x)

∫ x

0
b(t, y1)

(∫ y1

0

(
a(0, τ)Ry(0, τ, t, y1)−

∂2

∂τ∂y
R(0, τ, t, y1)

)
ϕ(τ)dτ

)
dt =

= ω(x),

где

A(x) = a(x, 0)− β(x)a(x, y1) exp

(∫ y1

0
a(x, τ)dτ

)
,

B(x, t) = −β(x)a(x, y1)
(
b (t, 0)R (t, 0, x, y1)−

∂

∂t
R (t, 0, x, y1) +

+ (−at + c)(t, 0)
)

+ b(t, 0)β(t)Ry(t, 0, t, y1)−

− β(x)(−at + c)(t, y1)R (t, 0, t, y)− β(x)b(t, y1)Ry(t, 0, t, y1),

ω(x) =

∫ x

0
f(t, 0)dt− β(x)

∫ x

0
f(t, y1)dt− α(x) + ϕ′(0)− β(x)ϕ′(y1)+

+ β(x)a(x, y1)
(
R (0, y1, x, y1)ϕ (y1)−R (0, 0, x, y1)ϕ (0)

)
+

+ a(0, 0)ϕ(0)− a(0, y1)ϕ(y1)β(x)−

− β(x)

∫ x

0
(−at + c)(t, y1)R (0, y1, t, y1)ϕ (y1) dt+

+ β(x)a(x, y1)

∫ x

0

∫ y1

0
R (α, τ, x, y1) f (α, τ) dτdα−

− β(x)

∫ x

0
(−at + c)(t, y1)R (0, 0, t, y)ϕ (0) dt+

+ β(x)

∫ x

0

(
(−at + c)(t, y1)

∫ t

0

∫ y

0
R (α, τ, t, y) f (α, β) dτdα

)
dt−

−
∫ x

0

[
b(t, 0)α(t) + b(t, 0)β(t)

{
Ry(0, y1, t, y1)ϕ(y1)+

+R(0, y1, x, y1)ϕ
′(y1)−Ry(0, 0, t, y1)ϕ(0)+

+
(
a(0, y1)R(0, y1, x, y1)−Ry(0, y1, t, y1)

)
ϕ(y1)+

+

∫ t

0
R(α, y1, t, y1)f(α, y1)dα+

∫ t

0

∫ y1

0
Ry(α, τ, t, y1)dαdτ

}]
dt+

+ β(x)

∫ x

0
b(t, y1)

{
Ry(0, y1, t, y1)ϕ(y1)+

+R(0, y1, t, y1)ϕ
′(y1)−Ry(0, 0, t, y1)ϕ(0)+

+
(
a(0, y1)R(0, y1, t, y1)−

∂

∂y
R(0, y1, t, y1)

)
ϕ(y1)+

+

∫ t

0
R(α, y1, t, y1)f(α, y1)dα+

∫ t

0

∫ y1

0
Ry(α, τ, t, y1)f(α, τ)dτdα

}
dt.

Итак, мы получили интегральное уравнение для нахождения ψ. Запи-
шем его в операторной форме, разделив обе части (1) на A(x) и считая, что
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A(x) 6= 0:

ψ = Fψ + F1ϕ+
ω(x)

A(x)
. (7)

Пусть |A(x)| > m > 0, а модули

|B(x, t)| ,
∣∣∣∣b(t, 0)β(t)

(
b(k, 0)Ry(k, 0, t, y1)−

∂2

∂k∂y
R(k, 0, t, y1)

)∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣β(x)(−at + c)(t, y1)

(
b(k, 0)R(k, 0, t, y)− ∂

∂k
R(k, 0, t, y)

)∣∣∣∣ ,∣∣∣∣β(x)b(t, y1)
(
b(k, 0)Ry(k, 0, t, y1)−

∂

∂k∂y
R(k, 0, t, y1)

)∣∣∣∣
не превосходят M . В силу непрерывности всех функций и производных, сто-
ящих под знаком модуля, такое число существует. Проверим непрерывность
линейного оператора F и то, что некоторая его степень является сжимающим
отображением.

Пусть ψ1, ψ2 ∈ C [0, x1]. Тогда

‖Fψ1 − Fψ2‖ <
M

m
x
(

1 +
x

2

)
‖ψ1 − ψ2‖ . (8)

В силу того, что x 6 x1, отсюда следует непрерывность оператора F . Из
(8) выводятся оценки∥∥∥F kψ1 − F kψ2

∥∥∥ 6
Mk

mk

xk

k!

(
1 +

x

k + 1

)k
‖ψ1 − ψ2‖ , k = 1, 2, . . .

Ясно, что при некотором k

Mk

mk

xk

k!

(
1 +

x

k + 1

)k
<
Mk

mk

xk1
k!
ex1 < 1,

то есть F k является сжимающим оператором. Поэтому [12] уравнение (7)
имеет единственное решение. Оно записывается в виде ряда Неймана. Вер-
немся к задаче 1, чтобы выяснить возможность ее редукции к задаче Гурса
для (1). Определив с помощью (2) и (3) граничное значение (4), можно за-
писать решение задачи 1 с помощью формулы (6). Следовательно, условие
разрешимости указанной задачи определяется из утверждения

Теорема 1. Задача 1 однозначно разрешима, если

a(x, 0)− β(x)a(x, y1) exp

(∫ y1

0
a(x, τ)dτ

)
6= 0.

Задача 2. Найти функцию u(x, y) ∈ C1,1 (D) ∩ C0,0
(
D
)
, являющуюся в

области D решением уравнения (1) и удовлетворяющую условиям (4) и

ux (0, y) = γ(y) + δ(y)ux (x1, y) , (9)
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где γ, δ— известные достаточно гладкие функции. Считаем, что коэффи-
циенты уравнения (1) принадлежат классам a ∈ C1,0(D), b ∈ C0,1(D),
c, f ∈ C0,0(D).

Здесь применяется тот же метод, что и в случае задачи 1. Опуская рас-
суждения, сформулируем результат в виде следующего утверждения.

Теорема 2. Задача 2 однозначно разрешима, если

b(0, y)− δ(y)b(x1, y) exp

(∫ x1

0
b(α, y)dα

)
6= 0.

Задача 3. Найти функцию u(x, y) ∈ C1,1 (D) ∩ C0,0
(
D
)
, являющуюся в

области D решением уравнения (1) и удовлетворяющую условиям (3), (9).
Для последней задачи пока доказана единственность решения. Для это-

го показано, что при однородных условиях (3), (9) однородное уравнение (1)
имеет только нулевое решение. Доказательство осуществляем методом апри-
орной оценки с помощью энергетического неравенства [13].

Воспользовавшись понятиями скалярного произведения и нормы в про-
странстве L2 [0, x1]× [0, y1]:

(u, v) =

∫ x1

0

∫ y1

0
u(x, y)v(x, y)dydx, ‖u‖2 =

∫ x1

0

∫ y1

0
u2(x, y)dydx,

вычислим скалярное произведение

(L (u) , uxy) = (uxy + aux + buy + cu, uxy) =

=

∫ x1

0

∫ y1

0
(u2xy + auxuxy + buyuxy + cuuxy)(x, y)dydx.

Далее проинтегрируем выражение по частям и выпишем значения полу-
чившихся в результате преобразований слагаемых:

0 = (L(u), uxy) = (f, uxy) =

= ‖uxy‖2 +
1

2

∫ x1

0

(
(au2x)(x, y1)− (au2x)(x, 0)

)
dx−

− 1

2

∫ x1

0

∫ y1

0

(
(ayu

2
x)(x, y) + (bxu

2
y)(x, y)

)
dydx+

+
1

2

∫ y1

0

(
(bu2y)(x1, y)− (cyu

2)(x1, y)
)
dy+

+
1

2

∫ y1

0

(
−(bu2y)(0, y) + (cyu

2)(0, y)
)
dy+

+
1

2

(
u2(x1, y1) + (cu2)(0, 0)− (cu2)(x1, 0)− (cu2)(0, y1)

)
. (10)

Потребуем выполнения условий

a(x, y1) > 0, a(x, 0) < 0, ay 6 0, bx 6 0,
b(x1, y) > 0, cy(x1, y) 6 0, b(0, y) < 0, cy(0, y) > 0,
c(0, 0) > 0, c(x1, 0) 6 0, c(0, y1) 6 0.

(11)
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Тогда, если f ≡ 0, то все слагаемые в правой части (10) тождественно равны
нулю. Следовательно, uxy ≡ 0, а значит, и u ≡ 0.

Таким образом, имеет место следующее утверждение.
Теорема 3. Если коэффициенты уравнения (1) удовлетворяют неравен-

ствам (11), то если задача (1), (3), (9) имеет решение, то оно единственно.
Отметим, что все условия теоремы являются существенными. Рассмот-

рим, например, задачу для уравнения

uxy − ux = 0

в области D = (0, 1)× (0, 1) с условиями

ux(0, y) = e−1ux(1, y), uy(x, 0) = e−1uy(x, 1).

В нем коэффициент a ≡ −1, что противоречит условиям теоремы. Решением,
в чем можно убедиться непосредственно, является u(x, y) = ex+y, отличная
от тождественного нуля в области D.
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Abstract
We consider three problems for hyperbolic equation on a plane in the char-
acteristic domain. In these problems at least one of the conditions of the
Goursat problem is replaced by nonlocal condition on the relevant char-
acteristic. Non-local conditions are the linear combinations of the normal
derivatives at points on opposite characteristics. In case of replacement of
one condition we solve the problem by reduction to the Goursat problem for
which it exists and is unique. To find the unknown Goursat condition au-
thor receives the integral equation, rewrite it in operational form and finds
its unique solvability cases. To prove the unique solvability of the equation,
the author shows the continuous linear operator and the fact, that some
degree of the resulting operator is a contraction mapping. It is known that
in this case the required Goursat condition can be written as Neumann se-
ries. We considered in detail only one of the tasks, but for both the unique
solvability theorems are formulated. If the two conditions are changed, the
uniqueness of the solution on the assumption that it exists, is proved by the
method of a priori estimates. For this purpose, the inner product and the
norm in L2 are used. As a result, the conditions were obtained for the coef-
ficients of a hyperbolic equation that ensure the uniqueness of the solution.
An example is given, confirming that these conditions are essential. Namely,
constructed an equation whose coefficients do not satisfy the conditions of
the last theorem, given the conditions on the characteristics and nontrivial
solution is built.

Keywords: hyperbolic equation, nonlocal conditions, the problem with dis-
placement.
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