
Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. 2015. T. 19, № 4. С. 736–749

ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) doi: http://dx.doi.org/10.14498/vsgtu1434

УДК 517.968.21

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
ФРЕДГОЛЬМА ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА
С ВЫРОЖДЕННЫМ ЯДРОМ

Т. К. Юлдашев
Сибирский государственный аэрокосмический университет им. ак. М. Ф. Решетнева,
Россия, 660014, Красноярск, пр. имени газеты «Красноярский рабочий», 31.

Аннотация

Рассмотрены вопросы об однозначной разрешимости обратной задачи
для одного нелинейного интегро-дифференциального уравнения типа
Фредгольма в частных производных четвертого порядка с вырожден-
ным ядром. Развит метод вырожденного ядра в случае обратной зада-
чи для рассматриваемого интегро-дифференциального уравнения типа
Фредгольма в частных производных четвертого порядка. С помощью
обозначения интегро-дифференциальное уравнение типа Фредгольма
сведено к системе интегральных уравнений. Система интегральных урав-
нений путем дифференцирования сведена к системе дифференциальных
уравнений. При выполнении определенного условия система дифферен-
циальных уравнений заменена системой алгебраических уравнений. При
регулярных значениях спектрального параметра решена система алгеб-
раических уравнений методом Крамера. Использование дополнитель-
ного условия относительно основной неизвестной функции позволило
получить нелинейное интегральное уравнение типа Вольтерра второго
рода и относительно функции восстановления получить специальное ин-
тегральное уравнение типа Вольтерра первого рода. Применен метод по-
следовательных приближений в сочетании с методом сжимающих отоб-
ражений. Далее определяется функция восстановления. Данная рабо-
та является дальнейшим развитием теории интегро-дифференциальных
уравнений типа Фредгольма с вырожденным ядром.

Ключевые слова: обратная задача, интегро-дифференциальное уравне-
ние, уравнение типа Фредгольма, вырожденное ядро, система интеграль-
ных уравнений, однозначная разрешимость.
doi: http://dx.doi.org/10.14498/vsgtu1434

Постановка задачи.Математическое моделирование многих процессов, про-
исходящих в реальном мире, часто приводит к необходимости изучения пря-
мых и обратных задач для уравнений неклассической математической физи-
ки. С точки зрения физических приложений представляют большой интерес
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Обратная задача для нелинейного интегро-дифференциального уравнения Фредгольма . . .

дифференциальные уравнения в частных производных высоких порядков.
Многие задачи газовой динамики, теории упругости, теории пластин и обо-
лочек приводят к рассмотрению дифференциальных уравнений в частных
производных высоких порядков [1]. Изучению уравнений в частных произ-
водных четвертого порядка посвящено большое количество работ (см., на-
пример, [2–10]).

Теория обратных задач представляет собой активно развивающееся на-
правление современной теории дифференциальных уравнений. Интенсивное
исследование обратных задач обусловлено и необходимостью разработки ма-
тематических методов решения прикладных проблем. Обратную задачу на-
зывают линейной, если функция восстановления входит в данное уравнение
линейно. Линейные обратные задачи рассматривались, в частности, в [11–20].
Нелинейные обратные задачи рассматривались в работах [21–25].

В настоящей работе предлагается методика изучения обратной задачи
для нелинейного интегро-дифференциального уравнения типа Фредгольма
в частных производных четвертого порядка с вырожденным ядром. Она яв-
ляется дальнейшим продолжением и совершенствованием методики работ
[26–29].

Итак, в области Ω ≡ ΩT × Ωl, ΩT ≡ [0, T ], Ωl ≡ [0, l], рассматривает-
ся интегро-дифференциальное уравнение типа Фредгольма с вырожденным
ядром:

∂4u(t, x)

∂t2∂x2
+ λ

∫ T

0
K(t, s)

∂2u(s, x)

∂s∂x
ds =

= p(t)β(x) + f

(
x,

∫ T

0

∫ l

0
H(s, y)u(s, y)dyds

)
(1)

с условиями

u(0, x) = ϕ1(x), ut(0, x) = ϕ2(x), x ∈ Ωl, (2)
u(t, 0) = ψ1(t), utx(t, 0) = ψ2(t), t ∈ ΩT , (3)
u(t0, x) = η(x), 0 < t0 < T, x ∈ Ωl, (4)

где
p(t) ∈ C(ΩT ), f(x, γ) ∈ C(Ωl × R);

ϕk(x) ∈ C2(Ωl), ψk(t) ∈ C2(ΩT ), k = 1, 2;

ψ1(0) = ϕ1(0), ψ′1(0) = ϕ2(0), ψ′2(0) = ϕ′2(0);

K(t, s) =
n∑
i=1

ai(t)bi(s), 0 < ai(t), bi(s) ∈ C(ΩT );

η(x) ∈ C2(Ωl); β(x) ∈ C(Ωl) —функция восстановления; λ—параметр;

0 <

∫ T

0

∫ l

0
|H(t, x)|dxdt <∞.

Под решением обратной задачи (1)–(4) будем понимать пару функций{
u(t, x) ∈ C2,2(Ω), β(x) ∈ C(Ωl)

}
, удовлетворяющую уравнению (1) и услови-

ям (2)–(4).
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1. Начальная задача (1)–(3). В уравнении (1) сделаем замену utx(t, x) =
= ϑ(t, x). Тогда оно приобретает вид

∂2ϑ(t, x)

∂t∂x
+ λ

∫ T

0
K(t, s)ϑ(s, x)ds =

= p(t)β(x) + f

(
x,

∫ T

0

∫ l

0
H(s, y)u(s, y)dyds

)
. (5)

С помощью обозначения

ci(x) =

∫ T

0
bi(s)ϑ(s, x)ds (6)

уравнение (5) перепишется в следующем виде:

∂2ϑ(t, x)

∂t∂x
= −λ

n∑
i=1

ai(t)ci(x) + p(t)β(x) + f

(
x,

∫ T

0

∫ l

0
H(s, y)u(s, y)dyds

)
.

В силу постановки задачи правая часть этого выражения суть непрерыв-
ные функции своих аргументов. Путем интегрирования по x и по t из послед-
него равенства получаем

ϑ(t, x) = D1(x) +

∫ t

0
E1(s)ds− λ

n∑
i=1

∫ t

0
ai(s)ds

∫ x

0
ci(y)dy+

+ q(t)

∫ x

0
β(y)dy + t

∫ x

0
f

(
y,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, z)u(θ, z)dzdθ

)
dy, (7)

где D1(x) ∈ C2(Ωl), E1(t) ∈ C2(ΩT ) —произвольные функции, которые под-
лежат определению,

q(t) =

∫ t

0
p(s)ds.

Подставляя (7) в (6), имеем

ci(x) =

∫ T

0
bi(s)

[
D1(x) +

∫ s

0
E1(θ)dθ − λ

n∑
i=1

∫ s

0
ai(θ)dθ

∫ x

0
ci(y)dy+

+ q(s)

∫ x

0
β(y)dy + s

∫ x

0
f

(
y,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, z)u(θ, z)dzdθ

)
dy

]
ds. (8)

Обозначим

Bi(x) =

∫ T

0
bi(s)

[
D1(x) +

∫ s

0
E1(θ)dθ+

+ q(s)

∫ x

0
β(y)dy + s

∫ x

0
f

(
y,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, z)u(θ, z)dzdθ

)
dy

]
ds. (9)
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Пусть

Aij =

∫ T

0
bi(s)

∫ s

0
ai(θ)dθds > 0. (10)

Тогда (8) запишем в виде следующей системы интегральных уравнений (СИУ):

ci(x) + λ

n∑
j=1

Aij

∫ x

0
cj(y)dy = Bi(x), i = 1, n. (11)

Функции, входящие в СИУ (11), являются непрерывно дифференцируе-
мыми по x. Поэтому, дифференцируя систему (11) получим

c′i(x) + λ
n∑
j=1

Aijcj(x) = B′i(x), i = 1, n. (12)

Вместо СИУ (11) рассмотрим систему дифференциальных уравнений (СДУ)
(12). Будем решать СДУ (12) при выполнении следующего условия:

c′i(x) = −ωci(x), 0 < ω = const, i = 1, n. (13)

Если условие (13) выполняется, то из СДУ (12), получим систему алгебраи-
ческих уравнений (САУ)

ci(x)− λ

ω

n∑
j=1

Aijcj(x) = − 1

ω
B′i(x), i = 1, n. (14)

САУ (14) однозначно разрешима при любых конечных B′i(x), если выполня-
ется условие

∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ

ωA11 − λ
ωA12 . . . − λ

ωA1n

− λ
ωA21 1− λ

ωA22 . . . − λ
ωA2n

...
...

. . .
...

− λ
ωAn1 − λ

ωAn2 . . . 1− λ
ωAnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0. (15)

Определитель ∆(λ) в (15) есть многочлен относительно λ степени не вы-
ше n. Уравнение ∆(λ) = 0 имеет не более n различных корней. Эти корни
являются собственными числами ядра интегро-дифференциального уравне-
ния (1). Другие значения λ являются регулярными, при которых условие (15)
выполняется. Для регулярных значений λ система (14) имеет единственное
решение при любой конечной правой части. В настоящей работе для таких ре-
гулярных значений параметра λ устанавливается однозначная разрешимость
поставленной обратной задачи (1)–(4).

Решение системы алгебраических уравнений (14) запишем в виде

ci(x) =
∆i(λ, x)

∆(λ)
, i = 1, n, (16)
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где

∆i(λ, x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ

ωA11 . . . − λ
ωA1(i−1) − 1

ωB1(x) − λ
ωA1(i+1) . . . − λ

ωA1n

− λ
ωA21 . . . − λ

ωA2(i−1) − 1
ωB2(x) − λ

ωA2(i+1) . . . − λ
ωA2n

...
...

...
...

...
. . .

...
− λ
ωAn1 . . . − λ

ωAn(i−1) − 1
ωBn(x) − λ

ωAn(i+1) . . . 1− λ
ωAnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Среди элементов определителей ∆i(λ, x) находятся функцииB′i(x). В свою
очередь, в составе функцийB′i(x) находятся пока неизвестные функцииD′1(x),
u(t, x) и β(x). В самом деле, эти неизвестные функции находились в правой
части САУ (14). Чтобы вывести их из знака определителей, продифференци-
руем (9), а полученное выражение запишем в следующем виде:

B′i(x) = D′1(x)B1i + f

(
x,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, y)u(θ, y)dydθ

)
B2i + β(x)B3i,

где

B1i =

∫ T

0
bi(s)ds, B2i =

∫ T

0
sbi(s)ds, B3i =

∫ T

0
q(s)bi(s)ds.

В этом случае, согласно свойству определителей имеем

∆i(λ, x) = D′1(x)∆1i(λ) + f

(
x,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, y)u(θ, y)dydθ

)
∆2i(λ) + β(x)∆3i(λ),

где

∆ki(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ

ωA11 . . . − λ
ωA1(i−1) − 1

ωBk1 − λ
ωA1(i+1) . . . − λ

ωA1n

− λ
ωA21 . . . − λ

ωA2(i−1) − 1
ωBk2 − λ

ωA2(i+1) . . . − λ
ωA2n

...
...

...
...

...
. . .

...
− λ
ωAn1 . . . − λ

ωAn(i−1) −
1
ωBkn − λ

ωAn(i+1) . . . 1− λ
ωAnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
k = 1, 3.

Тогда формула (16) переписывается в виде

ci(x) = D′1(x)
∆1i(λ)

∆(λ)
+

+ f

(
x,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, y)u(θ, y)dydθ

)
∆2i(λ)

∆(λ)
+ β(x)

∆3i(λ)

∆(λ)
, i = 1, n. (17)

Итак, решена САУ (14):

ci(x)− λ

ω

n∑
j=1

Aijcj(x) =

= − 1

ω

[
D′1(x)B1i + f

(
x,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, y)u(θ, y)dydθ

)
B2i + β(x)B3i

]
,

740
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i = 1, n, a решения представлены в виде функций (17).
Чтобы получить решение СДУ (12), функции (17) подставим в условие (13):

c′i(x) = −ω
[
D′1(x)

∆1i(λ)

∆(λ)
+

+ f

(
x,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, y)u(θ, y)dydθ

)
∆2i(λ)

∆(λ)
+ β(x)

∆3i(λ)

∆(λ)

]
, i = 1, n. (18)

В (6) учтем второе условие из (3). Тогда из (6) получим следующее на-
чальное условие для интегрирования функций (18):

ci(0) =

∫ T

0
bi(s)ψ2(s)ds, i = 1, n.

Из (18) интегрированием получаем решение системы неоднородного диффе-
ренциального уравнения (12):

ci(x) =

∫ T

0
bi(s)ψ2(s)ds− ω

[
D1(x)

∆1i(λ)

∆(λ)
+

+

∫ x

0
f

(
y,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, z)u(θ, z)dzdθ

)
dy

∆2i(λ)

∆(λ)
+

+

∫ x

0
β(y)dy

∆3i(λ)

∆(λ)

]
, i = 1, n. (19)

Подстановка (19) в (7) дает следующее выражение:

utx(t, x) = D1(x) +

∫ t

0
E1(s)ds+

+ λ

n∑
i=1

∫ t

0
ai(s)ds

∫ x

0

{
−
∫ T

0
bi(s)ψ2(s)ds+

+ ωD1(y)
∆1i(λ)

∆(λ)
+ ω

∫ y

0
f

(
z,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, ξ)u(θ, ξ)dξdθ

)
∆2i(λ)

∆(λ)
+

+ω

∫ y

0
β(z)dz

∆3i(λ)

∆(λ)

}
dy+

+ q(t)

∫ x

0
β(y)dy + t

∫ x

0
f

(
y,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, z)u(θ, z)dzdθ

)
dy. (20)

Интегрированием по x и по t из (20) получаем

u(t, x) = D2(x) +

∫ t

0
E2(s)ds+ t

∫ x

0
D1(y)dy + x

∫ t

0
(t− s)E1(s)ds+

+ λ

n∑
i=1

∫ t

0
(t− s)ai(s)ds

∫ x

0
(x− y)

{
−
∫ T

0
bi(s)ψ2(s)ds+
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+ ωD1(y)
∆1i(λ)

∆(λ)
+ ω

∫ y

0
f

(
z,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, ξ)u(θ, ξ)dξdθ

)
∆2i(λ)

∆(λ)
+

+ω

∫ y

0
β(z)dz

∆3i(λ)

∆(λ)

}
dy + q(t)

∫ x

0
(x− y)β(y)dy+

+
t2

2

∫ x

0
(x− y)f

(
y,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, z)u(θ, z)dzdθ

)
dy, (21)

где D2(x) ∈ C2(Ωl), E2(t) ∈ C2(ΩT ) —произвольные функции, которые под-
лежат определению;

D2(0) = E2(0) = 0, q(t) =

∫ t

0
q(s)ds.

Используя условия (2) и (3), из (21) приходим к следующим равенствам:

ϕ1(x) = D2(x), ψ1(t) =

∫ t

0
E2(s)ds,

ϕ2(x) =

∫ x

0
D1(y)dy, ψ2(t) =

∫ t

0
E1(s)ds.

Тогда интегральное уравнение (21) запишется в виде

u(t, x) = Q(t, x) +

∫ x

0
F1(t, x, y)

[
β(y) +

∫ y

0
β(z)dz

]
dy+

+

∫ x

0
F2(t, x, y)

[
f

(
y,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, z)u(θ, z)dzdθ

)
+

+

∫ y

0
f

(
z,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, ξ)u(θ, ξ)dξdθ

)
dz

]
dy, (22)

где

Q(t, x) = ϕ1(x) + ψ1(t) + tϕ2(x) + x

∫ t

0
ψ2(s)ds−

− λ
n∑
i=1

∫ t

0
(t− s)ai(s)ds

∫ x

0
(x− y)

[∫ T

0
bi(s)ψ2(s)ds− ωϕ′2(y)

∆1i(λ)

∆(λ)

]
dy,

F1(t, x, y) = µ(t)(x− y), F2(t, x, y) = ν(t)(x− y),

µ(t) = q(t) + ωλ

n∑
i=1

∫ t

0
(t− s)ai(s)ds

∆3i(λ)

∆(λ)
,

ν(t) =
t2

2
+ ωλ

n∑
i=1

∫ t

0
(t− s)ai(s)ds

∆2i(λ)

∆(λ)
.
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Итак, начальная задача (1)–(3) свелась к интегральному уравнению (22).
Уравнение (22) относительно основной неизвестной функции u(t, x) являет-
ся интегральным уравнением типа Вольтерра второго рода, а относитель-
но функции восстановления β(x) является интегральным уравнением типа
Вольтерра первого рода.

2. Теорема об однозначной разрешимости обратной задачи. Учет допол-
нительного условия (4) в (22) дает∫ x

0
F1(t0, x, y)

[
β(y) +

∫ y

0
β(z)dz

]
dy+

+

∫ x

0
F2(t0, x, y)

[
f

(
y,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, z)u(θ, z)dzdθ

)
+

+

∫ y

0
f

(
z,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, ξ)u(θ, ξ)dξdθ

)
dz

]
dy = g(x), (23)

где g(x) = η(x)−Q(t0, x).
Двукратным дифференцированием из (23) для функции восстановления

β(x) получаем следующее соотношение:

β(x) +

∫ x

0
β(y)dy = g(x)− F (t0)

[
f

(
x,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, z)u(θ, z)dzdθ

)
+

+

∫ x

0
f

(
y,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, z)u(θ, z)dzdθ

)
dy

]
, (24)

где g(x) = g′′(x)/µ(t0), F (t0) = ν(t0)/µ(t0).
Подставляя (24) в (22), относительно основной неизвестной функции u(t, x)

окончательно получим следующее интегральное уравнение типа Вольтерра
второго рода:

u(t, x) = h(t, x) +

∫ x

0
Φ(t, x, y)

[
f

(
y,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, z)u(θ, z)dzdθ

)
+

+

∫ y

0
f

(
z,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, ξ)u(θ, ξ)dξdθ

)
dz

]
dy, (25)

где

h(t, x) = Q(t, x) +

∫ x

0
F1(t, x, y)g(y)dy,

Φ(t, x, y) = F2(t, x, y)− F (t0)F1(t, x, y).

Для произвольной функции l(t, x) ∈ C2,2(Ω) рассматривается следующая
норма: ∥∥l(t, x)

∥∥
C

= max
{∣∣l(t, x)

∣∣ : (t, x) ∈ Ω
}
.

Теорема. Пусть
1) выполняются условия условия (10), (13), (15), µ(t0) 6= 0;
2) σ = max

{∣∣h(t, x)
∣∣ : (t, x) ∈ Ω

}
<∞;
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3) M = max

{∣∣∣∣∫ x

0
Φ(t, x, y)

[
f (y, γ) +

∫ y

0
f (z, γ) dz

]
dy

∣∣∣∣ : (t, x) ∈ Ω

}
<∞;

4)
∣∣f(x, γ1)− f(x, γ2)

∣∣ 6 L(x)
∣∣γ1 − γ2∣∣, δ1 = |γ| 6

∫ T

0

∫ l

0

∣∣H(t, x)
∣∣dxdt <∞;

5) δ2 = max

{∫ x

0
|Φ(t, x, y)|

[
L(y) +

∫ y

0
L(z)dz

]
dy : (t, x) ∈ Ω

}
<∞,

ρ = δ1δ2 < 1.
Тогда существует единственная пара решений

{
u(t, x) ∈ C2,2(Ω), β(x) ∈

C(Ωl)
}

обратной задачи (1)–(4).

До к а з ат е л ь ств о. Рассмотрим следующий итерационный процесс для
уравнения (25):

u0(t, x) = 0,
uk+1(t, x) = h(t, x)+

+

∫ x

0
Φ(t, x, y)

[
f

(
y,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, z)uk(θ, z)dzdθ

)
+

+

∫ y

0
f

(
z,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, ξ)uk(θ, ξ)dξdθ

)
dz

]
dy, k = 0, 1, 2, . . . .

(26)

В силу условий теоремы из (26) получаем следующие оценки:∥∥u1(t, x)− u0(t, x)
∥∥
C
6 σ +M, (27)

∥∥uk+1(t, x)− uk(t, x)
∥∥
C
6

6 δ1 max

{∫ x

0
|Φ(t, x, y)|

[
L(y) +

∫ y

0
L(z)dz

]
×

×
∥∥uk(t, y)− uk−1(t, y)

∥∥
C
dy : (t, x) ∈ Ω

}
6

6 ρ
∥∥uk(t, x)− uk−1(t, x)

∥∥
C
. (28)

В силу последнего условия теоремы из оценки (28) следует, что оператор в
правой части (25) является сжимающим. Из оценок (27) и (28) заключаем, что
для оператора (25) существует единственная неподвижная точка (см., напри-
мер, [30, стр. 389–401]). Следовательно, в области Ω интегральное уравнение
(25) имеет единственное решение. Кроме того, справедлива оценка скорости
сходимости ∥∥uk+1(t, x)− u(t, x)

∥∥
C
6
ρk+1

1− ρ
(σ +M).

Подставляя решение уравнения (25) в формулу (24), получим интеграль-
ное уравнение для однозначного восстановления вторую неизвестную функ-
цию β(x):

β(x) +

∫ x

0
β(y)dy = α(x), (29)
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где

α(x) = g(x)− F (t0)

[
f

(
x,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, z)u(θ, z)dzdθ

)
+

+

∫ x

0
f

(
y,

∫ T

0

∫ l

0
H(θ, z)u(θ, z)dzdθ

)
dy

]
.

Поскольку α(x) ∈ C(Ωl), интегральное уравнение (29) имеет единственное
решение на отрезке Ωl. �
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Abstract
We consider the questions of one value solvability of the inverse problem
for a nonlinear partial Fredholm type integro-differential equation of the
fourth order with degenerate kernel. The method of degenerate kernel is de-
veloped for the case of inverse problem for the considering partial Fredholm
type integro-differential equation of the fourth order. After denoting the
Fredholm type integro-differential equation is reduced to a system of inte-
gral equations. By the aid of differentiating the system of integral equations
reduced to the system of differential equations. When a certain imposed
condition is fulfilled, the system of differential equations is changed to the
system of algebraic equations. For the regular values of spectral parame-
terthe system of algebraic equations is solved by the Kramer metod. Using
the given additional condition the nonlinear Volterra type integral equation
of second kind with respect to main unknowing function and the nonlinear
Volterra special type integral equation of first kind with respect to restore
function are obtained. We use the method of successive approximations com-
bined with the method of compressing maps. Further the restore function
is defined. This paper developes the theory of Fredholm integro-differential
equations with degenerate kernel.
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