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Аннотация

Построена математическая модель, описывающая основное напряжен-
но-деформированное состояние монолитной крепи вертикальной горной
выработки для материалов с пористой структурой, сжатый скелет кото-
рой обладает упрочняющимися упругопластическими свойствами. Де-
формирование пористой среды под действием заданных радиальных
сжимающих нагрузок разделяется на два взаимосвязанных этапа: упру-
гое деформирование пористой среды и неупругое деформирование сжа-
той матрицы. Задача определения полей напряжений и перемещений
крепи вертикальной выработки на каждом этапе деформирования ре-
шается в рамках плоского деформированного состояния. При этом не
учитываются эффекты, связанные с тем, что выработка имеет конеч-
ную глубину. Получены соотношения, определяющие поля напряжений
и перемещений на первом и втором этапах деформирования. В каче-
стве условий совместности выбирались условия непрерывности компо-
нент напряжений и перемещений на упругопластической границе, а так-
же равенство нулю пластических деформаций на ней. В рамках точ-
ных трехмерных уравнений устойчивости исследована устойчивость ос-
новного состояния монолитной крепи вертикальной горной выработки
в массивах горных пород со сжатыми порами. Дана оценка влияния на
величину границы раздела сред упругого и пластического деформиро-
вания начальной пористости и предела текучести материала. Построены
графики зависимостей компонент основного напряженного состояния от
координаты при различных значениях величины начального раствора
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пор и других физико-механических и геометрических параметров мате-
риала и конструкции.

Ключевые слова: трехмерная теория устойчивости, пористая структура,
сложная реология сжатой матрицы, геометрически линейная деформа-
ционная теории.

Введение. При добыче полезных ископаемых должно быть пройдено боль-
шое количество вертикальных и горизонтальных выработок, которые явля-
ются долговременными и дорогостоящими инженерными сооружениями. Со-
стояние горных выработок в зависимости от их назначения должно удовле-
творять различным требованиям, основным из которых является обеспечение
безопасных условий труда и сохранности оборудования. В связи с этим воз-
никают требования к проведению укрепительных работ горных выработок,
то есть созданию крепежных конструкций— крепей.

Одним из главных условий безопасной и надежной работы горной выра-
ботки является устойчивость ее крепи. В большинстве случаев процесс потери
устойчивости происходит при неупругих деформациях, поэтому при модели-
ровании этого явления используются модели, учитывающие одновременно
упругие и пластические свойства материалов. Необходимо также отметить,
что большинство материалов имеет пористую структуру [1], поэтому при ре-
шении задач устойчивости наряду со сложной реологией необходимо также
учитывать пористые свойства материалов.

Решение такого класса задач состоит из двух этапов. На первом эта-
пе определяется основное напряженно-деформированного состояние (НДС)
крепи. На втором— решается задача об устойчивости основного состояния в
рамках динамического подхода, который, в свою очередь, сводится к опре-
делению величины критического давления, равномерно распределенного по
внутреннему контуру крепи.

В отличие от [2–5], в настоящей работе на основе точных трехмерных
уравнений [6] исследуется вопрос об устойчивости состояния равновесия мо-
нолитной крепи вертикальной горной выработки большой протяженности.
При этом материал крепи моделируется пористой средой, сжатый скелет ко-
торой обладает одновременно упругими и пластическими свойствами.

Основное НДС крепи вертикальной горной выработки. Деформирование
пористого материала с начальным раствором пор ε0 можно разделить на
два взаимосвязанных этапа [7]. Первый— упругое деформирование сжима-
емой пористой среды, второй— неупругое деформирование сжатого скелета
с упрочняющимися упругопластическими свойствами. Связь между напря-
жениями и деформациями на первом этапе берется в виде закона Гука для
сжимаемого тела

σβj = λ1
e

εαα g
β
j + 2µ1

e

εβj при −
e

εαα < ε0, (1)

где gβj , σ
β
j ,

e

εβj — смешанные компоненты метрического тензора, тензора на-
пряжений и тензора упругих деформаций соответственно, λ1, µ1 —парамет-
ры Ламе сжимаемого тела.
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На втором этапе упругие деформации сжатого скелета подчиняются за-
кону Гука для несжимаемого тела [8]

Sβj = 2 (µ0 + µ1)
e

εβj −2µ0
( e
εβj
)
0
+

2

3
µ1ε0g

β
j , при −

e

εαα = ε0, (2)

где Sβj —компоненты тензора девиатора напряжений;
( e
εβj
)
0
—компоненты тен-

зора упругих деформаций, вычисленные на момент полного сжатия пор, то

есть при выполнении условия
e
εαα = −ε0; µ0 + µ1 —модуль сдвига несжимае-

мого тела.
В зоне пластического деформирования сжатого скелета будем исполь-

зовать модель несжимаемого упрочняющегося упругопластического тела [9]
с поверхностью нагружения

F =
(
Sβj − c

p

εβj
)(
Sjβ − c

p

εjβ
)
− k2, (3)

где
p

εβj —компоненты тензора пластических деформаций, c—коэффициент
упрочнения, k—предел текучести материала.

Полная деформация в пластической зоне складывается из упругой и пла-
стической составляющих

εβj =
e

εβj +
p

εβj , (4)

причем пластическая и упругая составляющие объемной деформации соот-
ветственно удовлетворяют условиям несжимаемости

p
εnn = 0,

e
εnn = −ε0. (5)

В (1)–(5) и далее индексы «e» и «p» вверху величин обозначают их при-
надлежность соответственно к упругой и пластической зонам деформирова-
ния сжатого скелета.

Далее рассмотрим задачу определения НДС цилиндрического тела (рис. 1),
являющегося крепью вертикальной выработки. Обозначим через b и a соот-
ветственно внешний и внутренний радиусы крепи. Действие массива горных
пород на крепь заменим сжимающей нагрузкой интенсивностью qb, равномер-
но распределенной по внешней поверхности. Сжимающая нагрузка интенсив-
ностью qa, равномерно распределенная по внутренней поверхности, модели-
рует собой давление жидкости или газа на крепь.

Так как выработка имеет большую протяженность, то, согласно [5], при
определении НДС не будем учитывать эффекты, связанные с тем, что выра-
ботка имеет конечную глубину.

НДС монолитной крепи вертикальной горной выработки в рамках плос-
кого деформированного состояния в цилиндрической системе координат (r, θ,
z) моделируется следующими соотношениями геометрически линейной тео-
рии:

– уравнение равновесия
dσr
dr

+
σr − σθ

r
= 0; (6)
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Рис. 1. Монолитная крепь вертикального шахтного ствола под действием радиального
сжатия [Figure 1. Monolithic lined circular vertical shaft under the radial contraction action]

– соотношения Коши
εr =

du

dr
, εθ =

u

r
, (7)

где u—радиальная составляющая вектора перемещений;
– граничные условия в напряжениях

σr
∣∣
r=b

= −qb, σr
∣∣
r=a

= −qa (qa > 0, qb > 0). (8)

Связь между напряжениями и деформациями при упругом деформирова-
нии пористой среды возьмем в виде соотношений (1), которые при принятых
допущениях перепишутся в виде

σr = (λ1 + 2µ1) εr + λ1εθ,
σθ = λ1εr + (λ1 + 2µ1) εθ,
σz = λ1 (εr + εθ) .

(9)

Упругие деформации сжатого скелета связаны с напряжениями соотно-
шениями (2), которые в нашем случае примут вид

Sr = 2(µ0 + µ1)εr − 2µ0εr0 +
2

3
µ1ε0,

Sθ = 2(µ0 + µ1)εθ − 2µ0εθ0 +
2

3
µ1ε0,

Sz =
2

3
µ1ε0.

(10)

В (10) и далее индекс «0» внизу компонент деформаций, напряжений и
перемещений обозначает, что они вычислены на момент полного сжатия пор.

Функция нагружения (3), соотношения для полных деформаций в пласти-
ческой зоне сжатого скелета (4), условия несжимаемости (5) в случае плоско-
го деформированного состояния для рассматриваемой задачи перепишутся
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соответственно следующим образом:

(Sr − cεpr)2 + (Sθ − cεpθ)
2 + S2

z = 2k2, (11)
εr = εer + εpr , εθ = εeθ + εpθ, (12)

εer + εeθ + εez = −ε0, εpr + εpθ + εpz = 0. (13)

На границе γ раздела сред упругого и пластического деформирования
сжатого скелета должны выполняться условия непрерывности перемещений
и напряжений:

[u]|r=γ = 0, [σr]|r=γ = 0, [σθ]|r=γ = 0. (14)

В (14) и далее квадратные скобки обозначают разность значений выра-
жений, соответствующих упругой и пластической областям на границе r = γ.

Соотношения (6)–(14) представляют собой математические модели, опи-
сывающие НДС монолитной крепи вертикального шахтного ствола на эта-
пах упругого деформирования пористой среды и неупругого деформирования
сжатого скелета.

НДС монолитной крепи на первом этапе, то есть при наличии несхлопну-
тых пор, согласно (6)–(9) определяется соотношениями

u =
(qb − qaa2)r

2(λ1 + 1)(a2 − 1)
+

(qb − qa)a2

2(a2 − 1)r
,

εr =
qb − qaa2

2(λ1 + 1)(a2 − 1)
− (qb − qa)a2

2(a2 − 1)r2
,

εθ =
qb − qaa2

2(λ1 + 1)(a2 − 1)
+

(qb − qa)a2

2(a2 − 1)r2
,

σr =
qaa

2(r2 − 1)

r2(1− a2)
+
qb(a

2 − r2)
r2(1− a2)

,

σθ =
qaa

2(r2 + 1)

r2(1− a2)
− qb(r

2 + a2)

r2(1− a2)
,

σz =
qaλ1a

2

(λ1 + 1)(1− a2)
− qbλ1

(λ1 + 1)(1− a2)
.

(15)

В (15) и далее все соотношения записаны в безразмерном виде, при этом
все величины имеющие размерность напряжений отнесены к величине µ1,
а имеющие размерность длины— к радиусу b.

Из (15) следует, что объемная деформация при упругом сжатии пор опре-
деляется в виде

εαα = εr + εθ =
qb − qaa2

(λ1 + 1)(a2 − 1)
.

Следовательно, достижение величины начального раствора пор нулево-
го значения (иначе — достижение объемной деформацией величины ε0) при
упругом деформировании материала происходит одновременно во всей крепи
под действием нагрузок, удовлетворяющих условию

qb = ε0(λ1 + 1)(1− a2) + qaf(ε0)a
2,
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где f(ε0) =
{

1, если ε0 6= 0,
0, если ε0 = 0.

При этом НДС (15) на момент полного закрытия пор перепишется в виде

u0 = −
ε0r

2
+

(qaf(ε0)− ε0(λ1 + 1))a2

2r
,

εr0 = −
ε0
2
− (qaf(ε0)− ε0(λ1 + 1))a2

2r2
,

εθ0 = −
ε0
2

+
(qaf(ε0)− ε0(λ1 + 1))a2

2r2
,

σr0 = −ε0(λ1 + 1)− (qaf(ε0)− ε0(λ1 + 1))a2

r2
,

σθ0 = −ε0(λ1 + 1) +
(qaf(ε0)− ε0(λ1 + 1))a2

r2
,

σz0 = −λ1ε0.

(16)

Таким образом, если

qb < ε0(λ1 + 1)(1− a2) + qaf(ε0)a
2,

то полного закрытия пор не происходит и материал ведет себя как сжимаемая
упругая среда с параметрами λ1, µ1 = 1, ε0.

НДС монолитной крепи на втором этапе деформирования согласно (6)–
(14), (16) определяется следующим образом:

– в упругой области (γ < r < 1):

σr = χγ2
√
k2 − ε20

3

(
1− 1

r2

)
− qb,

σθ = χγ2
√
k2 − ε20

3

(
1 +

1

r2

)
− qb;

(17)

– в пластической области (a < r < γ):

εpr = −ε
p
θ =

1

c+ 2µ
χ

√
k2 − ε20

3

(
1− γ2

r2

)
,

σr = −qa + χ

√
k2 − ε20

3

(
γ2

a2
− γ2

r2
+

2µ

c+ 2µ

(
1− r2

a2
+ 2 ln

r

a

))
,

σθ = −qa + χ

√
k2 − ε20

3

(
γ2

a2
+
γ2

r2
+

4µ

c+ 2µ

(1
2

(
3− r2

a2

)
− γ2

r2
+ ln

r

a

))
.

(18)

Перемещения и полные деформации в упругой и пластической областях
определяются соотношениями

u =
D

r
− ε0r

2
, εr = −

D

r2
− ε0

2
, εθ =

D

r2
− ε0

2
. (19)
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Здесь в (17)–(19) введены следующие обозначения:

χ = (qa − qb), µ = 1 + µ0,

D =
1

2µ

(
χγ2

√
k2 − ε20

3
+ µ0

(
qaf(ε0)− ε0(λ1 + 1)

)
a2
)
.

Радиус γ раздела зон упругого и пластического деформирования опреде-
ляется из решения уравнения

qb − qa + χ

√
k2 − ε20

3

(
γ2

a2
− γ2 + 2µ

c+ 2µ

(
1− γ2

a2
+ 2 ln

γ

a

))
= 0.

Результаты численного эксперимента, проводимого в рамках полученных
решений, описывающих НДС крепи вертикальной выработки, представлены
на рис. 2, 2.

На рис. 2, a кривая 1 соответствует k = 0.01, кривая 2 — k = 0.015, кри-
вая 3 — k = 0.02. На рис. 2, b кривая 1 соответствует µ = 1, кривая 2 — µ = 2,
кривая 3 — µ = 3.

На рис. 3, a и b кривые 1 соответствуют k = 8.5·10−3, кривые 2 — k = 0.01,
кривые 3 — k = 0.012. На рис. 3, c и d кривые 1 соответствуют ε0 = 10−4,
кривые 2 — ε0 = 7 · 10−3, кривые 3 — ε0 = 0.01.

Безразмерные значения других физико-механических и геометрических
параметров, если не оговорено особо, в расчетах брались следующими: a =
= 0.5, b = 1, qa = 0.001, qb = 0.012, c = 0.005, λ1 = 3, µ1 = 1, k = 0.01,
ε0 = 0.001, µ = 2.

Знание основного НДС крепи позволяет перейти к решению задачи устой-
чивости этого состояния.

Пространственная устойчивость монолитной крепи вертикальной горной
выработки. Исследование устойчивости основного состояния (17)–(19) моно-
литной цилиндрической крепи со сжатым скелетом при принятии обобщенной
концепции продолжающегося нагружения [6] сводится к решению системы
дифференциальных уравнений в вариациях при соответствующих граничных
условиях [5].

Уравнения равновесия для областей пластического и упругого деформи-
рования материала крепи со сжатыми порами имеют вид

∇i(σij + σ0iα∇αuj) = 0. (20)

Здесь и далее ∇— символ ковариантного дифференцирования, кружок ввер-
ху соответствует компонентам основного невозмущенного состояния, опреде-
ленного соотношениями (17)–(19).

Граничные условия на внутренней и внешней поверхностях крепежной
конструкции запишем в виде

Ni

(
σij +

0

σiα∇αuj
)
= 0. (21)

Условия непрерывности на упругопластической границе γ имеют вид

[
Ni

(
σij +

0

σiα∇αuj
)]

= 0, [uj ] = 0. (22)

463



Гоц е в Д. В., Б у н т о в А. Е.

Рис. 2. Зависимость радиуса упругопластической границы γ от начального раствора пор ε0

[Figure 2. The dependence of the elastic-plastic border radius γ on the value of ε0]

Рис. 3. Зависимость напряжений σr и σθ от радиальной координаты r
[Figure 3. The dependence of the stresses σr and σθ on the radial coordinate value r]
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Связь между амплитудными значениями напряжений и перемещений для
сжатого скелета, обладающего упругопластическими свойствами и свойством
дальнейшей несжимаемости в пластической и упругой областях, представима
в форме [5]

σβj = (xβαg
αα∇αuα + p)gβj + (1− gβj )g

ββµ(∇βuj +∇juβ). (23)

Здесь в (23) отсутствует суммирование по индексам j, β и производится по
индексу α. Величины xβα в пластической области определяются соотношени-
ем

xβα = 2µgβα − υfααfββ , (24)

где

υ =
4µ2

k2(2µ+ c)
, fij =

0
sij −c

0p
εij ,

в упругой области— соотношением (24), где надо положить υ = 0.
Условие несжимаемости для материала крепи со сжатым скелетом пред-

ставимо в форме
∇αuα = 0. (25)

Уравнения (20)–(23) с учетом условия несжимаемости (25) в областях пла-
стического и упругого деформирования материала со сжатым скелетом пред-
ставляют собой взаимосвязанную замкнутую систему уравнений для иссле-
дования устойчивости основного состояния крепи вертикальной цилиндриче-
ской выработки, когда имеется граница раздела областей упругого и пласти-
ческого поведения материала при нагружении. Система уравнений (20), (23),
(25) представляет собой систему дифференциальных уравнений в частных
производных относительно амплитудных значений векторов перемещений u,
ν, w и гидростатического давления для пластической и упругой зон крепи.
Нетривиальное решение этой задачи соответствует потере устойчивости ос-
новного состояния. Для нахождения собственных значений перемещения и
гидростатические давления в каждой из зон упругого и пластического де-
формирования аппроксимируем двойными тригонометрическими рядами

u =

∞∑
n

∞∑
m

Anm(r) cos(mθ) cos(nz),

ν =
∞∑
n

∞∑
m

Bnm(r) sin(mθ) cos(nz),

w =

∞∑
n

∞∑
m

Cnm(r) cos(mθ) sin(nz),

p =
∞∑
n

∞∑
m

Dnm(r) cos(mθ) cos(nz),

(26)

где n, m—параметры волнообразования.
Так как система уравнений (20)–(23), (25) является линейной и однород-

ной, ее можно записать для каждого члена с одинаковыми значениями n, m.
Для упрощения записи в дальнейшем индексы n и m будем опускать.
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Подставляя u, ν, w, p, определяемые равенствами (26), в краевую задачу
(20)–(22) и учитывая (23), (25), после ряда преобразований получим краевую
задачу в терминах функций A(r), B(r), D(r).

Уравнения равновесия имеют следующий вид:

0
ξ1(r)A(r) +

0
ξ2(r)A

′(r) +
0
ξ3(r)A

′′(r) +
0
ξ4(r)B(r)+

+
0
ξ5(r)B

′(r) + rD′(r) = 0,
0
ξ6(r)A(r) +

0
ξ7(r)A

′(r) +
0
ξ8(r)B(r) +

0
ξ9(r)B

′(r)+

+
0
ξ10(r)B

′′(r) +mD(r) = 0,
0
ξ11(r)A(r) +

0
ξ12(r)A

′(r) +
0
ξ13(r)A

′′(r) +
0
ξ14(r)rA

′′′(r)+

+
0
ξ11(r)mB(r) +

0
ξ15(r)B

′(r) +
0
ξ14(r)mB

′′(r) +D(r)r3n2 = 0,

(27)

где

0
ξ1(r) =

1

r

(
r2ρω2 − (

0
σθ +µ)(1 +m2) + υ

0
ψ2−r2(

0
σz +µ)n

2
)
,

0
ξ2(r) =

0
σr +r

0
σr,r −υ

0
ψ1+µ,

0
ξ3(r) = r(−υ

0
ψ1+µ+

0
σr),

0
ξ4(r) =

m

r
(−2 0

σθ −2µ+ υ
0
ψ2),

0
ξ5(r) = −mυ

0
ψ3,

0
ξ6(r) = −

m

r
(2

0
σθ −υ

0
ψ2+4µ),

0
ξ7(r) = m(υ

0
ψ3−2µ),

0
ξ8(r) =

1

r

(
r2ρω2 − 0

σθ −r2(µ+
0
σz)n

2 − (3µ− υ
0
ψ2+

0
σθ)m

2 − µ
)
,

0
ξ9(r) =

0
σr +r

0
σr,r +µ,

0
ξ10(r) = r(

0
σr +µ),

0
ξ11(r) =

(
r2
(
ρω2 − n2(2µ+

0
σz)
)
−m2(µ+

0
σθ) + µn2r2 + µ+

0
σr −r

0
σr,r

)
,

0
ξ12(r) = r

(
r2
(
ρω2 − n2(2µ+

0
σz)
)
−m2(µ+

0
σθ) + µn2r2 − µ− 0

σr +r
0

σr,r
)
,

0
ξ13(r) = r2

(
2(µ+

0
σr) + r

0
σr,r

)
,

0
ξ14(r) = r2(µ+

0
σr),

0
ξ15(r) = −rm(µ+

0
σr −r

0
σr,r),

0
ψ1 =

(µ1ε0
3

+ χ

√
k2 − 1

3
µ21ε

2
0

)2
,

0
ψ2 =

(µ1ε0
3
− χ

√
k2 − 1

3
µ21ε

2
0

)2
,

0
ψ3 =

(2µ1ε0
3

)2
− k2.

При этом соотношения (27) будут справедливы для пластической области
(a < r < γ) деформирования крепи, если в них всем переменным величинам
приписать вверху индекс «p», и для упругой (γ < r < 1), если в этих соот-
ношениях положить υ = 0 и всем переменным величинам приписать вверху
индекс «e».
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Граничные условия на внутренней и внешней поверхностях крепи соот-
ветственно запишутся в виде

(Ap(a) +Bp(a)m)
0
φ1+

0
φ2A

′p(a) +Dp(a) = 0,

mµAp(a) + µBp(a) +
0
φ3B

′p(a) = 0,
0
φ4A

p(a) + (A′p(a)a+A′′p(a)a2 −Bp(a)m+B′p(a)am)
0
φ5 = 0;

(28)

A′e(1)
0
φ6+D

e(1) = 0,

mµAe(1) + µBe(1)−
0
φ5B

′e(1) = 0,

Ae(1)
0
φ7+(A′e(1) +A′′e(1)−Be(1)m+B′e(1)m)

0
φ5 = 0,

(29)

где

0
φ1 = −

υ
0
ψ3

a
,

0
φ2 = −qa − υ

0
ψ1+2µ,

0
φ3 = −a(µ− qa),

0
φ4 = n2a2µ− µ− qa,

0
φ5 = µ− qa,

0
φ6 = 2µ− qb,

0
φ7 = n2µ− µ− qa.

Условия непрерывности на границе γ зон упругого и пластического де-
формирования примут вид

0
φ8[A

′] + [D] +
0
φ9(A

p +mBp)−A′pυ
0
ψ1 = 0,

mµ[A] + µ[B] +
0
φ10[B

′] = 0,
0
φ11[A]− γ[A′]− γ2[A′′] +m[B]− γm[B′] = 0,

(30)

где

0
φ8 =

0

σer(γ) + 2µ,
0
φ9 = −

υ
0
ψ3

γ
,

0
φ10 = −γ

( 0

σer(γ) + µ
)
,

0
φ11 = 1− µn2γ2

0
σer(γ) + µ

.

Таким образом, математическая модель отказа монолитной крепи верти-
кальной горной выработки представляется в виде бесконечной системы обык-
новенных дифференциальных уравнений (27) с краевыми условиями (28),
(29) и условиями сопряжения (30). Для решения этой системы уравнений бу-
дем использовать метод конечных разностей [1], суть которого заключается в
замене производных разностными отношениями, что, в свою очередь, приво-
дит к замене дифференциальных уравнений разностными, решение которых
в любой конечной области сводится к решению конечной системы алгебраиче-
ских уравнений. Для непрерывной на отрезке функции y = y(r) это осуществ-
ляется следующим образом: отрезок [a, b] разбивается точками i = 0, 1, . . . ,M
на S равных промежутков длины τ = (b− a)/M . Производные функций на
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данном интервале заменяются во внутренних точках i = 2, 3, . . . ,M − 2 цен-
тральными разностями второго порядка аппроксимации:

y′i =
1

2τ
(yi+1 − yi−1),

y′′i =
1

τ2
(yi+1 − 2yi + yi−1),

y′′′i =
1

2τ3
(yi+2 − 2yi+1 + 2yi−1 − yi−2).

(31)

В приграничных точках r1 и rM−1 производные будем аппроксимировать
следующими конечными разностями:

y′i =
1

2τ
(yi+1 − yi−1),

y′′i =
1

τ2
(yi+1 − 2yi + yi−1),

y′′′i = ± 1

2τ3
(−yi±3 + 6yi±2 − 12yi±1 + 10yi − 3yi∓1),

(32)

здесь верхние знаки соответствуют i = 1, нижние i =M − 1.
В крайних точках r0 и rM производные будем аппроксимировать следую-

щими конечными разностями:

y′i = ±
1

2τ
(−3yi + 4yi±1 − yi±2),

y′′i =
1

τ2
(2yi − 5yi±1 + 4yi±2 − yi±3),

y′′′i = ± 1

2τ3
(−5yi + 18yi±1 − 24yi±2 + 14yi±3 − 3yi±4),

(33)

где верхние знаки соответствуют i = 0, нижние — i =M .
Обозначим через Mp и M e количество точек разбиения в областях пла-

стического и упругого деформирования материала крепи соответственно. За-
меняя производные функций A(r), B(r) и D(r) в (27) для пластической об-
ласти V p в точках j = 2, 3, 4, . . . ,Mp − 1 и для упругой области V e в точках
j =Mp + 3,Mp + 4, . . . ,Mp +M e через конечные разности (31), получим

(
0
2ξ3−τ

0
ξ2)Aj−1 + (2τ2

0
ξ1−4

0
ξ3)Aj +Aj+1(τ

0
ξ2+2

0
ξ3)−

−τ
0
ξ5Bj−1 + 2τ2

0
ξ4Bj + τ

0
ξ5Bj+1 − rτ

0
ξ2Dj−1 + rτ

0
ξ2Dj+1 = 0,

−τ
0
ξ7Aj−1 + 2τ2

0
ξ6Aj + τ

0
ξ7Aj+1 + (2

0
ξ10−τ

0
ξ9)Bj−1+

+2(τ2
0
ξ8−2

0
ξ10)Bj + (τ

0
ξ9+2

0
ξ10)Bj+1 +mDj = 0,

−
0

rξ14Aj−2 + (2τ
0
ξ13−τ2

0
ξ12+

0
2rξ14)Aj−1 + (2τ3

0
ξ11−4τ

0
ξ13)Aj+

+(τ2
0
ξ12+2τ

0
ξ13−2

0
rξ14)Aj+1 +

0
rξ14Aj+2+

+(2τ
0

mξ14−τ2
0
ξ15)Bj−1 + (2τ3m

0
ξ11−4τ

0
mξ14)Bj+

+(τ2
0
ξ15+2τ

0
mξ14)Bj+1 + 2τ3r3n2Dj = 0.

(34)
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В точках j = Mp, Mp + M e + 1, согласно тому, что в приграничных точ-
ках производные будем аппроксимировать схемой (32) (нижние знаки), для
уравнений равновесия (27) запишем

(
0
2ξ3−τ

0
ξ2)Aj−1 + (2τ2

0
ξ1−4

0
ξ3)Aj + (τ

0
ξ2+2

0
ξ3)Aj+1−

−τ
0
ξ5Bj−1 + 2τ2

0
ξ4Bj + τ

0
ξ5Bj+1 − rτ

0
ξ2Dj−1 + rτ

0
ξ2Dj+1 = 0,

−τ
0
ξ7Aj−1 + 2τ2

0
ξ6Aj + τ

0
ξ7Aj+1 + (2

0
ξ10−τ

0
ξ9)Bj−1+

+2(τ2
0
ξ8−2

0
ξ10)Bj + (τ

0
ξ9+2

0
ξ10)Bj+1 +mDj = 0,

r
0
ξ14Aj−3 − 6r

0
ξ14Aj−2 + (2τ

0
ξ13−τ2

0
ξ12+12r

0
ξ14)Aj−1+

+2(τ3
0
ξ11−2τ

0
ξ13−5r

0
ξ14)Aj + (τ2

0
ξ12+2τ

0
ξ13+3r

0
ξ14)Aj+1+

+τ(2m
0
ξ14−τ

0
ξ15)Bj−1 + 2τm(τ2

0
ξ11−2

0
ξ14)Bj+

+τ(τ
0
ξ15+2m

0
ξ14)Bj+1 + 2τ3r3n2Dj = 0.

(35)

В точках j = 1, Mp+2, согласно тому, что в приграничных точках произ-
водные будем аппроксимировать схемой (32) (верхние знаки), для уравнений
равновесия (27) запишем

Aj−1(
0
2ξ3−τ

0
ξ2) +Aj(2τ

2
0
ξ1−4

0
ξ3) +Aj+1(τ

0
ξ2+2

0
ξ3)−

−τ
0
ξ5Bj−1 + 2τ2

0
ξ4Bj + τ

0
ξ5Bj+1 − rτ

0
ξ2Dj−1 + rτ

0
ξ2Dj+1 = 0,

−τ
0
ξ7Aj−1 + 2τ2

0
ξ6Aj + τ

0
ξ7Aj+1 + (2

0
ξ10−τ

0
ξ9)Bj−1+

+2(τ2
0
ξ8−2

0
ξ10)Bj + (τ

0
ξ9+2

0
ξ10)Bj+1 +mDj = 0,

(2τ
0
ξ13−τ2

0
ξ12−3r

0
ξ14)Aj−1 + 2(τ3

0
ξ11−2τ

0
ξ13+5r

0
ξ14)Aj+

+(τ2
0
ξ12+2τ

0
ξ13−12r

0
ξ14)Aj+1 + 6r

0
ξ14Aj+2 − r

0
ξ14Aj+3+

+τ(2m
0
ξ14−τ

0
ξ15)Bj−1 + 2τm(τ2

0
ξ11−2

0
ξ14)Bj+

+τ(τ
0
ξ15+2m

0
ξ14)Bj+1 + 2τ3r3n2Dj = 0.

(36)

Шаги разностной сетки в каждой из зон пластического и упругого дефор-
мирования следующие:

τp =
γ − a
Mp + 1

, τ e =
1− γ
M e + 1

.

Отметим, что если соотношения (34)–(36) записываютcя для пластической
области, то в них надо приписать всем неизвестным и переменным величинам
вверху индекс «p», для упругой области — индекс «e».

Производные функций A(r), B(r) и D(r) в условиях (28)–(30) аппрокси-
мируются конечными разностями типа (33). При этом условиям (28) соответ-
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ствует разностный вид

(2τp
0
φ1−3

0
φ2)A

p
0 + 4

0
φ2A

p
1 −

0
φ2A

p
2 + 2τpm

0
φ1B

p
0 + 2τpDp

0 = 0,

2τpmµAp0 + (2τpµ− 3
0
φ3)B

p
0 + 4

0
φ3B

p
1 −

0
φ3B

p
2 = 0,(

2τ2(
0
φ4 /

0
φ5)− a(3τp − 4a)

)
Ap0 + 2a(2τp − 5a)Ap1 + a(8a− τp)Ap2−

−2a2Ap3 − τpm(3a+ 2τp)Bp
0 + 4τpamBp

1 − τpamB
p
2 = 0,

(37)

условиям (29) — вид

−AeM−2 + 4AeM−1 − 3AeM − (2τ e/
0
φ6)D

e
M = 0,

2τ emµAeM −
0
φ5B

e
M−2 + 4

0
φ5B

e
M−1 + (2τ eµ− 3

0
φ5)B

e
M = 0,

−2AeM−3 + (8 + τ e)AeM−2 +
(
4 + 3τ e + 2(τ e)2(

0
φ7 /

0
φ5)
)
AeM−

−2(5 + 2τ e)AeM−1 + τ emBe
M−2 − 4τ emBe

M−1+

+τ em(3− 2τ e)Be
M = 0,

(38)

где M =Mp +M e + 2;
условиям (30) — вид

τ e(
0
φ8+υ

0
ψ1)(−Apj−2 + 4Apj−1) +

(
2τ eτp

0
φ9−3τ e(

0
φ8+υ

0
ψ1)− 3τp

0
φ8
)
Aj+

+τp
0
φ8(4A

e
j+1 −Aej+2) + 2τ eτpm

0
φ9Bj = 0,

τ e(−Bp
j−2 + 4Bp

j−1)− 3(τ e + τp)Bj + τp(4Be
j+1 −Be

j+2) = 0,

2γ(τ e)2Apj−3 − (τ e)2(τp + 8γ)Apj−2 + 2(τ e)2(2τp + 5γ)Apj−1+

+(4γ((τp)2 − (τ e)2)− 3τ eτp(τ e + τp))Aj+
+2(τp)2(2τ e − 5γ)Aej+1 + (τp)2(8γ − τ e)Aej+2 − 2γ(τp)2Aej+3 = 0.

(39)

Здесь в (39) j =Mp + 1.
В результате получаем систему линейных однородных алгебраических

уравнений, которая в матричной форме может быть представлена в виде

[Xij ]× [Yj ] = 0. (40)

Здесь [Yj ]— вектор неизвестных, который имеет следующие компоненты:

[Yj ] = (Ap0, A
p
1, . . . , A

p
Mp , A

p
Mp+1, A

e
Mp+1, A

e
Mp+2, . . . , A

e
Mp+Me+1, A

e
Mp+Me+2

Bp
0 , B

p
1 , . . . , B
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Таким образом, определение критического значения внутреннего давле-
ния интенсивностью qa, соответствующего потере устойчивости монолитной
крепи вертикальной горной выработки, сводится к разрешимости матричного
уравнения, что, в свою очередь, соответствует равенству нулю определителя
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конечной разностной системы уравнений (34)–(36), (37)–(39) при ограничении
числа членов в рядах (26). При вычислении определителя наряду с нахожде-
нием основного напряженно-деформированного состояния крепи для каждой
из областей упругого и пластического деформирования необходимо учиты-
вать уравнение, определяющее положение упругопластической границы γ.
Минимизация должна производиться по шагу разностной сетки, параметрам
волнообразования по контуру m и образующей n, параметрам материала и
конструкции λj . Таким образом, получаем задачу многомерной оптимизации
величины qa в зависимости отm, n при условии равенства нулю определителя
полученной алгебраической системы (40).

Результаты вычислительного эксперимента представлены на рис. 4, 5. На
рис. 4 показана зависимость критической величины внутреннего давления ин-
тенсивностью qa от внешней нагрузки интенсивности qb, моделирующей собой
давление массива горных пород на крепь при различных значениях внутрен-
него радиуса a монолитной крепи. При этом кривая 1 соответствует a = 0.6,
кривая 2 — a = 0.5, кривая 3 — a = 0.4. На рис. 5 представлена зависимость
критического давления интенсивностью qa от относительного внутреннего ра-
диуса a монолитной крепи при различных значениях коэффициента упроч-
нения c материала крепи с полностью сжатой матрицей. При этом кривая 1
соответствует c = 0.01, кривая 2 — c = 0.04, кривая 3 — c = 0.08. В расчетах
принималось qb = 0.03.

Всем расчетам, результаты которых отражены на рис. 4, 5, соответствуют
значения параметров волнообразования m = n = 3. Безразмерные значения
других физико-механических и геометрических параметров, если не оговоре-
но особо, брались следующими: k = 0.007, λ1 = 2, µ1 = 1, ε0 = 8 · 10−4.

Анализ численных расчетов позволяет сделать следующие выводы:
– потеря устойчивости монолитной крепи вертикальной горной выработ-

ки происходит по осесимметричной форме, которой соответствуют зна-
чения параметров волнообразования m = n = 3;

Рис. 4. Зависимость критической величи-
ны внутреннего давления от внешней на-
грузки [Figure 4. The dependence of the
critical value of internal pressure on the

external load value]

Рис. 5. Зависимость критической величи-
ны внутреннего давления от внутреннего

радиуса монолитной крепи
[Figure 5. The dependence of the critical
value of internal pressure on the inner

radius of the monolithic lining]
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– область устойчивости монолитной крепи вертикальной горной выработ-
ки существенно зависит как от физико-механических, так и от геометри-
ческих параметров конструкции, при этом как при увеличении относи-
тельной толщины крепи, так и с ростом относительного коэффициента
упрочнения c материала крепи с полностью сжатой матрицей область
устойчивости расширяется;

– с ростом давления горного массива интенсивностью qb на внешнюю по-
верхность крепи значения внутреннего критического давления, соответ-
ствующие потере устойчивости, увеличиваются.
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Abstract
A mathematical model has been made that describes the basic stress-strain
state of the monolithic lining vertical excavation for materials with a porous
structure, the skeleton of which has compressed the hardening elastoplas-
tic properties. The deformation of the porous medium under the action of
given radial compressive loads is divided into two interconnected parts: the
elastic deformation of the porous medium and the inelastic deformation of
the compressed matrix. The problem of determining the fields of stresses
and displacements lining vertical production at each stage of deformation
is solved within the framework of the plane strain. It does not take into
account the effects due to the fact that the excavation has a finite depth.
The equations define the field of stresses and displacements in the first and
second stages of the deformation. The conditions of compatibility are the
continuity conditions of the selected components of stresses and displace-
ments in the elastic-plastic boundary and plastic strains are equal to zero
on it. Within the framework of the exact three-dimensional equations of
stability, the stability of the ground state of the monolithic lining vertical
excavation in rock mass with tight pores has been studied. The estimation
of influence on the value of the boundary between the elastic and plastic
deformation of the initial porosity of the media and the yield strength of the
material has been explained. The main component of the stress state of the
coordinate values for different values of the initial solution pores and other
physical and mechanical and geometric parameters of the material and the
design have been studied and verified.

Keywords: dimensional stability theory, porous structure, complex rheology
of the compressed matrix, geometrically linear deformation theory.
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