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Аннотация

В технических приложениях имеет место задача демпфирования коле-
баний в заданных зонах конструкций, например, в местах расположе-
ния оптических приборов, при любых внешних динамических возму-
щениях, без увеличения массы самой конструкции и без изменения ее
спектрального портрета. Для решения этих задач широкое распростра-
нение получило применение особых демпфирующих устройств — пьезо-
элементов, соединенных с внешней электрической цепью и присоеди-
ненных к конструкции. Это стало возможным благодаря пьезоэффекту,
обеспечивающему преобразование части энергии колебаний в электри-
ческую энергию, которая рассеивается во внешней электрической цепи.
Поэтому, применяя соответствующие электрические цепи, можно рас-
сеять внутреннюю энергию и, как следствие, демпфировать колебания
конструкции в определенном частотном диапазоне. Как правило, внеш-
няя электрическая цепь с одной веткой, шунтирующая один пьезоэле-
мент, позволяет осуществить демпфирование колебаний на одной часто-
те. В связи с тем, что на практике часто возникает необходимость демп-
фирования нескольких мод колебаний с использованием одних и тех
же технических средств, проблема мультимодального демпфирования
smart-конструкций является актуальной. Целью данной работы являет-
ся исследование возможностей демпфирования колебаний на несколь-
ких модах с помощью одной внешней последовательной RL-цепи, при-
соединенной к электродированным поверхностям одного пьезоэлемен-
та, на основе решения задач о собственных и вынужденных колебаниях
электроупругих систем с внешними электрическими цепями.
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Введение. Скрепленные с механической конструкцией пьезоэлектриче-
ские элементы, к которым присоединены внешние электрические цепи, шун-
тирующие пьезоэлементы, образуют устройства, на которых происходит дис-
сипация энергии и тем самым осуществляется дополнительное демпфирова-
ние колебаний. Пьезоэлектрический эффект обеспечивает преобразование ча-
сти механической энергии колебаний в электрическую энергию, которая мо-
жет быть рассеяна через шунтирующую цепь, представляющую собой меха-
низм пассивного демпфирования. Поэтому, применяя соответствующие элек-
трические цепи, можно рассеять внутреннюю энергию и, как следствие, по-
давить колебания посредством добавления пассивного демпфирования [1].

Ключевой проблемой демпфирования колебаний с помощью шунтирую-
щих внешних электрических цепей является нахождение самой простой шун-
тирующей цепи, с помощью которой наиболее эффективно осуществляется
демпфирование колебаний в требуемом диапазоне частот для конкретной
конструкции. Требования к дизайну шунтирующей цепи могут быть сведе-
ны к следующим: шунтирующая цепь должна демпфировать механические
колебания максимально эффективно, при этом ее стабильность должна быть
гарантированной, не должна требовать для работы источник питания, стои-
мость исполнения и вес шунтирующей цепи должны быть сведены к мини-
муму; так как цепь интегрируется в конструкцию, то размер ее компонент
должен быть минимальным [2].

За последнее десятилетие было разработано множество различных пас-
сивных шунтирующих цепей, которые могут быть, согласно классификации,
приведенной в [2], линейными и нелинейными. Среди линейных пассивных
цепей, в свою очередь, можно выделить резистивные (состоящие только из
резистора R) и резонансные (имеющие в своем составе сопротивление R и ин-
дуктивность L) цепи.

Использование пьезоэлементов, зашунтированных резистивными цепями,
приводит к тому, что динамическое поведение конструкции становится таким
же, как при замене упругого материала конструкции вязкоупругим. Приме-
нение же резонансных RL-цепей, состоящих из последовательно либо парал-
лельно соединенных катушки индуктивности и сопротивления, приводит к
образованию колебательного контура, колебания которого обусловлены вза-
имодействием катушки индуктивности и собственной емкости пьезоэлемен-
та, что приводит к возникновению в спектре частот колебаний системы (кон-
струкции с пьезоэлементом и внешней электрической цепью) дополнительной
резонансной частоты.

Путем изменения характеристик элементов внешней электрической цепи
можно производить настройку этого дополнительного резонанса на конкрет-
ную частоту, совпадающую с собственной частотой колебаний конструкции,
обеспечивая отвод энергии колебаний во внешнюю электрическую цепь, и тем
самым эффективно подавлять колебания системы на данной частоте. В лите-
ратуре динамическое поведение системы с внешней резонансной цепью часто
сравнивают с поведением системы с динамическим демпфером [1].
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В отличие от резистивных цепей, позволяющих снизить амплитуду ко-
лебаний на нескольких частотах, RL-цепи демпфируют только одну моду
колебаний, так как совместно с пьезоэлементом образуют только один коле-
бательный контур, частоту которого можно настроить на соответствующую
частоту конструкции. Особенностью такого рода систем управления коле-
баниями является гарантируемая стабильность в присутствии конструкци-
онных неопределенностей. Это качество обеспечивается фундаментальными
свойствами пассивных систем демпфирования шунтированием [1–3].

Однако все резонансные шунты имеют общий недостаток — очень чув-
ствительную к изменениям параметров системы степень демпфирования ко-
лебаний. При изменении внешнего воздействия на систему или при изменении
параметров самой системы (вследствие, например, появления повреждений),
меняется спектральный портрет системы, частота, на которую была настро-
ена RL-цепь, меняется, а это, в свою очередь, приводит к тому, что внешняя
электрическая цепь перестает эффективно работать. Попытки использова-
ния несколько отдельных RL-цепей не улучшают ситуацию, так как часто
сбивается настройка отдельных шунтов, и они также перестают эффективно
работать.

Поэтому развитие способов мультимодального (на нескольких частотах)
демпфирования колебаний конструкции является актуальным. Сегодня мож-
но условно выделить следующие основные группы подходов к мультимодаль-
ному демпфированию:

– использование одного пьезоэлемента и сложной внешней электрической
цепи, в которой тем или иным способом реализована возможность демп-
фирования нескольких мод колебаний [4–12];

– применение нескольких пьезоэлементов, образующих единую сеть, со-
единенных тем или иным способом с одной внешней электрической це-
пью [13–17];

– использование нескольких пьезоэлементов, имеющих каждый свою от-
дельную электрическую цепь, которые в единую не объединяются [18,
19].

Каждый из этих подходов имеет свои достоинства и недостатки. Так,
например, в случае сложных разветвленных цепей существенно возрастает
сложность их настройки, поскольку каждая ветвь шунтирующей цепи не мо-
жет рассматриваться как отдельный независимый шунт [4]. В этом случае
можно использовать блокирующие либо проводящие цепи, подключенные по-
следовательно к шунтирующим ветвям [5,8], что позволит рассматривать их
как независимые. Однако при технической реализации это приводит к очень
громоздким электрическим схемам за счет применения большого числа ин-
дуктивных элементов, что неизбежно сказывается на массовых характери-
стиках демпфирующих устройств. Использование электронных аналогов ин-
дуктивных элементов в какой-то мере помогает обойти данную проблему, но в
силу того, что они являются лишь приближенным представлением идеальных
индуктивных элементов, это не устраняет проблемы сложности настройки и
подбора параметров цепи [10].

Использование нескольких пьезоэлементов с присоединенными к ним про-
стыми RL-цепями дает возможность обойти проблему сложности настройки
цепей, поскольку в этом случае каждый пьезоэлемент с присоединенной це-
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пью представляет собой изолированную систему, что позволяет подбирать па-
раметры шунтирующих цепей независимо друг от друга. Тем не менее в [18]
показано, что в случае мультимодального демпфирования данный подход не
всегда эффективен, и все же рекомендуется решать оптимизационную зада-
чу для поиска оптимальных значений параметров внешних цепей. Однако
использование большого числа пьезоэлементов может привести к существен-
ному увеличению массы конструкции и крайне негативно сказаться на ее
динамических характеристиках. Таким образом, сегодня ряд проблем, свя-
занных с применением пьезоэлементов и внешних электрических цепей для
демпфирования нескольких мод колебаний, требует дальнейшего исследова-
ния и разработки новых подходов к реализации мультимодального демпфи-
рования. В данной работе исследована возможность использования одного
пьезоэлемента и одной внешней последовательной RL-цепи для демпфиро-
вания колебаний на нескольких частотах за счет соответствующего подбора
параметров внешней электрической цепи.

1. Математическая постановка задачи. Рассматривается кусочно-однород-
ное тело объемом V = V1 ∪ V2, где объем V1 состоит из однородных упругих
частей, а объем V2 —из пьезоэлектрических элементов. Часть поверхности
объема V2 электродирована. К одной из электродированных поверхностей
присоединена внешняя пассивная электрическая цепь произвольной конфи-
гурации, состоящая из резистивных элементов (резисторов) сопротивлением
R, индуктивных элементов (катушек индуктивности) с индуктивностью L и
емкостных элементов (конденсаторов) емкостью C.

Вариационное уравнение движения тела, состоящего из упругого и пьезо-
электрических элементов, формулируется на основе соотношений линейной
теории упругости и квазистатических уравнений Максвелла [20–24]:

∫
V1

(σijδεij + ρüiδui)dV +

∫
V2

(σijδεij −DiδEi + ρüiδui)dV+

+

∫
Γσ

(σijnj)δuidS +

∫
Ωel

(Dini)δϕdS +

nL∑
i=1

1

Li

∫∫ (
ϕLi1 − ϕ

Li
2

)
δϕdtdt+

+

nR∑
j=1

1

Rj

∫ (
ϕ
Rj
1 − ϕ

Rj
2

)
δϕdt+

nC∑
k=1

Ck

(
ϕCk1 − ϕ

Ck
2

)
δϕ = 0. (1)

Здесь σij —компоненты симметричного тензора напряжений Коши, εij —ком-
поненты тензора линейных деформаций, ui —компоненты вектора перемеще-
ний, ρ—плотность материала, Di , Ei —компоненты векторов электрической
индукции и напряженности электрического поля; ϕ— электрический потен-
циал, ϕLi1 , ϕLi2 , ϕRj1 , ϕRj2 , ϕCk1 ; ϕCk2 — значения потенциалов, соответственно,
на элементах индуктивности, сопротивления и емкости; Li (i = 1, . . . , nL) —
величина индуктивности i-того индуктивного элемента; Ri (i = 1, . . . , nR) —
величина сопротивления i-того индуктивного элемента; Ci (i = 1, . . . , nC) —
величина емкости i-того индуктивного элемента; nL, nR, nC —количество ин-
дуктивных, резистивных и емкостных элементов соответственно; Ωel —часть
поверхности пьезоэлектрического тела, покрытая электродами (электроди-
рованная поверхность); ni —координаты единичной нормали к электродиро-
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ванной поверхности. Для электрического поля выполняется условие потен-
циальности:

ϕ,i = −Ei.

Для упругих частей объема V1 выполняются физические уравнения ли-
нейной теории упругости:

σij = Cijklεkl.

При изотермических процессах электроупругие части объема V2 удовле-
творяют следующим физическим уравнениям:

σij = Cijklεkl − βijkEk,
Dk = βijkεij + εkiEi,

}
где Cijkl, Cijkl — тензоры упругих констант, βijk и εki — тензоры пьезоэлек-
трических и диэлектрических коэффициентов.

На рассматриваемую систему накладываются ограничения в виде механи-
ческих и электрических граничных условий. Механические граничные усло-
вия принимают следующий вид:

ui|Γu = ui0, σijnj |Γσ = pi,

где Γu —часть поверхности объема V , на которой заданы перемещения, Γσ —
часть поверхности объема V , на которой заданы внешние нагрузки. Выраже-
ния для электрических граничных условий для пьезоэлектрических частей,
ограниченных объемом V2, имеют следующий вид:

ϕ|Ωϕel = ϕ0, Dini|ΩQel = qs.

Здесь Ωϕ
el —часть электродированной поверхности объема V2, на которой за-

дан электрический потенциал, ΩQ
el —часть электродированной поверхности

объема V2, на которой задана поверхностная плотность свободных зарядов qs.
В случае отсутствия электродирования все электрические граничные условия
принимают нулевые значения.

2. Используемые методы и подходы. Как правило, при моделировании
демпфирующие свойства smart-систем оцениваются по величине амплитуды
при резонансном режиме или по скорости переходных процессов. В первом
случае решается задача о вынужденных установившихся колебаниях, во вто-
ром— динамическая задача с начальными условиями. Приложения этих за-
дач для поиска оптимальных параметров пьезоэлементов и внешних элек-
трических цепей сопряжены с рядом проблем. В частности, для получения
амплитуд при резонансных режимах на основе решения задачи о вынуж-
денных установившихся колебаниях требуется многократное решение задачи
при различных частотах внешних воздействий. При использовании задачи о
вынужденных установившихся колебаниях или задачи с начальными услови-
ями найденные оптимальные решения связаны с моделируемым вариантом
нагружения исследуемой системы.

В работах [24–26] было показано, что для определения и оптимизации
динамических характеристик системы, представляющей собой конструкцию,
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выполненную из упругого или вязкоупругого материала с присоединенными
к ней пьезоэлементами и внешними электрическими цепями, наиболее эффек-
тивной является задача о собственных колебаниях. Это обусловлено тем, что
получаемые в результате решения данной задачи динамические характери-
стики системы являются интегральными и не зависящими от вида и величины
внешнего воздействия. При этом не требуется многократного повторения всех
вычислительных процедур, связанных с изменением частотного диапазона и
различными вариантами нагружения, как это имеет место при рассмотрении
вынужденных установившихся колебаний или переходных процессов.

При рассмотрении собственных колебаний ставится задача поиска соб-
ственных решений для уравнения (1) вида

ui(x, t) = ūi (~x) eiωt, ϕ(x, t) = ϕ̄ (~x) eiωt,

где ω = ωRe + iωIm —комплексная собственная частота колебаний. При этом
ωRe соответствует собственной частоте, ωIm — скорости затухания колебаний,
ūi(~x), ϕ̄(~x) — собственные формы колебаний. При решении задачи о собствен-
ных колебаниях интегралы в уравнении (1), соответствующие граничным
условиям ∫

Γσ

(σijnj) δuidS,

∫
Ωel

(Dini) δϕdS,

принимают нулевые значения.
Для определения комплексных собственных частот электровязкоупругих

систем с внешними пассивными электрическими цепями используется алго-
ритм, приведенный в работе [23].

3. Критерий для подбора параметров внешней электрической цепи, обес-
печивающий демпфирование нескольких частот. При подборе параметров
внешних цепей для демпфирования одной моды колебаний наиболее часто
применяется условие минимума амплитуды колебаний на заданной частоте
[1–3]. Однако в случае применения одной цепи для демпфирования несколь-
ких частот данное условие нельзя использовать для формулировки критерия
подбора параметров в силу того, что последовательная резонансная RL-цепь
позволяет получить минимальное значение амплитуды только на одной кон-
кретной частоте [1].

Вообще говоря, при реализации мультимодального демпфирования суще-
ствует множество вариантов формулировки критерия оптимальности в зави-
симости от поставленной цели при решении той или иной задачи. Так, напри-
мер, можно задать условие равенства амплитуд одновременно на нескольких
частотах или установить предельное значение амплитуды, которое не должно
превышаться на некотором частотном диапазоне, и т. д.

Поскольку динамические процессы, происходящие в рассматриваемой си-
стеме, исследуются на основе решений задачи о собственных колебаниях, для
поиска критерия получения параметров внешней электрической цепи, обеспе-
чивающих демпфирование нескольких мод колебаний, предлагается исполь-
зовать мнимую часть комплексной собственной частоты. Этот подход можно
считать оправданным исходя из практических соображений. Для реальных
конструкций все колебательные процессы протекают во времени, и они далеко
не всегда выходят на установившиеся режимы. И в этом случае важнейшую
роль играет именно скорость затухания колебаний.
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Анализ поведения мнимых частей ωIm комплексных собственных частот
ω = ωRe + iωIm в зависимости от изменения параметров сопротивления R
и индуктивности L внешней последовательной RL-цепи показал, что для
некоторых частот в пространстве параметров RL существуют точки, в ко-
торых показатели демпфирования совпадают. На рис. 1 приведены примеры
поверхности мнимых частей ωIm для двух пар комплексных собственных ча-
стот в зависимости от сопротивления и индуктивности. На данных графиках
четко видно линии пересечения, в которых мнимые части комплексных соб-
ственных частот совпадают.

На рис. 1, a видны два четких экстремума, которые соответствуют макси-
мальной скорости затухания колебания для отдельных частот и реализуются
при настройке внешней цепи на одну из этих частот. Здесь линия совпадения
мнимых частей представляет собой гладкую пространственную кривую, на
которой достаточно сложно выделить четкий экстремум.

На рис. 1, b приведено поведение другой пары мнимых частей комплекс-
ных собственных частот. Здесь на линии совпадения мнимых частей, в от-
личие от первого случая, можно заметить ярко выраженный экстремум, ко-

Рис. 1. Поверхности зависимости мнимых частей ωIm двух различных пар комплексных
собственных частот в пространстве параметров R и L

[Figure 1. The relationship surface of imaginary parts ωIm for two different pairs of complex
natural frequencies in the space of parameters R and L]
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торый позволяет подобрать параметры внешней цепи таким образом, чтобы
скорость затухания колебаний была не просто одинаковой, но и максимальной
для двух данных частот на линии равенства мнимых частей. Анализ пове-
дения различных пар комплексных собственных частот в зависимости от из-
менения параметров сопротивления и индуктивности позволил сформулиро-
вать критерий для подбора параметров внешней последовательной RL-цепи,
который обеспечит демпфирование колебаний для двух различных частот.

В качестве критерия для определения параметров внешней электрической
цепи, при которых возможно демпфирование нескольких (пока попарно) мод
колебаний, предлагается точка в пространстве параметров RL, отвечающая
максимальному значению модуля мнимой части комплексной частоты на ли-
нии совпадения мнимых частей демпфируемых частот колебаний. Матема-
тически данный критерий можно сформулировать следующим образом

max(|ωkIm| = |ωlIm|), (2)

где k, l—номера демпфируемых одновременно частот колебаний.
4. Результаты численных расчетов. Проиллюстрируем предлагаемый под-

ход на результатах численных расчетов по определению оптимальных пара-
метров внешней цепи для демпфирования колебаний на нескольких часто-
тах. В качестве объектов исследования были выбраны консольнозащемлен-
ная пластинка и цилиндрическая оболочка, жестко защемленная по торцам
и свободно опертая по образующим (рис. 2).

Размеры пластинки 210× 26× 0.5 мм, оболочки— r = 76 мм, l = 300 мм,
h = 0.25 мм. Для пластинки был выбран материал со следующими физико-
механическими характеристиками: E = 2 · 1011 Па, ν = 0.3, ρ = 7 800 кг/м3.
Физико-механические характеристики материала оболочки принимают сле-
дующие значения: E = 1.96 · 1011 Па, ν = 0.3, ρ = 7 700 кг/м3.

Для пластинки пьезоэлемент выполнен в форме прямоугольника с разме-
рами 50× 20× 0.36 мм, для оболочки— в форме сегмента кольца со следую-
щими размерами: lp = 50 мм, ϕ = 15.08◦, h = 0.36 мм. В качестве материала
пьезоэлемента была выбрана пьезокерамика PZT-4 с поляризацией в направ-
лении оси z (пластинка) и оси r (оболочка) и следующими физико-механи-

Рис. 2. Консольнозащемленная пластинка (a) и цилиндрическая оболочка, жестко защем-
ленная по торцам и свободно опертая по образующим (b)

[Figure 2. Cantilever plate (a) and cylindrical shell, clamped on its ends and freely-supported
on its edges (b)]
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ческими характеристиками: C11 = 11.5 · 1010 Па, C12 = C13 = 7.43 · 1010 Па,
C23 = 7.78 · 1010 Па, C22 = C33 = 13.9 · 1010 Па, C44 = C66 = 2.56 · 1010 Па,
C55 = 3.06 · 1010 Па, β11 = 15.2 Кл/м2, β21 = β31 = −5.2 Кл/м2, β42 = β63 =
= 12.7 Кл/м2, ε11 = 5.62·10−9 Ф/м, ε22 = ε33 = 6.45·10−9 Ф/м, ρ = 7 500 кг/м3.

На первом этапе определялись спектры собственных частот колебаний
конструкций с пьезоэлементом без внешней цепи на основе решения задачи
о собственных колебаниях.

В табл. 1 приведены первые 10 собственных частот для пластинки с пье-
зоэлементом и первые 20 собственных частот для оболочки с пьезоэлементом.

Ранее отмечалось [26], что при конкретном размещении пьезоэлемента на
упругом теле в спектре собственных частот колебаний присутствуют частоты,
на которые внешняя электрическая цепь не оказывает никакого влияния при
любых параметрах цепи. Данный эффект объясняется тем, что при колебани-
ях на этих частотах пьезоэлемент остается электрически нейтральным в силу
того, что он либо не деформируется вообще, либо его деформация симмет-
рична. Поэтому демпфировать колебания на этих частотах при данном поло-
жении пьезоэлемента невозможно. Для дальнейшего удобства вычислений и
представлений результатов исключим их из рассмотрения (ячейки в табл. 1,
в которых текст не выделен полужирным шрифтом) и пронумеруем подряд
только рассматриваемые частоты (табл. 2).

Таблица 1
Собственные частоты колебаний конструкции с пьезоэлементом без внешней цепи [Natural

vibration frequencies for structure with piezoelectric element and no external circuit]
Пластинка с пьезоэлементом Оболочка с пьезоэлементом

[The plate with piezoelectric element] [The shell with piezoelectric element]
Numbers of

f , Hz
Numbers of

f , Hz
Numbers of

f , Hzfrequencies frequencies frequencies

1 13.86 1 557.41 11 1263.63
2 71.33 2 587.68 12 1293.42
3 198.32 3 620.20 13 1325.30
4 204.45 4 759.57 14 1430.59
5 404.15 5 803.79 15 1482.21
6 489.40 6 987.47 16 1546.77
7 584.10 7 1012.10 17 1588.97
8 674.96 8 1034.98 18 1591.33
9 928.29 9 1082.61 19 1594.05
10 997.54 10 1161.89 20 1641.64

Таблица 2
Собственные частоты колебаний конструкции с пьезоэлементом без внешней цепи, учиты-
ваемые в расчетах, после перенумерации [Natural vibration frequencies for structure with

piezoelectric element and no external circuit taken into account after renumbering]
Numbers of The plate with piezoelectric element The shell with piezoelectric element
frequencies f , Hz f , Hz

1 13.86 557.41
2 72.33 587.68
3 198.32 759.57
4 404.15 803.79
5 674.96 1482.21
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Рассмотрены два варианта внешних цепей: резистивная R-цепь и после-
довательная резонансная RL-цепь.

5.1. Резистивная R-цепь. При подключении к пьезоэлементу внешней элек-
трической цепи, состоящей из одного резистора (сопротивления), собственные
частоты колебаний становятся комплексными (ω = ωRe + iωIm) — появляется
мнимая часть, или показатель демпфирования колебаний.

Влияние величины сопротивления R на мнимую часть собственных частот
колебаний пластинки (рис. 2) в соответствии с табл. 3 приведено на рис. 3
(a—для второй и третьей частот, b—для четвертой и пятой частот).

Для оболочки (рис. 2) значения первых пяти рассматриваемых собствен-
ных частот при различных значениях сопротивления R приведены в табл. 4.
Поведение мнимой части пяти полученных комплексных собственных частот
колебаний оболочки в зависимости от величины сопротивления проиллюстри-
ровано на рис. 4.

Таким образом, полученные результаты демонстрируют возможность сни-
жения амплитуды колебаний всех или некоторых из определенного диапазона
частот резонансов, если ввести в электрическую цепь резистор определенной
величины сопротивления R.

Например, для рассматриваемой пластинки максимального снижения ам-
плитуды колебаний на 2 и 3 резонансах с помощью пьезоэлемента и одной
электрической цепи можно добиться при сопротивлении R ∼ 125 кОм, а на
4 и 5 резонансах — при сопротивлении R ∼ 23 кОм; для оболочки же макси-
мальное снижение амплитуды колебаний на первых пяти резонансных часто-
тах обеспечит сопротивление во внешней электрической цепи в диапазоне от
10 до 20 кОм.

Таким образом, приведенное в [1] утверждение, что поведение конструк-
ции из упругого материала при подключении к пьезоэлементу внешней элек-

Таблица 3
Значения комплексных собственных частот колебаний пластинки при различ-
ных значениях сопротивления R [Complex natural vibration frequencies for the

plate at different values of resistance R]
Numbers of frequencies R = 1 kΩ R = 23 kΩ R = 125 kΩ

1 13.46− 0.0003i 13.46− 0.006i 13.46− 0.034
2 71.45− 0.001i 71.46− 0.02i 71.51− 0.083i
3 196.01− 0.01i 196.05− 0.12i 196.32− 0.18i
4 396.18− 0.12i 397.44− 1.97i 400.12− 1.13i
5 659.53− 0.42i 664.39− 4.76i 668.67− 1.62i

Таблица 4
Значения комплексных собственных частот колебаний оболочки при различных
значениях сопротивления R [Complex natural vibration frequencies for the shell at

different values of resistance R]
Numbers of frequencies R = 1 kΩ R = 10 kΩ R = 20 kΩ

1 554.26− 0.13i 554.70− 1.11i 555.51− 1.55i
2 755.78− 0.22i 756.71− 1.66i 757.93− 1.90i
3 800.14− 0.19i 800.90− 1.51i 802.04− 1.85i
4 1287.70− 0.55i 1290.40− 2.94i 1292.20− 2.43i
5 1471.70− 1.07i 1477.10− 5.41i 1480.30− 4.28i
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Рис. 3. Зависимость показателя демпфирования ωIm (мнимой части комплексной собствен-
ной частоты ω = ωRe + iωIm) от величины внешнего сопротивления для консольнозащем-

ленной пластинки для второй и третьей частот (a), четвертой и пятой частот (b)
[Figure 3. Relationship between damping ratio ωIm (imaginary part of complex natural

frequency ω = ωRe + iωIm) and external resistance magnitude for the cantilever plate for the
second and third frequencies (a) and for the forth and fifth frequencies (b)]

Рис. 4. Зависимость показателя демпфирования ωIm (мнимой части комплексной собствен-
ной частоты ω = ωRe + iωIm) от величины внешнего сопротивления для цилиндрической
оболочки [Figure 4. Relationship between damping ratio ωIm (imaginary part of complex natural

frequency ω = ωRe + iωIm) and external resistance magnitude for the shell]
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трической цепи, состоящей из одного резистора, изменяется таким же об-
разом, как при замене упругого материала конструкции вязкоупругим, под-
тверждено численно.

Кроме этого, численно показано, что эффект мультимодального демпфи-
рования для упругой конструкции при присоединении к пьезоэлементу про-
стой резистивной цепи получается естественно — в некотором диапазоне зна-
чений сопротивления происходит снижение амплитуды колебаний всех рас-
сматриваемых частот колебаний.

5.2. Последовательная резонансная RL-цепь. Так как присоединение к
пьезоэлементу, скрепленному с конструкцией, внешней резонансной (RL) элек-
трической цепи приводит к образованию колебательного контура, то путем
подбора соответствующих параметров сопротивления и индуктивности он мо-
жет быть «настроен» на одну из частот колебаний конструкции. В связи с
этим становится привлекательной идея демпфирования одной внешней резо-
нансной RL-цепью нескольких частот колебаний рассматриваемой конструк-
ции с одним пьезоэлементом.

Сначала оценим возможность демпфирования двух частот колебаний. При
этом ограничимся рассмотрением применения последовательной RL-цепи.
Для рассматриваемых конструкций (пластинка и оболочка, см. рис. 2) прове-
дены расчеты по определению параметров сопротивления R и индуктивности
L, при которых возможно демпфирование некоторых мод колебаний на ос-
нове предложенного критерия (2). Результаты расчетов приведены в табл. 5
(пластинка) и 6 (оболочка). Индексы у R и L обозначают номера демпфиру-
емых частот.

Сравнение результатов, приведенных в табл. 3, 4, с результатами, при-
веденными в табл. 5, 6, приводит к выводу о том, что использование для
демпфирования двух частот колебаний последовательной резонансной RL-
цепи эффективнее, чем резистивной R-цепи, поскольку в данном случае по-
казатели демпфирования (мнимые части собственных частот) существенно
выше.

Анализируя данные табл. 6, можно заметить, что для всех пар демпфиру-
емых частот значения оптимальных параметров индуктивности L находятся
очень близко, что может косвенно свидетельствовать о возможном существо-
вании таких параметров R и L, которые позволят демпфировать колебания
оболочки на этих частотах.

В результате расчетов были подобраны такие пары параметров сопротив-
ления и индуктивности, которые оказывают влияние на частоты со второй
по пятую (R2−5, L2−5) и с первой по пятую (R1−5, L1−5). Здесь индексы у R
и L обозначают диапазон рассматриваемых частот. В табл. 7 приведены зна-
чения данных пар параметров и соответствующие им значения комплексных
собственных частот для оболочки.

В последних столбцах табл. 5 и 7 приведены значения максимально воз-
можной величины коэффициента демпфирования (мнимой части комплекс-
ной частоты) той частоты колебаний, на демпфирование которой настраива-
ется внешняя цепь подбором соответствующих величин сопротивления и ин-
дуктивности.

При подборе параметров внешней цепи, позволяющих демпфировать ко-
лебания на нескольких частотах, показатели демпфирования будут ниже, чем

486



Вариант мультимодального демпфирования колебаний электроупругих конструкций . . .

Таблица 5
Результаты расчетов оптимальных параметров последовательной RL-цепи для пла-
стинки [The results of calculation of optimal parameters of series RL circuit for the plate]
Номера
демпфи-
руемых
попарно
частот

Оптимальные
значения

параметров
R (кОм), L (Гн)

Значения
комплексных
собственных
частот

Максимально возможные значения
показателей демпфирования ωiIm при
настройке внешней цепи на конкрет-
ную частоту

2 и 3 R23 = 126 72.19− 0.14i 2.56
L23 = 143.5 198.44− 0.14i 6.48

4 и 5 R45 = 14.8 398.67− 6.12i 29.45
L45 = 9.1 682.16− 5.84i 56.05

Таблица 6
Результаты расчетов оптимальных параметров последовательной RL-цепи для обо-
лочки [The results of calculation of optimal parameters of series RL circuit for the shell]
Номера
демпфи-
руемых
частот

Оптимальные
значения

параметров
R (кОм),
L (Гн)

Значения
комплексных
собственных
частот

Номера
демпфи-
руемых
частот

Оптимальные
значения

параметров
R (кОм),
L (Гн)

Значения
комплексных
собственных
частот

1 и 2 R12 = 8.4 552.57− 5.12i 2 и 4 R24 = 7.5 755.01− 4.81i
L12 = 4.9 763.68− 4.78i L24 = 2.2 1297.7− 4.14i

1 и 3 R13 = 8.2 552.37− 5.36i 2 и 4 R25 = 8.8 755.86− 5.01i
L13 = 5.0 808.37− 5.21i L25 = 2.3 1488.25− 4.28i

1 и 4 R14 = 15.1 554.81− 2.64i 3 и 4 R34 = 6.1 797.93− 4.35i
L14 = 2.8 1295.53− 2.47i L34 = 2.3 1298.4− 3.53i

1 и 5 R15 = 14.1 554.62− 2.84i 3 и 5 R35 = 10.6 800.59− 4.68i
L15 = 3.1 1486.04− 2.62i L35 = 2.4 1487.38− 4.09i

2 и 3 R23 = 4.0 777.37− 18.54i 4 и 5 R45 = 5.7 1298.62− 3.44i
L23 = 3.7 814.11− 28.55i L45 = 2.3 1489.73− 3.46i

Таблица 7
Результаты расчетов оптимальных параметров последовательной RL-цепи для обо-
лочки [The results of calculation of optimal parameters of series RL circuit for the shell]
Диапазон
демпфи-
руемых
частот
(с – по)

Оптимальные
значения

параметров
R (кОм), L (Гн)

Значения
комплексных
собственных
частот

Максимально возможные значения
показателей демпфирования ωiIm при
настройке внешней цепи на конкрет-
ную частоту

553.51− 1.75i 29.55

1–5 R1−5 = 7.5
755.02− 5.14i 37.86

L1−5 = 2.3
798.88− 4.58i 38.22
1297.7− 3.71i 61.05
1488.9− 4.03i 88.02
761.15− 6.61i 37.86

2–5 R2−5 = 10.0 804.89− 7.33i 38.22
L2−5 = 4.0 1295.8− 1.05i 61.05

1485.8− 1.22i 88.02
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при настройке на демпфирование одной частоты. Но хотя при этом и снижа-
ется степень демпфирования колебаний, рабочий диапазон действия внешней
электрической цепи расширяется, становится широкополосным. По значени-
ям максимально возможной величины коэффициента демпфирования можно
оценить степень мультимодального демпфирования (насколько меньше сни-
жается амплитуда колебаний по сравнению с одномодовым демпфировани-
ем).

6. Задача о вынужденных установившихся колебаниях. Для демонстрации
влияния параметров R и L внешней электрической цепи на динамическое
поведение рассматриваемой системы была решена задача о вынужденных
установившихся гармонических колебаниях.

Для пластинки (рис. 2) решалась задача при различных значениях па-
раметров внешних цепей, в том числе и подобранных таким образом, чтобы
демпфировать две соседние частоты.

Амплитудно-частотная характеристика перемещений

Usum =
√
U2
x + U2

y + U2
z

точки A системы (рис. 2, a) строилась от воздействия внешних осевых гар-
монических сил с амплитудой Px = Py = Pz = 1 Н, приложенных в угловой
точке B на незакрепленной грани пластины.

Проведено сравнение амплитуд перемещений при следующих значени-
ях параметров R и L: R = 1 кОм (принято произвольно), а R = 23 кОм
и R = 125 кОм подобраны таким образом, что при резистивной цепи обеспе-
чивают максимальные показатели демпфирования попарно 4–5 и 2–3 частот
колебаний. R23, L23 и R45, L45 —подобранные пары параметров для демп-
фирования попарно 2–3 и 4–5 частот колебаний при резонансной внешней
электрической цепи соответственно. Индексы у R и L обозначают номера
частот, демпфирование которых возможно при данных параметрах.

На первом графике (рис. 5, а) видно, что при значениях компонент элек-
трической цепи R23 и L23, подобранных для демпфирования второй и третьей
частот, достигается наилучшее соотношение по величине амплитуд перемеще-
ний колебаний пластинки на данных частотах. При этом для второй частоты
значение амплитуды перемещений по сравнению с другими вариантами R и L
будет минимальным.

Второй график (рис. 5, b) приведен для четвертой и пятой частот. Видно,
что подобранные для этих частот параметры внешней цепи R45, L45 также
обеспечивают наилучшее демпфирование колебаний на этих частотах. При
этом установлено, что внешняя электрическая цепь с параметрами, позволя-
ющими демпфировать колебания на 4 и 5 резонансных частотах, существенно
снижает величину амплитуды колебаний системы и на предыдущей, третьей
частоте.

Аналогичным образом было оценено влияние подобранных параметров
внешней электрической цепи R и L на примере расчета вынужденных гармо-
нических колебаний цилиндрической оболочки (рис. 2, b).

Амплитудно-частотные характеристики строились в точке A оболочки
с пьезоэлементом и с внешней последовательной RL-цепью от воздействия
гармонической силы с амплитудой Pr = 1 Н, приложенной в точке B.
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В ходе расчетов было установлено, что при использовании пары L2−5 =
= 2.3 Гн, R2−5 = 7.5 кОм существенно снижается амплитуда колебаний на
частотах со второй по пятую, а при L1−5 = 4.0 Гн, R1−5 = 10 кОм— уже
с первой по пятую.

Сравнение амплитуд колебаний проведено при различных значениях па-
раметров RL: R = 1 кОм (принято произвольно), а R = 10 кОм и R = 20 кОм
подобраны таким образом, чтобы обеспечить максимальные показатели демп-

Рис. 5. Амплитудно-частотные характеристики второй и третьей частот (a) и четвертой
и пятой частот (b) пластинки при различных значениях параметров внешних цепей

[Figure 5. Amplitude vs. frequency plots for the second and third (a) and the forth and fifth
frequencies (b) at different values of external circuit parameters]

Рис. 6. Амплитудно-частотные характеристики для первых пяти частот колебаний обо-
лочки при различных значениях параметров внешних цепей

[Figure 6. Amplitude vs. frequency plots for the first five vibrational frequencies for the shell at
different values of external circuit parameters]
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фирования у 4–5 и с первой по третью частот колебаний при резистивной
цепи, R2−5, L2−5 и R1−5, L1−5 —подобранные пары параметров компонент
электрической цепи, позволяющие демпфировать колебания на резонансных
частотах со 2 по 5 и с 1 по 5 соответственно. Индексы у R и L обозначают
диапазон частот: 1–5 — с первой по пятую, 2–5 — со второй по пятую. Ампли-
тудно-частотные характеристики для первых пяти частот колебаний оболоч-
ки при различных значениях параметров внешних цепей приведены на рис. 6.
Видно, что оба варианта настройки, с первой по пятую и со второй по пятую,
дают существенное снижение амплитуды колебаний для всех пяти частот.

При этом обнаружено, что вариант с параметрами R2−5, L2−5 предпо-
чтителен, так как при этом максимальное значение амплитуды колебаний
оболочки в рассматриваемом диапазоне частот, в данном случае реализую-
щееся на первой частоте, меньше, чем максимальное значение амплитуды при
применении параметров R1−5, L1−5, реализующееся при этом на четвертой
частоте.

Выводы. Проведено исследование возможности использования для демп-
фирования колебаний на нескольких частотах (мультимодальное демпфиро-
вание) одного пьезоэлемента, соединенного с одной резистивной или после-
довательной резонансной RL-цепью.

Предложен критерий для определения параметров внешней последова-
тельной резонансной RL-цепи, обеспечивающих демпфирование колебаний
на двух и более частотах.

Показано, что подобранные на основе предложенного критерия пары па-
раметров резонансной RL-цепи дают большее снижение амплитуд колебаний,
чем при наличии просто резистивной цепи, и позволяют демпфировать ко-
лебания на нескольких частотах, обеспечивая тем самым мультимодальное
демпфирование.
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Abstract
In technical applications it takes place the problem of vibration damping in
certain regions of the structure, at the location of optical sensors for instance,
at any external dynamic excitations with no mass increase and no changes
in spectral portrait. In order to solve these problems it is widespread the
use of special damping devices: piezoelectric elements connected to exter-
nal electric circuits and attached to the structure. It became possible due
to piezoelectric effect, which provides transformation of part of energy of
vibrations into electric one, which is dissipated in external electric circuit.
So that by using appropriate electric circuits one may dissipate internal en-
ergy and therefore reduce structural vibrations in definite frequency range.
As a rule, external circuit of single branch, which shunts single piezoelec-
tric element, allows vibration damping on one certain frequency. Due to
the fact, that practical applications usually include requirements of damp-
ing of several modes by one and the same technical devices, the problem
of multimodal vibration damping in smart-structures is rather acute. The
objective of this paper is the study of possibility of vibration damping on
several modes by using single external series RL-circuit, connected to elec-
trodes of single piezoelectric element on the basis of solution of problems
on natural and forced steady-state vibrations of electroelastic systems with
external electric circuits.

Keywords: electroviscoelastic structures with piezoelectric elements, passive
external electric circuits, multimodal damping, natural vibrations, forced
vibrations.
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