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Аннотация

Исследуется нелинейное определяющее соотношение типа Максвелла
для вязкоупругопластичных материалов с двумя произвольными мате-
риальными функциями одного аргумента с целью выявления арсенала
его возможностей и области применимости, в частности, возможности
подключения к нему критериев для описания разрушения при ползу-
чести с постоянным или кусочно-постоянным напряжением. При мини-
мальных первичных ограничениях на материальные функции выведе-
ны уравнения теоретических кривых длительной прочности, порожден-
ных соотношением типа Максвелла в сочетании с деформационными
и энергетическим (диссипативным) критериями разрушения, а также
с интегральными критериями, учитывающими историю деформирова-
ния. Аналитически изучены и сопоставлены общие свойства этих кри-
вых. Показано, что они адекватно описывают типичные свойства экс-
периментальных кривых длительной прочности вязкоупругопластиче-
ских материалов. Для найденных зависимостей времен разрушения от
напряжения проверено выполнение правила линейного накопления по-
врежденности при ступенчатом нагружении и выведены формулы для
величины (и знака) отклонений от него. В частности доказано, что для
нелинейного соотношения типа Максвелла в сочетании с диссипативным
критерием разрушения всегда в точности выполняется правило линей-
ного накопления поврежденности при любом ступенчатом нагружении,
а для деформационного критерия оно, наоборот, никогда не выполняет-
ся, но дает оценку сверху или снизу для времени разрушения в зависи-
мости от знака скачка напряжения.

Ключевые слова: вязкоупругопластичность, кривые ползучести, повре-
жденность, критерии разрушения, диссипация, время разрушения, кри-
вые длительной прочности, сверхпластичность.
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Кривые длительной прочности нелинейной модели вязкоупругопластичности . . .

Введение. Надежное моделирование кривых длительной прочности (КДП)
материала или элемента конструкции по результатам испытаний на ползу-
честь при высоких напряжениях необходимо для оценки срока безопасной
эксплуатации при низких напряжениях, когда время разрушения слишком
велико, чтобы можно было получить экспериментальную информацию о нем.

Для прогнозирования длительной прочности материалов к выбранному
(построенному) определяющему соотношению (ОС) необходимо добавить кри-
терий разрушения (КР), задающий момент разрушения t∗ (обрыва кривых
ползучести) по достижению критических значений некоторой меры повре-
жденности (скалярной, векторной или тензорной [1–7]). Желательно, чтобы
КР и ОС хорошо взаимодействовали, то есть позволяли вывести общее урав-
нение теоретической кривой ползучести ε = ε(t;σ, T ) и КДП t∗ = f(σ, T ) (или
σ = F (t∗, T )), где t∗ — время разрушения при данном уровне напряжения σ и
температуре T , аналитически исследовать в общем виде зависимость свойств
КДП от материальных функций и параметров ОС и КР и указать ограниче-
ния на них, обеспечивающие совпадение качественных свойств теоретических
КДП с типичными свойствами экспериментальных КДП.

Эта (идеальная) программа реализована в работах [8–11 и др.] для ли-
нейного ОС вязкоупругости, нелинейного ОС Ю. Н. Работнова и двух нели-
нейных ОС, построенных и исследованных в [8, 9] (каждое из перечислен-
ных нелинейных ОС содержит две материальные функции одного аргумента
в одноосном случае и несколько параметров). Эти ОС нацелены на описание
комплекса основных механических эффектов, типичных для вязкоупругопла-
стичных материалов, обладающих выраженной наследственностью и высокой
чувствительностью к скорости деформирования (полимеры, твердое топли-
во, асфальтобетон, композиты, пены, титановые и алюминиевые сплавы, уг-
леродные и керамические материалы при высоких температурах, связки, су-
хожилия и другие биологические ткани и т.п.).

В данной работе эта программа реализована для нелинейного ОС типа
Максвелла [12]:

ε(t) = εe + εv, εe = F (σ)/E, ε̇v = V (σ)/η, t > 0. (1)

Оно связывает истории напряжения σ(t) и деформации ε(t) в точке тела
и содержит две материальные функции (МФ) F (x) и V (x) и две постоянные
E > 0, η > 0 (см. подробнее п. 1). Ниже будут выведены и аналитически изу-
чены уравнения теоретических кривых длительной прочности, порожденных
ОС (1) в сочетании с деформационными и энергетическим КР, а также—
с интегральными КР, учитывающими историю деформирования [10].

Классический деформационный критерий разрушения (ДКР) постулиру-
ет, что разрушение происходит в момент t = t∗, когда деформация ε(t, σ)
достигает критического значения ε∗:

ε(t∗, σ) = ε∗. (2)

Он может описывать две разные ситуации: разрушение материала или эле-
мента конструкции. Соответственно, ε∗ обозначает либо материальную кон-
станту (зависящую только от температуры), либо предельную допустимую
(по конструктивным соображениям) деформацию, рассчитанную по предель-
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ному перемещению или напряжению (классический пример— разрушение тур-
бины вследствие ползучести ее лопаток). В первом случае ДКР с постоян-
ным ε∗ = ε∗(T ) не всегда адекватен данным испытаний материалов на пол-
зучесть: у многих материалов ε∗ зависит от напряжения [1–7] (этот факт
можно учесть, задавая ε∗ = ε∗(σ) в (2)), причем эта зависимость может быть
немонотонной [3,4,13,14]. Во втором случае ДКР (2) адекватен «по определе-
нию», если конструктивный критерий срабатывает раньше, чем происходит
разрушение материала.

В работе [10] предложены и исследованы два параметрических семейства
скалярных критериев разрушения при монотонном одноосном деформирова-
нии, обобщающих ДКР (2), но учитывающих историю нарастания деформа-
ции и зависящих от характеристик кривых ползучести (они хранят инфор-
мацию об условиях развития деформации и процессах, приводящих к раз-
рушению). Их строение мотивировано желанием иметь арсенал более чут-
ких и допускающих регулировку КР, позволяющих точнее описывать экс-
периментальные КДП различных материалов (или элементов конструкций)
и учитывающих информацию, которой пренебрегает ДКР. Каждое из двух
построенных в [10] семейств КР образует монотонную и непрерывную шкалу
критериев (монотонно и непрерывно зависящих от параметра u > 0), вклю-
чающую ДКР как предельный случай. При этом критерии первого семейства
при всех u > 0 дают большее время разрушения, чем ДКР, критерии второго
семейства при u > 1 —меньшее, а различие можно сделать сколь угодно ма-
лым за счет выбора значений управляющего параметра у края шкалы (u→∞
или u = 1).

Помимо КР, выраженных через меры поврежденности деформационного
типа и их критические значения, уже полвека разрабатывается класс энерге-
тических мер поврежденности и критериев разрушения, — например, в рабо-
тах О. В. Соснина, А. Ф. Никитенко, Б. В. Горева, В. В. Федорова, В. П. Рад-
ченко [4, 14, 15–21 и др.] В частности в цикле нескольких десятков работ
О. В. Соснина и его коллег предложена и экспериментально исследована (для
титановых и алюминиевых сплавов) мера поврежденности, равная «удельной
работе рассеяния» (то есть, удельной диссипации в точке тела), и КР, посту-
лирующий, что разрушение материала наступает при достижении диссипа-
цией W (t, σ) критического значения W∗ = W∗(T ) [15–18]:

W (t∗, σ) = W∗. (3)

Основная цель данной статьи— аналитически исследовать общие свой-
ства КДП t∗(σ), порожденных ОС (1) в сочетании с КР (2) и (3), и доказать,
что они совпадают с качественными свойствами типичных эксперименталь-
ных КДП вязкоупругопластических материалов. А именно: данные испыта-
ний показывают, что КДП t∗(σ) всегда убывают, t∗(σ) → +∞ при σ → σ0
и t∗(σ)→ 0 при σ → σ∗, где σ0 > 0 —порог ползучести, σ∗ > 0 —предел мгно-
венной прочности σ∗. КДП многих материалов в координатах «lg σ − lg t∗»
представляются отрезком прямой линии с угловым коэффициентом µ < 0 или
двухзвенной ломаной. Это означает, что регистрируемые значения t∗(σk) хо-
рошо аппроксимируются (при достаточно больших напряжениях) степенной
функцией

t∗ = Cσµ,
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где µ < 0, C > 0, σ > σ0, или двумя степенными функциями с различны-
ми показателями. Именно такими, как будет доказано, получаются и КДП,
порожденные ОС (1) с указанными КР, при найденных ограничениях на МФ.

Вторая задача анализа — проверить, выполняется ли для теоретических
КДП ОС (1) (для каких КР, при каких условиях на МФ) «закон» линейно-
го накопления поврежденности при ступенчатых нагружениях, т.е. условие
разрушения

S = 1,

где S — сумма парциальных времен:

S :=
t∗(i,σ)− ti−1

t∗(σi)
+

i−1∑
m=1

tm − tm−1
t∗(σm)

, (4)

i—число ступеней, σ = {(σm, tm) | m = 1, . . . , i}, σm — уровни напряжений
на интервалах (tm−1; tm) (t0 = 0, ti > ti−1)), t∗(i,σ) — время разрушения на
ступени с σ = σi; t∗(σi) — время разрушения при ползучести с постоянным
напряжением σi. В многочисленных испытаниях разных материалов (сталей,
алюминиевых сплавов, композитов и т.п.) на ползучесть до разрушения при
двухступенчатом нагружении (i = 2) обнаружены значительные отклонения
от условия S = 1 и два основных типа поведения материала [3, с. 117–119]:

1) S > 1 для любых σ1, σ2 > 0;
2) S > 1 при σ2 < σ1 и S < 1 при σ2 > σ1.
В данной работе выведены общие формулы для отклонения S−1, порож-

денные ОС (1) в сочетании с разными КР, и исследован его знак в зависимо-
сти от знака разности σ2 − σ1.

1. Нелинейная модель типа Максвелла. Будем рассматривать изотерми-
ческие одномерные процессы, характеризуемые в точке тела историей напря-
жения σ(t) и (логарифмической) деформации ε(t), t > 0. Связь между про-
цессами σ(t) и ε(t) зададим по аналогии с реологической моделью Максвелла
(последовательным соединением линейных упругого и вязкого элементов),
т.е. постулируем, что деформация ε(t) представима суммой упругой и вяз-
копластической компонент, каждая из которых зависит от (безразмерного)
напряжения σ(t), но нелинейно. Это приводит к ОС (1); его можно записать
в интегральной и дифференциальной формах:

ε(t) = E−1F
(
σ(t)

)
+ η−1

∫ t

0
V
(
σ(τ)

)
dτ,

или
ε̇ = E−1

(
F ′(σ)σ̇ + τ−1r V (σ)

)
, t > 0,

(5)

где τr = η/E — время релаксации линейной модели Максвелла. ОС (5) содер-
жит две МФ F (x) и V (x), x ∈ (ω− ;ω+), ω− < 0, ω+ > 0, и две постоянные:
«модуль упругости» E > 0 и коэффициент вязкости η > 0. Параметры ω+

и ω− могут быть интерпретированы как пределы прочности при растяжении
и сжатии. Параметры E и η выделены из МФ F и V для удобства сопостав-
ления с линейной моделью Максвелла (получающейся при V (x) = F (x) = x)
и учета влияния температуры в форме E = E(T ), η = η(T ) [22, 23]. Про-
цессы σ(t) предполагаются кусочно-непрерывными и кусочно-гладкими (при
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t < 0 считаем, что σ = 0). Обезразмеривание напряжения можно произ-
водить делением на cE, c > 0, или на характерное напряжение материала
(предел упругости, ползучести, текучести, прочности и т.п.). Безразмерное
время вводится делением на характерное время, например, на τr при фикси-
рованной температуре (при таком масштабировании τr = 1 и η = E во всех
последующих формулах при данной T ).

МФ F определяет в (1) упругую деформацию εe(σ). Поэтому первичные
ограничения на F (x) (естественные с точки зрения феноменологии и мини-
мальные математические [23]) таковы: F (x) —непрерывная кусочно-гладкая
строго возрастающая функция на интервале (ω− ;ω+), такая, что F (0) = 0
(тогда xF (x) > 0, т.е. sgnF (x) = sgnx). Последние два условия обеспечива-
ют совпадение знаков упругой деформации εe(σ) и σ и соблюдение условия
εe(0) = 0. Из строгого возрастания F следует возрастание εe(σ) и существо-
вание обратной функции f = F−1 на промежутке (y; y), где

y := supF (x) = F (ω+ − 0), y := inf F (x) = F (ω− + 0).

Функция вязкости V (x)/η в ОС (1) регулирует чувствительность напря-
жения к скорости деформации, наследственные свойства, скорость диссипа-
ции, ползучести и накопления пластической деформации [22,23]. Чем больше
|V (σ)|/η, тем меньше вязкое сопротивление (больше |ε̇v| и |ε̇| при том же σ)
и тем ближе поведение моделируемого материала к поведению жидкости. Ми-
нимальные первичные ограничения на V (x): V (x) —непрерывная (нестрого)
возрастающая функция на интервале (ω− ;ω+), такая, что V (0) = 0 (тогда
xV (x) > 0).

Исследование кривых релаксации, ползучести и деформирования, порож-
денных ОС (5), показывает [22,23], что следует различать два основных слу-
чая, в которых ОС (5) (моделируемый материал) ведет себя по-разному:

1) |V (x)| > 0 при x 6= 0;
2) V (x) ≡ 0 на некотором отрезке [σ− ;σ+ ] ⊂ (ω− ;ω+), σ− 6 0, σ+ > 0,

σ+ 6= σ− .
Во втором случае при σ ∈ [σ− ;σ+ ] ОС (1) моделирует (нелинейно) упру-
гое поведение материала, σ− , σ+ —пределы упругости материала при сжатии
и растяжении (и пороги ползучести), а при σ > σ+ (или σ < σ−) начинают
проявляться диссипативные и вязкопластические свойства. Для материалов
с одинаковым поведением при растяжении и сжатии обе МФ в (5) должны
быть нечетными.

Наложенные на МФ ОС (5) первичные ограничения обеспечивают, в част-
ности, термодинамическую согласованность модели, т.е. положительность ра-
боты напряжений в любом процессе деформирования и неотрицательность
диссипации (соблюдение диссипативного неравенства). Действительно, рабо-
та напряжений σ(τ) в процессе деформирования ε(τ), связанном с σ(τ) соот-
ношением (5), выражается следующей формулой:

A =

∫ t

0
σ(τ)ε̇(τ)dτ =

∫ t

0
E−1σF ′(σ)σ̇dτ +

∫ t

0
kV (σ)σdτ = U +W,

U := E−1
∫ σ

0
xF ′(x)dx, W = η−1

∫ t

0
σ(τ)V (σ(τ))dτ, (6)
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где U = U(σ) — энергия упругой деформации, W = W [t;σ(τ)] —диссипация.
Энергия U(σ) положительна и возрастает при σ 6= 0 в силу ограничения
F ′(x) > 0 (U ′(σ) = E−1σF ′(σ) > 0 при σ > 0). Скорость диссипации выража-
ется формулой

Ẇ (t) = η−1σ(t)V (σ(t)).

В силу непрерывности МФ V (x) и ограничения xV (x) > 0 при x 6= 0 справед-
ливы неравенства Ẇ (t) > 0 и W (t) > 0 при всех t > 0. Равенство W (t0) = 0
возможно лишь в случае, когда V (x) ≡ 0 на некотором отрезке [σ− ;σ+ ] ⊂
(ω− ;ω+) и σ(τ) ∈ [σ− ;σ+ ] для всех τ < t0 (т.е. модуль напряжения не превы-
шает пределов упругости).

Базовые свойства нелинейного оператора

Π : σ(t) 7→ ε(t)

из ОС (5), вытекающие из общих ограничений на МФ F и V , и результаты
исследования свойств теоретических квазистатических кривых (ползучести,
релаксации, ступенчатой ползучести, деформирования при постоянных и ку-
сочно-постоянных скоростях нагружения и деформирования и др.), порож-
даемых ОС (5) с произвольными МФ F , V , приведены в [12,22,23].

Нелинейное ОС (5) нацелено на описание комплекса основных реологиче-
ских эффектов, типичных для материалов, обладающих наследственностью
и высокой чувствительностью к скорости деформирования (таких как поли-
меры, их расплавы и растворы, композиты, твердое топливо, асфальтобетон,
титановые и алюминиевые сплавы, углеродные и керамические материалы
при высоких температурах и др.); материалов, имеющих выраженную стадию
установившейся ползучести, «площадку текучести» на диаграмме деформи-
рования и предел текучести, зависящий от скорости деформирования; мате-
риалов, проявляющих (в определенных состояниях и при определенных ре-
жимах деформирования) свойства как твердого тела, так и жидкости. В част-
ности, ОС (5) (и его модификации) могут быть полезны для моделирования
материалов в режимах сверхпластического деформирования [23].

Общая тензорная формулировка нелинейных ОС максвелловского типа
для (больших деформаций) вязкоупругих сред, родственных ОС (5), описа-
ние кинематики, термодинамические аспекты и способы конкретизации ОС
изучались в работах [24–29]. Внимание авторов было сосредоточено на опи-
сании поведения жидкостей, они обсуждали эксперименты и эффекты, при-
сущие жидкостям (расплавам и растворам полимеров и т.п.), не рассматри-
вали кривые ползучести, релаксации и деформирования, порождаемые ОС,
не задавали многих вопросов, специфичных для механики деформируемого
твердого тела.

Зафиксировав F (x) = x и V (x) = x|x|n−1, n > 1, в (5), получим трехпара-
метрическую модель с линейной упругостью и степенной вязкостью (будем
ее называть полулинейной):

ε̇ = E−1σ̇ + η−1σ|σ|n−1. (7)

Модель (7) применялась, например, в работах [30, 31]. В статье [32] исследо-
вались кривые ползучести и обратной ползучести параллельного соединения
двух таких моделей с различными показателями n. Более подробный обзор
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литературы и родственных моделей (в теории ползучести, сверхпластичности
и реологии полимеров) приведен в [22,23].

2. Кривые ползучести при постоянном и кусочно-постоянном напряже-
нии. При σ(t) = σ̄ = const, t > 0, ОС (5) дает уравнение семейства кривых
ползучести (КП):

ε(t, σ̄) = kV (σ̄)t+ E−1F (σ̄) или ε(t, σ) = E−1
(
V (σ̄)τ−1r t+ F (σ̄)

)
, (8)

где k := η−1, τr := η/E. Если V (x) ≡ 0 на некотором отрезке [σ− ;σ+ ], σ− < 0,
σ+ > 0, то при σ ∈ [σ− ;σ+ ] ОС (1) моделирует (нелинейно) упругое поведе-
ние материала и при σ̄ ∈ [σ− ;σ+ ] ползучесть отсутствует (пределы упругости
на сжатие и растяжение совпадают с пределами ползучести). Если V (σ̄) 6= 0,
то все КП линейны по времени при t > 0, т.е. при любых МФ ОС (5) мо-
делирует только ползучесть с постоянной скоростью ε̇(t) = kV (σ). ОС (5)
неспособно описывать стадии замедленной и ускоренной ползучести, а так-
же ограниченную ползучесть (свойственную, например, многим полимерам).
Так как V (x) > 0 при x > 0 и V (x) возрастает, то КП (8) возрастает по t
(при σ̄ > 0) и по σ̄, что совпадает с типичными качественными свойствами
экспериментальных КП структурно стабильных однородных материалов.

Выраженная стадия установившейся ползучести характерна для многих
пластичных металлов (в частности, в состоянии сверхпластичности) и поли-
меров в вязкотекучем состоянии.

Любую программу нагружения из N ступеней

σ(t) =
N−1∑
i=1

σi [h(t− ti−1)− h(t− ti)] + σNh(t− tN−1),

где σi ∈ (ω− ;ω+) и ti > 0 (t0 = 0, ti > ti−1), оператор Π, задающий ОС (5),
переводит в сумму откликов на каждую ступеньку [22]:

ε(t) = E−1
[
V (σN )τ−1r (t− tN−1) + F (σN )

]
h(t− tN−1)+

+

N−1∑
i=1

S(t− ti−1; ti − ti−1, σi). (9)

Здесь

S(t; ts, σ̄) := E−1
[
V (σ̄)τ−1r t+ F (σ̄)

]
[h(t)− h(t− ts)] + E−1V (σ̄)tsτ

−1
r h(t− ts)

— отклик на импульс напряжения σ̄ с носителем [0; ts] (задающий кривую
обратной ползучести [22]: N = 2, σ1 = σ̄, σ2 = 0), S(t − ti−1; ti − ti−1, σi) —
его сдвиги по времени на ti−1. Так как все слагаемые кусочно линейны, то
КП (9) кусочно-линейна и имеет на интервалах (ti−1; ti), i = 1, . . . , N , вид

ε(t) = E−1
[
V (σi)τ

−1
r (t− ti−1) + F (σi)

]
+ pi−1, t ∈ (ti−1; ti), (10)

pi−1 := E−1τ−1r

i−1∑
m=1

V (σm)(tm − tm−1), i = 2, . . . , N. (11)
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Накопленная пластическая (необратимая) деформация (11) выражает вли-
яние предыдущих (i−1) ступеней нагружения (p0 := 0). Отклонение КП (10)
при t > tN−1 от обычной КП σ(t) = σNh(t − tN−1) при мгновенном нагру-
жении в момент t = tN−1 (с нулевой предысторией) равно постоянной pN−1.
В общем случае pN−1 6= 0, следовательно, ОС (5) не обладает свойством зату-
хающей памяти. Скачки деформации в точках t = ti, порожденные скачками
напряжения σi+1−σi, равны [F (σi+1)− F (σi)] /E, скачки скорости ползучести
ε̇(t) равны kV (σi+1) − kV (σi). Общие свойства семейства КП (10) и условия
моделирования рэтчетинга изучены в [22].

3. Кривые длительной прочности для деформационных критериев разру-
шения. Если к ОС (5) с произвольным пределом упругости σ+ > 0 добавить
деформационный КР (2), то время разрушения t∗ при ползучести с постоян-
ным напряжением (ниже будем для краткости обозначать постоянный уро-
вень напряжения σ̄ через σ), таким, что σ > σ+ и F (σ) < Eε∗, находится из
(8) и (2):

η−1V (σ)t∗ + E−1F (σ) = ε∗,

т.е. КДП имеет вид

t∗(σ) = τr [Eε∗ − F (σ)] /V (σ), σ ∈
(
σ+ ; f(Eε∗)

)
, (12)

где τr = η/E, f = F−1.
При σ ∈ [0;σ+ ] ползучести нет, при F (σ) > Eε∗ разрушение происходит

в момент t = 0. КДП (12) определена при σ ∈
(
σ+ ; f(Eε∗)

)
и убывает (так

как F и V возрастают), t∗ → +∞ при σ → σ+ +0 и t∗ → 0 при σ → f(Eε∗)−0
(т.е. свойства КДП (12) совпадают с типичными качественными свойствами
экспериментальных КДП).

Время разрушения t∗(i,σ) при ползучести с кусочно-постоянным напря-
жением, если оно происходит на i-той ступени нагружения (тогда σi > σ+ ,
иначе деформация постоянна и разрушения быть не может), находится из
(10) и (2):

kV (σi) (t∗(i,σ)− ti−1) + F (σi)E
−1 + pi−1 = ε∗,

t∗(i,σ)− ti−1 = τ−1r [Eε∗ − F (σi)− Epi−1] /V (σi). (13)

Проверим соблюдение «закона» линейного накопления поврежденности
при ступенчатом нагружении, т.е. условия разрушения S = 1, где S — сум-
ма парциальных времен (4) с учетом (12). В многочисленных испытаниях
различных материалов на ползучесть до разрушения при двухступенчатом
нагружении обнаружены значительные отклонения от условия S = 1 и два
основных типа поведения материала [3, с. 117–119]:

1) S > 1 для любых σ1, σ2 > 0;
2) S > 1 при σ2 < σ1 и S < 1 при σ2 > σ1.

Если разрушение происходит на второй ступени нагружения (тогда σ2 > σ+),
то при i = 2 из (13) находим

t∗(σ)− t1 = η
[
ε∗ − E−1F (σ2)− p1

]
/V (σ2), p1 = kV (σ1)t1,

а по (4) —
S := t1/t∗(σ1) + (t∗(σ)− t1)/t∗(σ2),
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т.е.

S =
t1V (σ1)

η [ε∗ − E−1F (σ1)]
+
η
[
ε∗ − E−1F (σ2)− kV (σ1)t1

]
η [ε∗ − E−1F (σ2)]

=

= 1 +
t1V (σ1) [F (σ1)− F (σ2)]

τr [Eε∗ − F (σ1)] [Eε∗ − F (σ2)]
. (14)

Отклонение S − 1 пропорционально разности F (σ1) − F (σ2) и пластиче-
ской деформации p1, накопленной к моменту t = t1. Очевидно, S = 1 тогда
и только тогда, когда V (σ1) = 0, т.е. это возможно лишь для ОС с σ+ > 0,
когда σ1 < σ+ (на первой ступени отсутствуют неупругие деформации). Так
как Eε∗−F (σi) > 0 (в противном случае разрушение происходит сразу в мо-
мент приложения нагрузки: при t = 0 или t = t1), из (14) следует, что S > 1
при σ2 < σ1 и S < 1 при σ2 > σ1 (и σ1 > σ+). Т.е. правило линейного сумми-
рования поврежденностей S = 1 для ОС (5) в сочетании с ДКР (2) никогда не
соблюдается (за исключением тривиального случая σ1 < σ+), отклонение от
него возможно в обе стороны в зависимости от знака σ2−σ1 (при σ2 < σ1 оно
дает для времени разрушения оценку снизу, а при σ2 > σ1 — сверху). Обна-
руженное свойство — полезный индикатор применимости ОС (5) в сочетании
с ДКР для описания длительной прочности: такая модель не может описать
разрушение тех материалов, у которых всегда S > 1 при любом знаке σ2−σ1.

Если, применяя ДКР (2), пренебречь упругой деформацией и взять в ка-
честве меры поврежденности только вязкопластическую компоненту дефор-
мации (деформацию ползучести), то (положив F ≡ 0 в (12)) получим время
разрушения

t̄∗(σ) = τrEε∗/V (σ), σ ∈ (σ+ ;ω+), σ+ > 0. (15)

Очевидно,

t∗(σ)/t̄∗(σ) = 1− F (σ)(Eε∗)
−1, t̄∗(σ) > t∗(σ) и t̄∗(σ) > 0,

т.е. t̄∗(σ) 6= 0 при конечном напряжении (в отличие от (12)). Формула (14)
при F ≡ 0 превратится в

S = 1 + E−2ε−2∗ τ−1r t1V (σ1),

т.е. S > 1 для любых σ1, σ2 > σ+ (тогда V (σ1) > 0), и знак отклонения S − 1
от правила линейного суммирования в этом случае уже не зависит от знака
разности σ2 − σ1.

4. Время разрушения для критериев, учитывающих историю деформи-
рования. В работе [10] предложены и исследованы два параметрических се-
мейства критериев разрушения при монотонном одноосном деформировании,
обобщающих ДКР (2):

ω(t, u) = ε∗, u > 0. (16)
В качестве меры поврежденности ω(t, u) предлагается использовать одно из
двух семейств средних значений деформации за время t, зависящих от пара-
метра u > 0:

ω(t, u) = ε̃u(t) :=

(
t−1
∫ t

0
|ε(τ)|udτ

)1/u

, t > 0, (17)

532



Кривые длительной прочности нелинейной модели вязкоупругопластичности . . .

ω(t, u) = ε̂u(t) := ε(0) + vu(t)t, vu(t) :=

(
t−1
∫ t

0
|ε̇(τ)|udτ

)1/u

. (18)

В основе КР (16), (18) лежит идея определения средней деформации че-
рез среднюю скорость vu(t) на интервале (0; t). Целесообразность использо-
вания критерия (16), (18) связана с тем, что он обобщает и формализует
эмпирический факт [2]: в испытаниях на ползучесть для разных материалов
произведение t∗ на скорость установившейся ползучести v(σ) — величина по-
стоянная, не зависящая (или слабо зависящая) от напряжения: vt∗ = const.
КР (16), (18) обобщает это наблюдение на неустановившуюся ползучесть,
а при ε̇ = v = const дает ε̂u(t) = ε(t) и vt∗ = const. Критическое значение
поврежденности ω∗ = ε∗ в (16) может быть константой (зависящей только от
температуры) или функцией напряжения.

Детальное аналитическое исследование КР (16), (17) и (16), (18) позволи-
ло обнаружить ряд полезных свойств, подтверждающих их пригодность для
описания разрушения материалов при ползучести и прогнозирования дли-
тельной прочности. В работе [10] доказано, что для любого неубывающего
процесса деформации ε(t) справедливы следующие утверждения:

1) средние ε̃u(t), u > 0, и ε̂u(t), u > 1, возрастают по t и потому их можно
использовать как меру поврежденности в КР для монотонных процес-
сов деформирования (требование возрастания ω(t) формализует пред-
ставление о том, что процессы разрушения и нарастания деформации
ползучести, связанные общими структурными механизмами, «сонаправ-
лены»);

2) скорости роста поврежденностей (17) и (18) выражаются следующими
формулами:

˙̃εu(t) = ε̃u(t)(ut)−1 [(ε(t)/ε̃u(t))u − 1] ,

˙̂εu(t) = vu(t)u−1 [u− 1 + (ε̇(t)/vu(t))u] , t > 0;

3) семейства функций ε̃u(t) и ε̂u(t) непрерывны и возрастают по параметру
u > 0;

4) для всех t > 0 ε̃u(t) < ε(t) при u > 0 и ε̂u(t) > ε(t) при u > 1
(ε̂u(t) = ε(t) лишь при ε̇ = const);

5) ε̃u(t) → ε(t) при u → ∞, т.е. КР (16), (17) при достаточно большом u
дает значение t∗, сколь угодно близкое к ДКР (2); при u = 1 ε̂1(t) = ε(t),
t > 0, и КР (16), (18) совпадает с ДКР (2).

Эти свойства показывают, что критерии (16), (17) образуют монотонную
и непрерывную шкалу критериев (монотонно и непрерывно зависящих от па-
раметра u > 0), более мягких, чем ДКР, но сколь угодно мало отличающихся
от него при больших значениях u, а КР (16), (18) с u > 1 —шкалу критериев,
более жестких, чем ДКР и включающую ДКР как предельный случай при
u = 1. КР семейства (16), (17) при всех u > 0 дают большее время разруше-
ния, чем ДКР, семейства (16), (18) при u > 1 —меньшее, а различие можно
сделать сколь угодно малым за счет выбора значений параметра u у края
шкалы (u→∞ или u = 1). Это свойство очень полезно для точной настрой-
ки модели на имеющиеся экспериментальные данные о зависимости времени
разрушения от уровня напряжения, температуры и других факторов: если

533



Хохл о в А. В.

эти данные плохо описывает ДКР, то можно выбрать более подходящий КР
из построенных семейств (16), (17) или (16), (18), плавно и монотонно изме-
няя значение u.

Так как скорость ползучести ε̇(t) = kV (σ) не зависит от времени, средняя
скорость равна vu(t) = kV (σ), и (18) дает поврежденность

ω = ε̂u(t) := ε(0) + vu(t) t,

совпадающую с полной деформацией (8). Таким образом, при любом u КР
(16), (18) в сочетании с ОС (5) порождает такую же КДП, как и деформаци-
онный КР (2), т.е. КДП (12).

Подстановка КП (8) в (17) дает для поврежденности (17) выражение

ε̃u(t) = E−1F (σ)
(
q(σ)t/τr

)−1/u [
(q(σ)t/τr + 1)u+1 − 1

]1/u
(u+ 1)−1/u,

q(x) := V (x)/F (x), а КР (16), (17), т.е. (ε̃u(t∗̃))
u = εu∗ , дает для времени

разрушения t̃∗(σ) = τrT∗(σ) уравнение:[(
q(σ)T∗ + 1

)u+1 − 1
]

(q(σ)T∗)
−1 = (u+ 1)(Eε∗)

u
(
F (σ)

)−u
, σ > 0. (19)

Если пренебречь упругой составляющей деформации и применять КР
(16), (17) к вязкопластической компоненте деформации (деформации ползу-
чести) p(t) = kV (σ)t, то формулы для поврежденности и времени разрушения
упростятся:

p̃u(t) = kV (σ)(u+ 1)−1/ut,

и

t̃∗ = ε∗η(u+ 1)1/uV −1(σ) или t̃∗ = τrEε∗(u+ 1)1/u
(
V (σ)

)−1
, σ ∈ (σ+ ;ω+).

(20)
Свойства КДП (20) совпадают со свойствами КДП (15), так как

t̃∗(σ)/t̄∗(σ) = (u+ 1)1/u = c(u), u > 0;

функция c(u) убывает, c(0+) = e, c(+∞) = inf c(u) = 1, и потому

1 < t̃∗(σ)/t̄∗(σ) < e.

5. Кривая длительной прочности для энергетического КР и сравнение
КДП. В цикле работ О. В. Соснина и его коллег [15–18] предложена и экс-
периментально исследована мера поврежденности, равная «удельной работе
рассеяния» (то есть удельной диссипации в точке тела), и энергетический КР
(3), постулирующий, что разрушение материала наступает при достижении
диссипацией W (t, σ) критического значения W∗ = W∗(T ).

В силу (6) скорость диссипации при ползучести постоянна:

Ẇ (t) = kσV (σ) = σr,

где r = kV (σ) — скорость установившейся ползучести. Так как

W (t) = kσV (σ)t,

534



Кривые длительной прочности нелинейной модели вязкоупругопластичности . . .

энергетический КР (ЭКР) (3) дает для времени разрушения t̂∗ уравнение

kσV (σ)t̂∗ = W∗,

т.е. порождает КДП

t̂∗ = W∗η/[σV (σ)] или t̂∗(σ) = τrEW∗/[σV (σ)], σ ∈ (σ+ ;ω+). (21)

КДП (21) убывает, как и (12), и t̂∗(σ+ + 0) = +∞ (как в случае σ+ = 0,
так и при σ+ > 0). КДП (21) отличается от КДП (12), порожденной ДКР,
тем, что на нее не влияет МФ F (упругая деформация), и тем, что t̂∗(σ) 6= 0
(t̂∗(σ) > 0 и t̂∗(σ)→ 0 при σ → +∞, если ω+ = +∞). Их поведение в правой
окрестности предела упругости-ползучести σ = σ+ однотипно: при σ → σ+ +0
t∗(σ)→ +∞ и для (21), и для (12) (см. рис.), так как V (σ+) = 0.

Отношение времен разрушения (12) и (21) для ДКР и ЭКР следующее:

t∗(σ)/t̂∗(σ) = [Eε∗ − F (σ)]σ/(W∗E), σ ∈ (σ+ ; f(Eε∗)).

Если σ+ = 0, то оно обращается в нуль при σ = 0 и σ = f(Eε∗), т.е. в окрест-
ностях этих точек время разрушения по ДКР (2) значительно меньше, чем по
ЭКР (3), а при σ → 0 абсолютное и относительное отклонения t̂∗(σ)− t∗(σ)
и [t̂∗(σ) − t∗(σ)]/t∗(σ) стремятся к бесконечности. Отношение времен разру-
шения (15) (ДКР без учета упругой деформации) и (21) задается так:

t̄∗(σ)/t̂∗(σ) = ε∗σ/W∗, σ ∈ (σ+ ;ω+).

Если V = xn, то уравнения (21), (15) и (20) дают степенные зависимости
времени разрушения от напряжения:

t̂∗ = ηW∗σ
−n−1, t̄∗ = ηε∗σ

−n, t̃∗ = ηε∗(u+ 1)1/uσ−n,

т.е. в логарифмических координатах «lg σ−lg t∗» эти КДП изображаются пря-
мыми линиями с угловыми коэффициентами −(n+ 1) и −n (см. правый ри-
сунок), что типично для экспериментальных КДП многих материалов. Если
МФ V склеена из двух степенных функций, определенных на [0;x1] и [x1;x2],
то зависимости t̂∗(σ), t̄∗(σ) и t̃∗(σ) тоже будут склеены из двух степенных
функций вида с отрицательными показателями, и в координатах «lg σ− lg t∗»
КДП будет изображаться двузвенными ломаными. Если σ+ > 0, V (x) = 0 при
x < σ+ и V (x) = (x− σ+)n при x > σ+ , то КДП (21) превращается в

t̂∗ = τrEW∗(σ − σ+)−nσ−1, σ ∈ (σ+ ;ω+).

На левом рисунке приведены КДП полулинейной модели (7) с σ+ = 0,
V (x) = x|x|, F (x) = x, E = 100, η = 100 (тогда τr = 1), ε∗ = 0.02, W∗ = 0.02.
Черная кривая —КДП (12) для ДКР, голубая—КДП (15) для ДКР без уче-
та упругой деформации, красная —КДП (21) для ЭКР (3) (эта КДП растет
быстрее остальных при σ → 0+), желтые кривые—КДП (20) с u = 0.1; 1;
10; 30 для интегрального КР (16), (17) без учета упругой деформации (все-
гда t̃∗(σ, u) > t̄∗(σ) > t∗(σ)). Голубая штриховая линия— предельная кривая
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для семейства КДП (20) при u → 0 (она получается из КДП (15) умноже-
нием на e); при u → +∞ семейство КДП (20) сходится к КДП (15). Синяя
штрихпунктирная линия—КДП (19) (порожденная КР (16), (17) с учетом
полной деформации): для выбранных МФ q(σ) = σ, и уравнение КДП (19),
принимает вид [

(σT∗ + 1)u+1 − 1
]

(σT∗)
−1 = (u+ 1)(Eε∗)

uσ−u;

для u = 1

t̃∗ = 2τr(Eε∗ − σ)σ−2, σ ∈ (0;Eε∗).

Все КДП имеют вертикальную асимптоту σ = 0, так как σ+ = 0. Четы-
ре штриховые линии—КДП модели с положительным пределом упругости
(ползучести) σ+ = 1 и МФ V (x) = 0 при x < σ+ , V = (x − σ+)2 при x > σ+

(по-прежнему F (x) = x, x > 0). Цвета КДП соответствуют тем же КР, жел-
тая штриховая —КДП (20) при u = 1. Все эти КДП имеют вертикальную
асимптоту σ = σ+ .

На правом рисунке приведены те же самые КДП, но в координатах
«lg σ − lg t∗» (степенные КДП (15), (20) и (21) в них становятся прямолиней-
ными). У КДП, которые обращались в нуль в точке σ = Eε∗ = 2, появляется
вертикальная асимптота x = lg(Eε∗).

Отметим, что так как
W (t) = kσV (σ)t,

для ОС (1) в сочетании с ЭКР выполняется гипотеза единой кривой ползу-
чести Никитенко—Соснина [15,16] в координатах «W − t/t∗»: по (21)

x := t/t̂∗ = tσV (σ)/(W∗η),

и КП (8) имеет вид
W = W∗x,

Кривые длительной прочности полулинейной модели (7) с σ+ = 0, V = x2 и с σ+ > 0,
V = (x − σ+)

2, x > σ+ для разных критериев разрушения (онлайн в цвете) [Long-term
strength curves of the semilinear model (7) for different failure criteria when σ+ = 0, V = x2,

and σ+ > 0, V = (x− σ+)
2, x > σ+ (color online)]
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т.е. не зависит от напряжения. Для ДКР (2) и других рассмотренных КР
эта гипотеза не выполняется, так как t∗(σ) и x(σ) := t/t∗ имеют иной вид:
например, для (15) получим

x := t/t̄∗ = tV (σ)/(ηε∗)

и
W = ε∗σx.

При ползучести с кусочно-постоянным напряжением скорость диссипации
постоянна на каждом интервале (ti−1; ti):

Ẇ (t) = kσiV (σi) > 0,

поэтому диссипация выражается следующей формулой:

W (t) =
i−1∑
m=1

kσmV (σm) (tm − tm−1) + kσiV (σi)(t− ti−1), t ∈ (ti−1; ti). (22)

Время разрушения t̂∗(i,σ) на i-той ступени нагружения находится из (22)
и ЭКР (3):

t̂∗(i,σ)− ti−1 = W∗η/σiV (σi)−
i−1∑
m=1

σmV (σm)

σiV (σi)
(tm − tm−1). (23)

Проверим, соблюдается ли «закон» линейного накопления поврежденно-
сти при ступенчатом нагружении, т.е. условие разрушения S = 1, где сумма
парциальных времен вычисляется по (4), а t∗(σm) = t̂∗(σm) —по (21):

t̂∗(σm) = W∗η/[σmV (σm)].

Подставим (23) в (4):

S =
W∗η

[σiV (σi)t̂∗(σi)]
−

i−1∑
m=1

σmV (σm)

σiV (σi)t̂∗(σi)
(tm − tm−1) +

i−1∑
m=1

(tm − tm−1)
t̂∗(σm)

,

т.е. в точности S = 1 (ведь t̂∗(σi)/t̂∗(σm) = σmV (σm)/σiV (σi)). Таким обра-
зом, для ОС (1) (с произвольными МФ) в сочетании с ЭКР (3) всегда вы-
полняется правило линейного накопления поврежденности при ступенчатых
нагружениях, и критерий S = 1 дает в точности такое же время разруше-
ния (23).

Заключение. Исследовано нелинейное определяющее соотношение типа
Максвелла (1) для вязкоупругопластичных материалов с целью выявления
его возможностей и области применимости. Одна материальная функция
соотношения (1) управляет упругими свойствами, вторая — вязкопластиче-
скими: регулирует наследственные свойства, вязкость, скорость диссипации,
чувствительность напряжения к скорости деформации, зависимость скоро-
сти ползучести и релаксации от величины и знака напряжения, величину
и скорость накопления необратимой деформации.
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При минимальных первичных ограничениях на материальные функции
выведены уравнения теоретических кривых длительной прочности (КДП),
порожденных соотношением (1) в сочетании с деформационными и энерге-
тическим критериями разрушения (2) и (3), а также— с интегральными кри-
териями (16)–(18), учитывающими историю деформирования; аналитически
изучены и сопоставлены общие свойства этих кривых, доказано, что они адек-
ватно описывают типичные свойства экспериментальных КДП вязкоупруго-
пластических материалов. Для найденных зависимостей времен разрушения
от напряжения проверено выполнение правила линейного накопления повре-
жденности при ступенчатом нагружении и выведены формулы для отклоне-
ния от него. В частности, доказано, что для определяющего соотношения (1)
в сочетании с энергетическим КР (3) всегда выполняется правило линейного
накопления поврежденности при ступенчатом нагружении, и условие разру-
шения S = 1 (см. (4)) дает точное время разрушения (23), а для соотношения
(1) в сочетании с деформационным критерием разрушения (2) оно никогда
не выполняется, но дает оценку сверху или снизу в зависимости от соотноше-
ния между уровнями напряжения на ступенях нагружения (для произволь-
ных материальных функций). Если же, применяя деформационный критерий
разрушения (2), пренебречь упругой деформацией, то знак отклонения S− 1
уже не будет зависеть от знака разности σ2−σ1: будет выполняться неравен-
ство S > 1 для любых σ2 и σ1 (превосходящих предел упругости σ+ > 0).

Создание арсенала критериев разрушения, хорошо согласованных с по-
строенным (или выбранным) определяющим соотношением, аналитическое
исследование уравнений порожденных ими КДП в общем виде и их настрой-
ка за счет параметров, изменяющих КДП известным (в силу результатов
анализа) образом, полезны для аттестации определяющего соотношения, об-
работки результатов испытаний, моделирования и прогнозирования длитель-
ной прочности вязкоупругопластических материалов и конструкций.
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Abstract

The nonlinear Maxwell-type constitutive relation with two arbitrary material
functions is formulated for viscoelastoplastic materials and studied analyti-
cally in uni-axial case to reveal capabilities of the model and its applicability
scope. Its coupling with a number of fracture criteria is analyzed in order to
simulate creep rupture under constant and piecewise-constant loading and to
compare creep life estimates arising as a result. The limit strain criterion, the
critical dissipation criterion and two proposed new families of failure criteria
taking into account a strain history (i.e. a whole creep curve) are consid-
ered. Long-term strength curves equations generated by each one of the four
chosen failure criteria are derived. Their general qualitative properties are
analyzed and compared to each other under minimal restrictions on material
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functions of the constitutive relation. It is proved that qualitative proper-
ties of all theoretic long-term strength curves coincide with basic properties
of typical test long-term strength curves of viscoelastoplastic materials. For
every failure criteria considered herein, rapture time under step-wise loading
is evaluated for arbitrary material functions and compared to the lifetime
yielding from the linear damage accumulation rule (i.e. “Miner’s rule”). Gen-
eral formulas for cumulative damage (“Miner’s sum”) deviations from unity
are obtained for all failure criteria coupled with the nonlinear Maxwell-type
constitutive relation. Their dependences on material functions and loading
program parameters are examined. In particular, it is proved that the linear
damage rule is exactly valid for the critical dissipation criterion whatever
material functions, number of loading steps and stress levels are chosen.
On the contrary, for the limit strain criterion, the linear damage rule is
never valid for two-step loading and cumulative damage at rapture instant
is greater or less than unity depending on the sign of stress jump.

Keywords: viscoelastoplasticity, creep curves, damage, failure criteria, dissi-
pation, creep rupture, creep lifetime, long-term strength curves, superplas-
ticity.
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