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Аннотация
Рассматривается задача Гурса для двумерной системы дифферен-

циальных уравнений высокого порядка. Целью исследования является
отыскание достаточных условий разрешимости рассматриваемой зада-
чи в квадратурах. Предлагается способ отыскания решения указанной
задачи в явном виде, основанный на факторизации уравнений системы.
В результате исходная задача редуцируется к пяти более простым зада-
чам: четырем задачам Гурса для уравнения и задаче Гурса для гипербо-
лической системы второго порядка. Окончательный результат в терми-
нах коэффициентов исходной системы формулируется в двух теоремах.
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Введение. В работах [2–18], [19, гл. 3], [20, гл. 1, 3] с различных точек
зрения изучалось уравнение

u(r,s) +
r∑

i=0

s∑
j=0

i+j<r+s

a(i,j)u(i,j) = f, (1)

где

u(i,j) =
∂i+ju

∂xi∂yj
.
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К условиям разрешимости задачи Гурса в квадратурах для двумерной системы высокого порядка

В частности, в [7–9], [19, гл. 3], [20, гл. 1] для уравнения (1) при определенных
r и s были исследованы варианты задачи Гурса: доказана однозначная раз-
решимость этой задачи, а для некоторых отдельных случаев получены доста-
точные условия разрешимости задачи Гурса в явном виде [19, гл. 3], [20, гл. 3].
В работах [13–17] на основе редукции к задаче Гурса изучены различные кра-
евые задачи для уравнения (1).

Целью нашего исследования является выделение случаев разрешимости
задачи Гурса в квадратурах для двумерной системы уравнений n-ного по-
рядка:

uk(r,s) +
r∑

i=0

s∑
j=0

i+j<r+s

(
a
(i,j)
k1 u1(i,j) + a

(i,j)
k2 u2(i,j)

)
= fk, k = 1, 2, r > 1, s > 1, (2)

где uk(i,j) =
∂i+juk
∂xi∂yj

, a(i,j)kl , fk являются функциями переменных x и y, причем

a
(i,j)
kl ∈ C

(i,j)(D), fk ∈ C(0,0)(D), k, l = 1, 2, D = {x0 < x < x1, y0 < y < y1}.

1. Вспомогательные результаты. Рассмотрим сначала в области D
систему (2) при r = n− 1, s = 1, т. е. систему вида

uk(n−1,1) +
n−1∑
i=0

1∑
j=0

i+j<n

(
a
(i,j)
k1 u1(i,j) + a

(i,j)
k2 u2(i,j)

)
= fk, k = 1, 2, n > 2 (3)

(результаты исследования системы (3) необходимы нам для исследования (2)
при произвольных r и s).

Задача 1. В области D найти регулярное решение системы (3), удовле-
творяющее условиям

uk(0,0)(x, y0) = ψk0(x), uk(p,0)(x0, y) = ϕkp(y), k = 1, 2, p = 0, n− 2. (4)

Предполагается, что ϕkp ∈ C1(X), ψk0 ∈ Cn−1(Y ) (X, Y — стороны харак-
теристического прямоугольника D при x = x0, y = y0 соответственно),
и выполняются условия согласования

ϕkp(y0) = ψ
(p)
k0 (x0), k = 1, 2, p = 0, n− 2.

Теорема 1. Пусть коэффициенты системы (3) удовлетворяют условиям

Ci
n−2

∂n−2−i

∂xn−2−i
(
a
(n−2,1)
kl

)
− a(i,1)kl ≡ 0,

Ci
n−2

∂n−2−i

∂xn−2−i
(
a
(n−2,0)
kl − (n− 2)a

(n−1,0)
klx

)
+

+h11C
n−1−i
n−2

∂n−1−i

∂xn−1−i
(
a
(n−1,0)
kl

)
− a(i,0)kl ≡ 0,

(5)
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Со з о н т о в а Е. А.

k, l = 1, 2, i = 0, n− 3, h11 = 0, если i = 0 и h11 = 1 в остальных случаях.
Тогда система (3) представима в виде

( ∂n−2
∂xn−2

)(
uk(1,1) +

1∑
i=0

1∑
j=0

i+j<2

(
β
(i,j)
k1 u1(i,j) + β

(i,j)
k2 u2(i,j)

))
= fk, k = 1, 2, (6)

где
β
(1,0)
kl = a

(n−1,0)
kl ,

β
(0,1)
kl = a

(n−2,1)
kl ,

β
(0,0)
kl = a

(n−2,0)
kl − (n− 2)a

(n−1,0)
klx , k, l = 1, 2.

(7)

До к а з ат е л ь ств о. Перепишем (3) в виде

uk(n−1,1) +
n−1∑

i=n−2

1∑
j=0

i+j<n

(
a
(i,j)
k1 u1(i,j) + a

(i,j)
k2 u2(i,j)

)
+

+
n−3∑
i=0

2∑
l=1

a
(i,0)
kl ul(i,0) +

n−3∑
i=0

2∑
l=1

a
(i,1)
kl ul(i,1) = fk, k = 1, 2.

Применяя тождества (5), получим

uk(n−1,1) +
n−1∑

i=n−2

1∑
j=0

i+j<n

(
a
(i,j)
k1 u1(i,j) + a

(i,j)
k2 u2(i,j)

)
+

+

n−3∑
i=0

2∑
l=1

[
Ci
n−2

∂n−2−i

∂xn−2−i
(
a
(n−2,0)
kl − (n− 2)a

(n−1,0)
klx

)
+

+ h11C
n−1−i
n−2

∂n−1−i

∂xn−1−i
(
a
(n−1,0)
kl

)]
ul(i,0)+

+
n−3∑
i=0

2∑
l=1

Ci
n−2

∂n−2−i

∂xn−2−i
(
a
(n−2,1)
kl

)
ul(i,1) = fk, k = 1, 2. (8)

Используя формулу Лейбница, преобразуем слагаемые в (8):

uk(n−1,1) =
∂n−2uk(1,1)

∂xn−2
;

n−3∑
i=0

2∑
l=1

(
Ci
n−2

∂n−2−i

∂xn−2−i
(a

(n−2,0)
kl − (n− 2)a

(n−1,0)
klx

)
ul(i,0) =

=

2∑
l=1

∂n−2

∂xn−2
(
a
(n−2,0)
kl − (n− 2)a

(n−1,0)
klx

)
ul(0,0)−
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−
2∑

l=1

(
a
(n−2,0)
kl − (n− 2)a

(n−1,0)
klx

)
ul(n−2,0); (9)

n−3∑
i=0

2∑
l=1

h11C
n−1−i
n−2

∂n−1−i

∂xn−1−i
(
a
(n−1,0)
kl

)
ul(i,0) =

2∑
l=1

∂n−2

∂xn−2
(
a
(n−1,0)
kl

)
ul(1,0)−

−
2∑

l=1

(n− 2)a
(n−1,0)
klx ul(n−2,0) −

2∑
l=1

a
(n−1,0)
kl ul(n−1,0);

n−3∑
i=0

2∑
l=1

Ci
n−2

∂n−2−i

∂xn−2−i
(
a
(n−2,1)
kl

)
ul(i,1) =

=

2∑
l=1

∂n−2

∂xn−2
(
a
(n−2,1)
kl

)
ul(0,1) −

2∑
l=1

a
(n−2,1)
kl ul(n−2,1).

Подставляя теперь (9) в (8), получаем (6) с коэффициентами (7). Теорема
доказана. �

Таким образом, задача 1 редуцируется к трем задачам:

∂n−2wk

∂xn−2
= fk,

∂pwk(x0, y)

∂xp
=
∂ϕk,p+1

∂y
+

1∑
i=0

1∑
j=0

i+j<2

p∑
q=0

(
Cq−p
p

∂q−pβ
(i,j)
k1

∂xq−p
∂jϕ1,p+i

∂yj
+

+Cq−p
p

∂q−pβ
(i,j)
k2

∂xq−p
∂jϕ2,p+i

∂yj

)
, k = 1, 2, p = 0, n− 3.

(10)

uk(1,1) +

1∑
i=0

1∑
j=0

i+j<2

(
β
(i,j)
k1 u1(i,j) + β

(i,j)
k2 u2(i,j)

)
= wk, (11)

uk(0,0)(x0, y) = ϕk0(y), uk(0,0)(x, y0) = ψk0(x),
ϕk0(y0) = ψk0(x0), k = 1, 2.

(12)

Задачи (10), (11)–(12) следует решать последовательно начиная с первой
из них. Функции wk (k = 1, 2) из (10) вычисляются непосредственным инте-
грированием уравнений, при этом y выступает в качестве параметра. Усло-
вия, обеспечивающие возможность разрешимости задачи (11)–(12) в квадра-
турах, получены в [21] (формулы (3)–(5) в [21]). Учитывая (7), запишем эти
условия через коэффициенты системы (3):

a
(n−2,1)
12 6= 0, a

(n−1,0)
21 6= 0. (13)

a
(n−1,0)
12 ≡ 0, a

(n−2,1)
21 ≡ 0,

a
(n−2,1)
1ly + a

(n−1,0)
11 a

(n−2,1)
1l −

(
a
(n−2,0)
1l − (n− 2)a

(n−1,0)
1lx

)
≡ 0,

a
(n−1,0)
2lx + a

(n−1,0)
2l a

(n−2,1)
22 −

(
a
(n−2,0)
2l − (n− 2)a

(n−1,0)
2lx

)
≡ 0, l = 1, 2.

(14)
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1) a
(n−1,0)
22x − a(n−2,1)11y − (ln a

(n−2,1)
12 )xy + a

(n−1,0)
21 a

(n−2,1)
12 ≡ 0;

2) a
(n−1,0)
21 ≡ 0;

3) a
(n−1,0)
22x − a(n−2,1)11y − (ln a

(n−2,1)
12 )xy ≡ 0,

a
(n−2,1)
11y − a(n−1,0)22x + (ln a

(n−2,1)
12 )xy − a(n−1,0)21 a

(n−2,1)
12 ≡ ξ0(x)η0(y) 6= 0;

4) 2
[
a
(n−2,1)
11y − a(n−1,0)22x + (ln a

(n−2,1)
12 )xy

]
≡ a(n−1,0)21 a

(n−2,1)
12 ,

a
(n−2,1)
11y − a(n−1,0)22x + (ln a

(n−2,1)
12 )xy ≡ ξ1(x)η1(y) 6= 0;

5) a
(n−1,0)
22x − a(n−2,1)11y − (ln a

(n−2,1)
12 )xy ≡

≡ a(n−1,0)21 a
(n−2,1)
12 ≡ ξ2(x)η2(y) 6= 0;

6) m
[
a
(n−1,0)
22x − (ln a

(n−2,1)
12 )xy

]
− a(n−2,1)11y ≡

≡ ma(n−2,1)11y − a(n−1,0)22x + (ln a
(n−2,1)
12 )xy ≡

≡ (m− 1)
(
a
(n−1,0)
21 a

(n−2,1)
12 − a(n−2,1)11y

)
;

7) σk =
2s′k(x)t

′
k(y)

(2−m)[sk(x) + tk(y)]2
,[

sk(x) + tk(y)
]
(m− 2)s′k(x)t

′
k(y) 6= 0, k = 1, 2.

(15)

1) a
(n−2,1)
12 ≡ 0;

2) a
(n−2,1)
11y − a(n−1,0)22x − (ln a

(n−1,0)
21 )xy + a

(n−1,0)
21 a

(n−2,1)
12 ≡ 0;

3) a
(n−1,0)
22x − a(n−2,1)11y + (ln a

(n−1,0)
12 )xy ≡ 0,

−a(n−1,0)21 a
(n−2,1)
12 ≡ ξ0(x)η0(y) 6= 0;

4) a
(n−2,1)
11y − a(n−1,0)22x − (ln a

(n−1,0)
21 )xy ≡

≡ a(n−1,0)21 a
(n−2,1)
12 ≡ ξ1(x)η1(y) 6= 0;

5) 2[a
(n−1,0)
22x − a(n−2,1)11y + (ln a

(n−1,0)
12 )xy] ≡ a(n−1,0)21 a

(n−2,1)
12 ,

a
(n−1,0)
22x − a(n−2,1)11y + (ln a

(n−1,0)
21 )xy ≡ ξ2(x)η2(y) 6= 0;

6) ma
(n−1,0)
22x − a(n−2,1)11y + (ln a

(n−1,0)
21 )xy ≡

≡ m(a
(n−2,1)
11y − (ln a

(n−1,0)
21 )xy)− a(n−1,0)22x ≡

≡ (m− 1)
(
a
(n−1,0)
21 a

(n−2,1)
12 − a(n−1,0)22x

)
;

7) σk =
2s′k(x)t

′
k(y)

(2−m)[sk(x) + tk(y)]2
,

[sk(x) + tk(y)](m− 2)s′k(x)t
′
k(y) 6= 0, k = 1, 2.

(16)

Здесь ξk, ηk ∈ C1 (k = 0, 2); sk, tk, m ∈ C2 (k = 1, 2); σ1, σ2 равны соответ-
ственно левым частям тождеств 1), 2) рассматриваемой совокупности.
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Каждого из тождеств 1), 2) и наборов 3)–5) из (15), (16) достаточно для
разрешимости в квадратурах задачи (11)–(12). Формулами же 6), 7) следует
пользоваться совместно: при выполнении набора 6) задача (11)–(12) разреши-
ма в квадратурах, когда левая часть хотя бы одного из соотношений 1), 2)
имеет вид σk, указанный в 7).

Аналогом теоремы 1 из [21] является
Теорема 2. Если наряду с выполнением условий (5), (14), первого нера-

венства (13) (второго неравенства (13)) или удовлетворяется одно из усло-
вий 1), 2) совокупности (15) (совокупности (16)), или существуют такие
функцииm, ξk, ηk (k = 0, 2), sk, tk (k = 1, 2) указанных выше классов, что для
совокупности (15) (совокупности (16)) либо выполнена одна из трех групп
соотношений 3)–5), либо вместе с условием 6) имеет место представле-
ние 7) для одной из двух функций σ1, σ2, то задача 1 разрешима в квадра-
турах.

Рассмотрим теперь в области D систему (2) при r = 1, s = n− 1:

uk(1,n−1) +

1∑
i=0

n−1∑
j=0

i+j<n

(
a
(i,j)
k1 u1(i,j) + a

(i,j)
k2 u2(i,j)

)
= fk, k = 1, 2, n > 2. (17)

Задача 2. В области D найти регулярное решение системы (17), удовле-
творяющее условиям

uk(0,0)(x0, y) = ϕk0(y), uk(0,p)(x, y0) = ψkp(x), k = 1, 2, p = 0, n− 2.

Предполагается, что ψkp ∈ C1(Y ), ϕk0 ∈ Cn−1(X) и выполняются условия
согласования

ψkp(x0) = ϕ
(p)
k0 (y0), k = 1, 2, p = 0, n− 2.

Теорема 3. Пусть коэффициенты системы (17) удовлетворяют услови-
ям

Cj
n−2

∂n−2−j

∂yn−2−i
(
a
(1,n−2)
kl

)
− a(1,j)kl ≡ 0,

Cj
n−2

∂n−2−j

∂yn−2−j
(
a
(0,n−2)
kl − (n− 2)a

(0,n−1)
kly

)
+

+h12C
n−1−j
n−2

∂n−1−j

∂yn−1−j
(
a
(0,n−1)
kl

)
− a(0,j)kl ≡ 0,

(18)

k, l = 1, 2, j = 0, n− 3, h12 = 0, если j = 0, и h12 = 1 в остальных случаях.
Тогда система (17) представима в виде

( ∂n−2
∂yn−2

)(
uk(1,1) +

1∑
i=0

1∑
j=0

i+j<2

(
β
(i,j)
k1 u1(i,j) + β

(i,j)
k2 u2(i,j)

))
= fk, k = 1, 2,
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где
β
(1,0)
kl = a

(1,n−2)
kl , β

(0,1)
kl = a

(0,n−1)
kl ,

β
(0,0)
kl = a

(0,n−2)
kl − (n− 2)a

(0,n−1)
kly , k, l = 1, 2.

До к а з ат е л ь ств о теоремы 3 аналогично доказательству теоремы 1.
Аналогами условий (13)–(16) соответственно являются

a
(0,n−1)
12 6= 0, a

(1,n−2)
21 6= 0. (19)

a
(1,n−2)
12 ≡ 0, a

(0,n−1)
21 ≡ 0,

a
(0,n−1)
1ly + a

(1,n−2)
11 a

(0,n−1)
1l −

(
a
(0,n−2)
1l − (n− 2)a

(0,n−1)
1ly

)
≡ 0,

a
(1,n−2)
2lx + a

(1,n−2)
2l a

(0,n−1)
22 −

(
a
(0,n−2)
2l − (n− 2)a

(0,n−1)
2ly

)
≡ 0, l = 1, 2.

(20)

1) a
(1,n−2)
22x − a(0,n−1)11y − (ln a

(0,n−1)
12 )xy + a

(1,n−2)
21 a

(0,n−1)
12 ≡ 0;

2) a
(1,n−2)
21 ≡ 0;

3) a
(1,n−2)
22x − a(0,n−1)11y − (ln a

(0,n−1)
12 )xy ≡ 0,

a
(0,n−1)
11y − a(1,n−2)22x + (ln a

(0,n−1)
12 )xy − a(1,n−2)21 a

(0,n−1)
12 ≡ ξ0(x)η0(y) 6= 0;

4) 2
[
a
(0,n−1)
11y − a(1,n−2)22x + (ln a

(0,n−1)
12 )xy

]
≡ a(1,n−2)21 a

(0,n−1)
12 ,

a
(0,n−1)
11y − a(1,n−2)22x + (ln a

(0,n−1)
12 )xy ≡ ξ1(x)η1(y) 6= 0;

5) a
(1,n−2)
22x − a(0,n−1)11y − (ln a

(0,n−1)
12 )xy ≡

≡ a(1,n−2)21 a
(0,n−1)
12 ≡ ξ2(x)η2(y) 6= 0;

6) m[a
(1,n−2)
22x − (ln a

(0,n−1)
12 )xy]− a(0,n−1)11y ≡

≡ ma(0,n−1)11y − a(1,n−2)22x + (ln a
(0,n−1)
12 )xy ≡

≡ (m− 1)(a
(1,n−2)
21 a

(0,n−1)
12 − a(0,n−1)11y );

7) σk =
2s′k(x)t

′
k(y)

(2−m)[sk(x) + tk(y)]2
,

[sk(x) + tk(y)](m− 2)s′k(x)t
′
k(y) 6= 0, k = 1, 2.

(21)

1) a
(n−2,1)
12 ≡ 0;

2) −a(1,n−2)22x + a
(0,n−1)
11y − (ln a

(1,n−2)
21 )xy + a

(1,n−2)
21 a

(0,n−1)
12 ≡ 0;

3) a
(1,n−2)
22x − a(0,n−1)11y + (ln a

(1,n−2)
12 )xy ≡ 0,

−a(1,n−2)21 a
(0,n−1)
12 ≡ ξ0(x)η0(y) 6= 0;
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4) a
(0,n−1)
11y − a(1,n−2)22x − (ln a

(1,n−2)
21 )xy ≡

≡ a(1,n−2)21 a
(0,n−1)
12 ≡ ξ1(x)η1(y) 6= 0;

5) 2
[
a
(1,n−2)
22x − a(0,n−1)11y + (ln a

(1,n−2)
12 )xy

]
≡ a(1,n−2)21 a

(0,n−1)
12 ,

a
(1,n−2)
22x − a(0,n−1)11y + (ln a

(1,n−2)
21 )xy ≡ ξ2(x)η2(y) 6= 0;

(22)

6) ma
(1,n−2)
22x − a(0,n−1)11y + (ln a

(1,n−2)
21 )xy ≡

≡ m
(
a
(0,n−1)
11y − (ln a

(1,n−2)
21 )xy

)
− a(1,n−2)22x ≡

≡ (m− 1)
(
a
(1,n−2)
21 a

(0,n−1)
12 − a(1,n−2)22x

)
;

7) σk =
2s′k(x)t

′
k(y)

(2−m)[sk(x) + tk(y)]2
,

[sk(x) + tk(y)](m− 2)s′k(x)t
′
k(y) 6= 0, k = 1, 2.

Таким образом, справедлива
Теорема 4. Пусть при выполнении условий (18), (20), первого неравен-

ства (19) (второго неравенства (19)) или удовлетворяется одно из усло-
вий 1), 2) совокупности (21) (совокупности (22)), или существуют такие
функции m, ξk, ηk (k = 0, 2), sk, tk (k = 1, 2), что для совокупности (21)
(совокупности (22)) либо выполнена одна из трех групп соотношений 3)–5),
либо вместе с условием 6) имеет место представление 7) для одной из двух
функций σ1, σ2. Тогда задача 2 разрешима в квадратурах.

2. Условия разрешимости основной задачи в квадратурах. Перей-
дем теперь к отысканию условий разрешимости задачи Гурса в квадратурах
для системы (2) при произвольных r и s.

Задача 3. В области D найти регулярное решение системы (2), удовле-
творяющее условиям

uk(p,0)(x0, y) = ϕkp(y), uk(0,m)(x, y0) = ψkm(x),

k = 1, 2, p = 0, r − 1, m = 0, s− 1.

Здесь ϕkp ∈ C1(X) (p = 1, r − 1), ψkm ∈ C1(Y ) (m = 1, s− 1), ϕk0 ∈ Cs(X),

ψk0 ∈ Cr(Y ) и выполняются условия согласования

ϕkp(y0) = ψ
(p)
k0 (x0), ψkm(x0) = ϕ

(m)
k0 (y0), k = 1, 2, p = 0, r − 1, m = 0, s− 1.

Теорема 5. Пусть коэффициенты системы (2) удовлетворяют условиям

Cj
s−1

∂s−1−j

∂ys−1−j
(
a
(i,s−1)
kl − h21(s− 1)a

(i,s)
kly

)
− a(i,j)kl ≡ 0,

i = 0, r ∧ j = 0, j = 1, s− 2 ∧ i = r;

Cs−j
s−1

∂s−j

∂ys−j
(
a
(i,s)
kl

)
+ Cj

s−1
∂s−1−j

∂ys−1−j
(
a
(i,s−1)
kl − (s− 1)a

(i,s)
kly

)
− a(i,j)kl ≡ 0,

i = 0, r − 1 ∧ j = 1, s− 2;

(23)
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k, l = 1, 2, h21 = 0, если i = r и h21 = 1 в остальных случаях. Тогда систе-
ма (2) представима в виде

( ∂s−1
∂ys−1

)(
uk(r,1) +

r∑
i=0

1∑
j=0

i+j<r+1

(
β
(i,j)
k1 u1(i,j) + β

(i,j)
k2 u2(i,j)

))
= fk, k = 1, 2, (24)

где
β
(r,0)
kl = a

(r,s−1)
kl , β

(i,1)
kl = a

(i,s)
kl ,

β
(i,0)
kl = a

(i,s−1)
kl − (s− 1)a

(i,s)
kly , k, l = 1, 2, i = 0, r − 1.

(25)

До к а з ат е л ь ств о. Перепишем (2) в виде

uk(r,s) +

r∑
i=0

2∑
l=1

a
(i,0)
kl ul(i,0) +

s−2∑
j=1

2∑
l=1

a
(r,j)
kl ul(r,j)+

+
r−1∑
i=0

s−2∑
j=1

2∑
l=1

a
(i,j)
kl ul(i,j) +

r∑
i=0

s∑
j=s−1

i+j<r+s

2∑
l=1

a
(i,j)
kl ul(i,j) = fk, k = 1, 2. (26)

Применяя (23), (25) и формулу Лейбница, преобразуем слагаемые в (26):

uk(r,s) =
∂s−1uk(r,1)

∂ys−1
;

r∑
i=0

2∑
l=1

a
(i,0)
kl ul(i,0) =

r∑
i=0

2∑
l=1

∂s−1β
(i,0)
kl

∂ys−1
ul(i,0);

s−2∑
j=1

2∑
l=1

a
(r,j)
kl ul(r,j) =

s−2∑
j=1

2∑
l=1

Cj
s−1

∂s−1−jβ
(r,0)
kl

∂ys−1−j
ul(r,j) =

=

2∑
l=1

∂s−1

∂ys−1
(
β
(r,0)
kl ul(r,0)

)
−

2∑
l=1

∂s−1β
(r,0)
kl

∂ys−1
ul(r,0) −

2∑
l=1

β
(r,0)
kl ul(r,s−1); (27)

r−1∑
i=0

s−2∑
j=1

2∑
l=1

a
(i,j)
kl ul(i,j) =

=

r−1∑
i=0

s−2∑
j=1

2∑
l=1

(
Cs−j
s−1

∂s−jβ
(i,1)
kl

∂ys−j
+ Cj

s−1
∂s−1−jβ

(i,0)
kl

∂ys−1−j

)
ul(i,j) =

=

r−1∑
i=0

2∑
l=1

∂s−1

∂ys−1
(
β
(i,1)
kl ul(i,1)

)
+

r−1∑
i=0

2∑
l=1

∂s−1

∂ys−1
(
β
(i,0)
kl ul(i,0)

)
−
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−
r−1∑
i=0

2∑
l=1

(
β
(i,1)
kl ul(i,s) + (s− 1)β

(i,1)
kly ul(i,s−1)

)
−

−
r−1∑
i=0

2∑
l=1

(∂s−1β(i,0)kl

∂ys−1
ul(i,0) + β

(i,0)
kl ul(i,s−1)

)
;

r∑
i=0

s∑
j=s−1

i+j<r+s

2∑
l=1

a
(i,j)
kl ul(i,j) =

r−1∑
i=0

2∑
l=1

β
(i,1)
kl ul(i,s)+

+
r−1∑
i=0

2∑
l=1

(
β
(i,0)
kl + (s− 1)β

(i,1)
kly

)
ul(i,s−1) + β

(r,0)
kl ul(r,s−1).

Подставляя (27) в (26), получаем (24) с коэффициентами (25). Теорема дока-
зана. �

Аналогичным образом доказывается теорема

Теорема 6. Пусть коэффициенты системы (2) удовлетворяют условиям

Ci
r−1

∂r−1−i

∂xr−1−i
(
a
(r−1,j)
kl − h22(r − 1)a

(r,j)
klx

)
− a(i,j)kl ≡ 0,

j = 0, s ∧ i = 0, i = 1, r − 2 ∧ j = s;

Cr−i
r−1

∂r−i

∂xr−i
a
(r,j)
kl + Ci

r−1
∂r−1−i

∂xr−1−i
(
a
(r−1,j)
kl − (r − 1)a

(r,j)
klx

)
− a(i,j)kl ≡ 0,

i = 1, r − 2 ∧ j = 0, s− 1;

(28)

k, l = 1, 2, h22 = 0, если j = s и h22 = 1 в остальных случаях. Тогда систе-
ма (2) представима в виде

( ∂r−1
∂xr−1

)(
uk(1,s) +

1∑
i=0

s∑
j=0

i+j<s+1

(
β
(i,j)
k1 u1(i,j) + β

(i,j)
k2 u2(i,j)

))
= fk, k = 1, 2,

где

β
(0,s)
kl = a

(r−1,s)
kl , β

(1,j)
kl = a

(r,j)
kl ,

β
(0,j)
kl = a

(r−1,j)
kl − (r − 1)a

(r,j)
klx , k, l = 1, 2, j = 0, s− 1.

Пусть теперь для системы (2) выполнены условия теоремы 5, т. е. имеют
место тождества (23). Тогда задача 3 оказывается редуцированной к трем
задачам:
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∂s−1wk

∂ys−1
= fk,

∂pwk(x, y0)

∂yp
=
∂rψk,p+1

∂xr
+

+

r∑
i=0

1∑
j=0

i+j<r+1

p∑
q=0

(
Cq−p
p

∂q−pβ
(i,j)
k1

∂yq−p
∂iψ1,p+j

∂xi
+ Cq−p

p

∂q−pβ
(i,j)
k2

∂yq−p
∂iψ2,p+j

∂xi

)
,

k = 1, 2, p = 0, s− 2.

(29)

uk(r,1) +
r∑

i=0

1∑
j=0

i+j<r+1

(
β
(i,j)
k1 u1(i,j) + β

(i,j)
k2 u2(i,j)

)
= wk,

uk(0,0)(x0, y) = ϕk0(y), uk(0,0)(x, y0) = ψk0(x),

ϕk0(y0) = ψk0(x0), k = 1, 2.

(30)

Задачи (29), (30) следует решать последовательно начиная с первой из них.
Функции wk (k = 1, 2) из (29) вычисляются непосредственным интегриро-
ванием уравнений, при этом x выступает в качестве параметра. Задача (30)
аналогична задаче (3)–(4). Как известно из п. 1, условия, обеспечивающие
разрешимость этой задачи в квадратурах, определяются неравенствами (13),
тождествами (5), (14) и соотношениями (15), (16). Учитывая (25), запишем
указанные условия через коэффициенты системы (2) (для этого в указанных
формулах a(i,j)kl необходимо заменить соответственно на β(i,j)kl и затем восполь-
зоваться формулами (25)):

a
(r−1,s)
12 6= 0, a

(r,s−1)
21 6= 0. (31)

Ci
r−1

∂r−1−i

∂xr−1−i
(
a
(r−1,s)
kl

)
− a(i,s)kl ≡ 0;

Ci
r−1

∂r−1−i

∂xr−1−i
[
a
(r−1,s−1)
kl − (s− 1)a

(r−1,s)
kly − (r − 1)a

(r,s−1)
klx

]
+

+h11C
r−i
r−1

∂r−i

∂xr−i

(
a
(r,s−1)
kl

)
−
(
a
(i,s−1)
kl − (s− 1)a

(i,s)
kly

)
≡ 0,

i = 0, r − 2, k = 1, 2, l = 1, 2.

(32)

a
(r,s−1)
12 ≡ 0, a

(r−1,s)
21 ≡ 0,

a
(r−1,s)
1ly + a

(r,s−1)
11 a

(r−1,s)
1l −

−
(
a
(r−1,s−1)
1l − (s− 1)a

(r−1,s)
1ly − (r − 1)a

(r,s−1)
1lx

)
≡ 0,

a
(r,s−1)
2lx + a

(r,s−1)
2l a

(r−1,s)
22 −

−
(
a
(r−1,s−1)
2l − (s− 1)a

(r−1,s)
2ly − (r − 1)a

(r,s−1)
2lx

)
≡ 0,

l = 1, 2.

(33)
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1) a
(r,s−1)
22x − a(r−1,s)11y − (ln a

(r−1,s)
12 )xy + a

(r,s−1)
21 a

(r−1,s)
12 ≡ 0;

2) a
(r,s−1)
21 ≡ 0;

3) a
(r,s−1)
22x − a(r−1,s)11y − (ln a

(r−1,s)
12 )xy ≡ 0,

a
(r−1,s)
11y − a(r,s−1)22x + (ln a

(r−1,s)
12 )xy − a(r,s−1)21 a

(r−1,s)
12 ≡ ξ0(x)η0(y) 6= 0;

4) 2[a
(r−1,s)
11y − a(r,s−1)22x + (ln a

(r−1,s)
12 )xy] ≡ a(r,s−1)21 a

(r−1,s)
12 ,

a
(r−1,s)
11y − a(r,s−1)22x + (ln a

(r−1,s)
12 )xy ≡ ξ1(x)η1(y) 6= 0;

5) a
(r,s−1)
22x − a(r−1,s)11y − (ln a

(r−1,s)
12 )xy ≡ a(r,s−1)21 a

(r−1,s)
12 ≡ ξ2(x)η2(y) 6= 0;

6) m
[
a
(r,s−1)
22x − (ln a

(r−1,s)
12 )xy

]
− a(r−1,s)11y ≡

≡ ma(r−1,s)11y − a(r,s−1)22x + (ln a
(r−1,s)
12 )xy ≡

≡ (m− 1)
(
a
(r,s−1)
21 a

(r−1,s)
12 − a(r−1,s)11y

)
;

7) σk =
2s′k(x)t

′
k(y)

(2−m)[sk(x) + tk(y)]2
,

[sk(x) + tk(y)](m− 2)s′k(x)t
′
k(y) 6= 0, k = 1, 2.

(34)

1) a
(r−1,s)
12 ≡ 0;

2) a
(r−1,s)
11y − a(r,s−1)22x − (ln a

(r,s−1)
21 )xy + a

(r,s−1)
21 a

(r−1,s)
12 ≡ 0;

3) a
(r,s−1)
22x − a(r−1,s)11y + (ln a

(r,s−1)
21 )xy ≡ 0,

−a(r,s−1)21 a
(r−1,s)
12 ≡ ξ0(x)η0(y) 6= 0;

4) a
(r−1,s)
11y − a(r,s−1)22x − (ln a

(r,s−1)
21 )xy ≡ a(r,s−1)21 a

(r−1,s)
12 ≡ ξ1(x)η1(y) 6= 0;

5) 2[a
(r,s−1)
22x − a(r−1,s)11y + (ln a

(r,s−1)
21 )xy] ≡ a(r,s−1)21 a

(r−1,s)
12 ,

a
(r,s−1)
22x − a(r−1,s)11y + (ln a

(r,s−1)
21 )xy ≡ ξ2(x)η2(y) 6= 0;

6) ma
(r,s−1)
22x − a(r−1,s)11y + (ln a

(r,s−1)
21 )xy ≡

≡ m(a
(r−1,s)
11y − (ln a

(r,s−1)
21 )xy)− a(r,s−1)22x ≡

≡ (m− 1)
(
a
(r,s−1)
21 a

(r−1,s)
12 − a(r,s−1)22x

)
;

7) σk =
2s′k(x)t

′
k(y)

(2−m)[sk(x) + tk(y)]2
,

[sk(x) + tk(y)](m− 2)s′k(x)t
′
k(y) 6= 0, k = 1, 2.

(35)

Таким образом, справедливо следующее утверждение.

Теорема 7. Пусть выполняются условия (23), (32), (33), первое нера-
венство (31) (второе неравенство (31)) и для совокупности (34) (совокуп-
ности (35)) или удовлетворяется одно из условий 1), 2), или существуют
такие функции m, ξk, ηk (k = 0, 2), sk, tk (k = 1, 2), что либо выполнена
одна из трех групп соотношений 3)–5), либо вместе с условием 6) имеет
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место представление 7) для одной из двух функций σ1, σ2. Тогда задача 3
разрешима в квадратурах.

Пусть теперь для системы (2) выполнены условия теоремы 6. Нетрудно
проверить, что в этом случае получим те же условия (34)–(35). При этом
должны выполняться неравенства (31), тождества (28), (33) и

Cj
s−1

∂s−1−j

∂ys−1−j
(a

(r,s−1)
kl )− a(r,j)kl ≡ 0;

Cj
s−1

∂s−1−j

∂ys−1−j
[
a
(r−1,s−1)
kl − (r − 1)a

(r,s−1)
klx − (s− 1)a

(r−1,s)
kly

]
+

+h12C
s−j
s−1

∂s−j

∂ys−j
(
a
(r−1,s)
kl

)
−
(
a
(r−1,j)
kl − (r − 1)a

(r,j)
klx

)
≡ 0,

j = 0, s− 2, k = 1, 2, l = 1, 2.

(36)

Итак, справедлива

Теорема 8. Если выполняются условия (28), (33), (36), первое нера-
венство (31) (второе неравенство (31)) и для совокупности (34) (совокуп-
ности (35)) или удовлетворяется одно из условий 1), 2), или существуют
такие функции m, ξk, ηk (k = 0, 2), sk, tk (k = 1, 2), что либо выполнена одна
из трех групп соотношений 3)–5), либо вместе с условием 6) имеет место
представление 7) для одной из двух функций σ1, σ2, то задача 3 разрешима
в квадратурах.

3. Пример. Приведем конкретный пример системы, иллюстрирующий
изложенный выше теоретический материал.

Пример. В области D найти решение системы
uxxy + a1uxx + a2uxy + a3vxx + a4vxy + a5ux+

+a6uy + a7vx + a8vy + a9u+ a10v = f1,
vxxy + b1uxx + b2uxy + b3vxx + b4vxy + b5ux+

+b6uy + b7vx + b8vy + b9u+ b10v = f2,

(37)

удовлетворяющее условиям

u(x0, y) = ϕ1(y), u(x, y0) = ψ1(x),
v(x0, y) = ϕ2(y), v(x, y0) = ψ2(x),
ux(x0, y) = χ1(y), vx(x0, y) = χ2(y),
ϕ1(y0) = ψ1(x0), ϕ2(y0) = ψ2(x0),
χ1(y0) = ψ′1(x0), χ2(y0) = ψ′2(x0),

(38)

где ϕ1, ϕ2, χ1, χ2 ∈ C1(X), ψ1, ψ2 ∈ C2(Y ).

Данная задача является частным случаем задачи 3 при r = 2, s = 1.
Найдем такие функции αi (i = 1, 6), чтобы первое уравнение (37) имело вид( ∂

∂x

)(
uxy + α1ux + α2uy + α3vx + α4vy + α5u+ α6v

)
= f1. (39)
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Произведя указанные в (39) действия, убеждаемся, что совпадение (371) с (39)
имеет место, если выполняются тождества

a2x − a6 ≡ 0, a4x − a8 ≡ 0,
a5x − a1xx − a9 ≡ 0, a7x − a3xx − a10 ≡ 0,

(40)

и при этом

α1 = a1, α2 = a2, α3 = a3, α4 = a4, α5 = a5 − a1x, α6 = a7 − a3x. (41)

Аналогично получаем, что если имеют место тождества

b2x − b6 ≡ 0, b4x − b8 ≡ 0,
b5x − b1xx − b9 ≡ 0, b7x − b3xx − b10 ≡ 0,

(42)

то второе уравнение (38) представимо в виде( ∂
∂x

)(
vxy + β1ux + β2uy + β3vx + β4vy + β5u+ β6v

)
= f2,

где

β1 = b1, β2 = b2, β3 = b3, β4 = b4, β5 = b5 − b1x, β6 = b7 − b3x. (43)

Соотношения (41), (43) могут быть получены непосредственно из (25), а усло-
вия (40), (42) — из (23).

Таким образом, рассматриваемую задачу можно редуцировать к трем за-
дачам:

w1x = f1,
w1(x0, y) = χ1y + α1χ1 + α2ϕ1y + α3χ2 + α4ϕ2y + α5ϕ1 + α6ϕ2,

(44)

w2x = f2,
w2(x0, y) = χ2y + β1χ1 + β2ϕ1y + β3χ2 + β4ϕ2y + β5ϕ1 + β6ϕ2,

(45){
uxy + α1ux + α2uy + α3vx + α4vy + α5u+ α6v = w1,
vxy + β1ux + β2uy + β3vx + β4vy + β5u+ β6v = w2,

(46)

u(x0, y) = ϕ1(y), v(x0, y) = ϕ2(y),
u(x, y0) = ψ1(x), v(x, y0) = ψ2(x),
ϕ1(y0) = ψ1(x0), ϕ2(y0) = ψ2(x0).

(47)

Задачи (44), (45), (46)–(47) следует решать последовательно начиная с
первой из них. Функции w1, w2 вычисляются непосредственным интегриро-
ванием, причем y рассматривается как параметр. Таким образом, остается
решить задачу (46)–(47), которая аналогична задаче (30). Как известно из
п. 2, условия разрешимости этой задачи в квадратурах определяются нера-
венствами (31), тождествами (32), (33) и соотношениями (34)–(35). В каче-
стве примера запишем через коэффициенты системы (38) (используя (41),
(43)) набор условий, отвечающий соотношениям (5) из (34):

a4 6= 0, a3 ≡ 0,
a2y + a1a2 − a5 + a1x ≡ 0, a4y + a1a4 − a7 + a3x ≡ 0,
b2 ≡ 0, 2b1x + b1b4 − b5 ≡ 0, 2b3x + b3b4 − b7 ≡ 0,
b3x − a2y − (ln a4)xy ≡ a4b1 ≡ ξ2(x)η2(y) 6= 0.

(48)
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Таким образом, при выполнении тождеств (40), (42) и условий (48) рас-
сматриваемая задача разрешима в квадратурах.
Конкурирующие интересы. Я заявляю, что не имею конкурирующих интересов.
Авторская ответственность. Я несу полную ответственность за предоставление
окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия рукописи мною
одобрена.
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Abstract
In this paper we consider the Goursat problem for the two-dimensional

system of high order. The purpose is to find sufficient conditions of solv-
ability of the considered problem in quadratures. The method of finding
solutions of these problems in explicit calculation based on factorization of
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