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Аннотация

Данная статья посвящена модификации итерационного варианта блоч-
ного алгоритма Качмажа для решения задачи регуляризации, который
является одним из достаточно эффективных методов для задач боль-
шой размерности. Важной характеристикой итерационных методов яв-
ляется скорость сходимости, которая зависит от числа обусловленно-
сти исходной задачи. Основным недостатком многих итерационных ме-
тодов является большое число обусловленности, а у методов, основан-
ных на нормальных уравнениях, число обусловленности системы рав-
но квадрату числа обусловленности исходной задачи. В настоящее вре-
мя для повышения скорости сходимости итерационных методов исполь-
зуются различные типы предобуславливателей, позволяющие снизить
число обусловленности системы уравнений. Недостатками данного под-
хода являются высокая вычислительная сложность, а также отсутствие
универсального предобуславливателя, который мог бы применяться для
любого итерационного метода. Одним из эффективных подходов для по-
вышения скорости сходимости метода применение использование блоч-
ного варианта используемого метода. В связи с этим в данной рабо-
те предлагается оригинальная модификация блочного метода Качмажа
для задачи регуляризации, которая позволит уменьшить вычислитель-
ную сложность и таким образом повысить скорость сходимости алго-
ритма. В статье приводится доказательство сходимости предложенного
варианта блочного метода Качмажа.

Ключевые слова: задача регуляризации, метод Качмажа, регуляризо-
ванные нормальные уравнения, уравнения Эйлера.

Введение. Некорректные и плохо обусловленные задачи возникают в раз-
личных приложениях при решении интегральных уравнений первого рода
и частных производных, а также в задачах математической физики и т. д.
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Блочный регуляризованный метод Качмажа

Для решения некорректных задач существует ряд подходов, одним из кото-
рых является метод А. Н. Тихонова [1], основанный на решении задачи

min
u∈Rn
{‖Au− f‖2 + α‖u‖2}, (1)

где A ∈ Rm×n, f ∈ Rm , α > 0—параметр регуляризации, ‖ · ‖ = ‖ · ‖2 —
евклидова норма.

Итерационные алгоритмы для решения задачи (1) основаны на решении
уравнения Эйлера (регуляризованные нормальные уравнения)

(A>A+ αEn)u = A>f, (2)

где En — единичная матрица порядка n.
Важной характеристикой итерационных методов является скорость схо-

димости, которая зависит от числа обусловленности исходной задачи. Пло-
хая обусловленность приводит к снижению скорости сходимости итерацион-
ных методов. Спектральное число обусловленности задачи (2) равно квадра-
ту числа обусловленности исходной задачи (1), поэтому у данной задачи (2)
медленная скорость сходимости. Кроме этого, итерационные методы для ре-
шения поставленной задачи расходятся, и поэтому практически невозможно
с помощью них решить задачу (1).

Так как итерационные алгоритмы могут иметь крайне медленную сходи-
мость, существуют различные подходы для ее увеличения, одним из которых
является предобуславливатель [2–6], позволяющий снизить число обуслов-
ленности системы уравнений. Для итерационного метода типа проекционно-
го алгоритма последнее время используется рандомизированый подход [7–9].
Однако эти два способа не решают проблему повышения скорости решения
задачи. Не для всех задач найдены предобуславлеватели. При условии, что
они найдены, их использование приводит к сильному увеличению вычисли-
тельной сложности алгоритма, от чего снижается эффект от итерационного
метода.

Одним из самых наиболее эффективных итерационных методов решения
задачи является разработка блочного варианта [10].

Для решения системы (2) рассмотрим блочную форму метода Качмажа
[11—13], которая основана на проекционном итерационном алгоритме, пред-
ложенном в работе [14] польским математиком С. Качмажем. Применив блоч-
ный метод Качмажа к расширенной системе (1), предложим оригинальную
модификацию данного метода, полученную по аналогии с работой [10].

Целью данной работы является получение эффективной вычислительной
модификации блочного метода Качмажа для задачи регуляризации, что поз-
волит снизить его вычислительную сложность и тем самым повысить ско-
рость сходимости алгоритма.

Предполагается, что параметр регуляризации α известен, поэтому в дан-
ной статье не рассматривается его выбор. В настоящее время существует мно-
го подходов по его определению, одним из которых является метод, предло-
женный В. А. Морозовым и С. Ф. Гилязовым [15], когда система совместна.
Также предлагается множество устойчивых правил выбора параметра регу-
ляризации [16, 17], которые являются стабильными с точки зрения оценки
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уровня производительности. Существуют различные правила отбора пара-
метров регуляризации, не требующие априорной информации [18].

В заключение приведем доказательство сходимости предлагаемого блоч-
ного варианта метода Качмажа для задачи регуляризации.

Постановка задачи. Регуляризованная нормальная система уравнений (2)
может быть представлена в виде матричного уравнения(

ωEm A
A> −ωEn

)(
y
u

)
=

(
f
0

)
⇐⇒ Ãωz = f̃ , (3)

где ω =
√
α, Em ∈ Rm×m, En ∈ Rn×n.

Матрица Ãω системы (3) не сингулярная для α > 0 и имеет единственное
решение — вектор z∗ =

(
y>∗ u>∗

)>, где u∗ = (A>A+ αEn)
−1A>f , y∗ = ω−1r∗,

r∗ = f −Au∗.
Модификация блочного метода Качмажа для задачи регуляризации. Пред-

ставим решение системы (3) в виде системы уравнений

(ωEm|A)z = f, (4)

(A>| − ωEn)z = 0.

Воспользуемся блочным методом Качмажа:

zp1 = zp0 + (ωEm|A)+(f − (ωEm|A)zp0), (5)
zpt+1 = zpt −B

p
t , (6)

где Bp
t = (A>p | − ωE

p
t )

+(A>p | − ωE
p
t )z

p
t , p = 1,2, . . . , s, zp0 = zp−1n+1, t = 1, 2, . . .,

Ept ∈ Rnp×n — p блок единичной матрицы En, т.е. En = (E1
n, E

2
n, . . . , E

s
n), A =

= (A1, A2, . . . , As), Ap ∈ Rm×np , количество блоков зависит от размерности
матрицы A и количества строк в блоках,

∑s
p=1 np = n, A+ —псевдообратная

матрица к A.
Уравнение (6) представим в виде рекуррентных уравнений

ypt+1 = ypt −ApB
p
t , (7)

up,tt+1 = up,tt + ω(Epn)
>Bp

t , (8)

где Bp
t = (GpG

>
p )
−1Gp(y

p
t |u

p
t )
>, Gp = (A>p | − ωE

p
n).

Поскольку y = ω−1r, где r = f − Au, рекуррентные уравнения (7), (8)
могут быть преобразованы следующим образом:

rpt+1 = rpt −ApC
p
t , (9)

up,tt+1 = up,tt + (Epn)
>Cpt ,

где Cpt = (DpD
>
p )
−1Dp(y

p
t |u

p
t )
>, Dp = (A>p | − αE

p
n).

Покажем, что можно не использовать первое рекуррентное уравнение (5)
в процессе итерации, если выполнены дополнительные условия— совпадают с
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Блочный регуляризованный метод Качмажа

начальными условиями u0 = u10 и r0 = r10. Уравнение (4) используется только
для согласования c начальными условиями u0 и r0:

rk+1 = rk −Aj(k)Ck, (10)

uk+1 = uk + (Ej(k)n )>Ck, (11)

где Ck = (Dj(k)D
>
j(k))

−1Dj(k)(yk|uk)>, Dj(k) = (A>j(k)| − αE
j(k)
n ), k = 0, 1, 2, . . .,

j(k) = kmod(l)+ 1, l—количество блоков, следовательно, {j(k)}∞k=0 —перио-
дическая последовательность вида {1, 2, . . . , l, 1, 2, . . .}.

Введем вектор θk = (r>k , u
>
k )
>, с помощью которого рекуррентные урав-

нения (10), (11) можно записать в виде одного рекуррентного уравнения:

θk+1 = θk + (A>j(k)| − E
j(k)
n )>Ck, (12)

где Ck = (Dj(k)D
>
j(k))

−1Dj(k)θk, Dj(k) = (A>j(k)| − αE
j(k)
n ), k = 0, 1, 2, . . ., θ0 —

вектор начальных значений.
Теорема. Пусть вектор начальных условий θ0 = (r>0 , u

>
0 )
> удовлетворя-

ет условию согласования r0 = f−Au0. Тогда последовательность θk, форми-
руемая рекуррентным уравнением (12), сходится к θ∗: θk → θ∗ при k → ∞,
θ∗ = (r>∗ , u

>
∗ )
>.

До к а з ат е л ь ств о. Доказательство проведем методом математической
индукции. Из условия согласования начальных значений r0 = f−Au0 следует,
что условие согласования выполняется при любом k > 0:

rk = f −Auk, (13)

где rk и uk рассчитываются из рекуррентных уравнений (8), (9).
Для k = 1 из (8), (9) получаем

f −Au1 = f −A(u0 + (E1
n)
>C0) =

= (f −Au0)−A(E1
n)
>C0 = r0 −A1C0 = r1.

Предположим, что (13) выполняется для некоторого произвольного k = ν.
Покажем, что (13) выполняется для k = ν + 1:

f −Auν+1 = f −A(uν+1 + (Eν+1
n )>Cν) =

= (f −Auν)−Aν(Eν+1
n )>Cν = rν −Aν+1Cν = rν+1.

Из этого следует, что (13) выполняется для любого k > 0.
Таким образом, по методу математической индукции для произвольного

начального вектора u0, θk → θ∗, при k →∞, θ∗ = (r>∗ , u
>
∗ ).

В работе [19] показано, что при выполнении теоремы нет необходимости
использовать в алгоритме итерационное уравнение (5). Таким образом, блоч-
ный алгоритм Качмажа для задачи регуляризации сходится. �

Выводы. В данной статье предложен эффективный итерационный вари-
ант блочного алгоритма Качмажа для решения задачи регуляризации. Дан-
ная оригинальная модификация метода позволяет уменьшить вычислитель-
ную сложность и повысить скорость сходимости алгоритма для решения
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некорректных и плохо обусловленных задач, которые возникают в различных
приложениях при решении интегральных уравнений первого рода, частных
производных, а так же в задачах математической физики.
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BLOCK REGULARIZATION KACZMARZ METHOD
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Abstract

This article focuses on the modification of the iterative version of Kaczmarz
block algorithm for solving the problem of regularization, which is a fairly
effective method for large-scale problems. An important characteristic of it-
erative methods is the speed of convergence, which depends on the condition
number of the original problem. The main drawback of many iterative meth-
ods is the large condition number, while methods based on normal equations
have the condition number of the system equal to the square of the condi-
tion number of the original problem. At the present time to increase the
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speed of convergence of iterative methods different types of preconditioners
are used reducing the condition number of the system. The disadvantages of
this approach is manifested in high computational complexity and the lack
of universal preconditioner, which could be applied to any iterative method.
One of the most effective approaches for improving the convergence rate of
the method is to use a block variant of the method used. In this regard, in
this paper we propose a modification of the original block Kaczmarz method
for the regularization of the problem, which will reduce the computational
complexity, and thus increase the rate of convergence of the algorithm. The
article provides a detailed derivation of the proposed modification of the
method and the proof of the convergence of the proposed variant of the
block Kaczmarz method.

Keywords: regularization problem, Kaczmarz method, regularized normal
equations, Euler equations.
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