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Аннотация
В ранних работах автора изучены задачи Дирихле и Пуанкаре для

многомерных гиперболических уравнений, где показана корректность
этих задач в цилиндрических областях, существенно зависящая от вы-
соты рассматриваемой цилиндрической области. В данной статье рас-
сматривается многомерная область внутри характеристического кону-
са, в которой задачи Дирихле и Пуанкаре имеют единственные решения
для одного класса гиперболических уравнений.
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Введение. В работе [1] было показано, что одна из фундаментальных за-
дач математической физики— изучение поведения колеблющейся струны—
некорректна, когда краевые условия заданы на всей границе области. Как
отмечено в работах [2, 3], задача Дирихле не является корректной не только
для волнового уравнения, но и для общих гиперболических уравнений. В [4]
показано, что решение задачи Дирихле существует в прямоугольных обла-
стях. В дальнейшем эта задача исследовалась методами функционального
анализа [5], применение которых в приложениях затруднено.
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В работах [6, 7] получены теоремы единственности решения задачи Ди-
рихле для гиперболических уравнений в цилиндрической области. В работах
[8–12] задачи Дирихле и Пуанкаре изучены для многомерных гиперболиче-
ских уравнений, показано, что корректность этих задач существенно зависит
от высоты рассматриваемой цилиндрической области.

Естественно, возникает вопрос: имеются ли другие области, в которых
решения исследуемых задач являются корректными?

В данной работе приводится многомерная область внутри характеристи-
ческого конуса, в которой задачи Дирихле и Пуанкаре однозначно разрешимы
для одного класса гиперболических уравнений.

1. Постановка задачи и результат. Пусть D—конечная область ев-
клидова пространства Em+1 точек (x1, . . . , xm, t), ограниченная при t > 0
конической поверхностью

K : t = ϕ(r), ϕ(0) = ϕ(1) = 0, ϕ(r) ∈ C1([0, 1])∩C2((0, 1)), |ϕ′(r)| < 1, ϕ′(r) 6= 0

и плоскостью t = 0, где r = |x|—длина вектора x = (x1, . . . , xm). Через S
обозначим множество {t = 0, 0 < r < 1} точек из Em.

В области D рассмотрим взаимно сопряженные многомерные гиперболи-
ческие уравнения

Lu ≡ ∆xu− utt +
m∑
i=1

ai(x, t)uxi + b(x, t)ut + c(x, t)u = 0, (1)

L∗v ≡ ∆xv − vtt −
m∑
i=1

aivxi − bvt + dv = 0, (1∗)

где ∆x — оператор Лапласа по переменным x1, . . . , xm, m > 2, d(x, t) = c −
−
∑m

i=1 aixi − bt.
В качестве многомерных задач Дирихле и Пуанкаре для уравнения (1)

рассмотрим следующие задачи.
Задача 1. В области D найти решение уравнения (1) из класса C1(D̄) ∩

C2(D), удовлетворяющее краевым условиям

u|S = τ(x), u|K = σ(x), (2)

или
ut|S = ν(x), u|K = σ(x). (3)

Отметим, что корректность этой задачи для многомерного волнового урав-
нения получена в [13].

Перейдем от декартовых координат x1, . . . , xm, t к сферическим r, θ1, . . . ,
θm−1, t, где r > 0, 0 6 θ1 < 2π, 0 6 θi 6 π, i = 2, 3, . . . ,m− 1.

Пусть {Y k
n,m(θ)}— система линейно независимых сферических функций

порядка n, где 1 6 k 6 kn, (m − 2)!n!kn = (n + m − 3)!(2n + m − 2), θ =
= (θ1, . . . , θm−1), W l

2(S), l = 0, 1, . . . —пространства Соболева.
Имеет место следующая лемма [14].
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Лемма 1. Пусть f(r, θ) ∈W l
2(S). Если l > m− 1, то ряд

f(r, θ) =
∞∑
n=0

kn∑
k=1

fkn(r)Y k
n,m(θ), (4)

а также ряды, полученные из него дифференцированием порядка p 6 l−m+1,
сходятся абсолютно и равномерно.

Лемма 2. Для того чтобы f(r, θ) ∈ W l
2(S), необходимо и достаточно,

чтобы коэффициенты ряда (4) удовлетворяли неравенствам

|f1
0 (r)| 6 c1,

∞∑
n=1

kn∑
k=1

n2l|fkn(r)|2 6 c2, c1, c2 = const.

Через ãkin(r, t), akin(r, t), b̃kn(r, t), c̃kn(r, t), d̃kn(r, t), ρkn, τ̄kn(r), ν̄kn(r), σ̄kn(r) обо-
значим коэффициенты разложения ряда (4), находящиеся соответственно пе-
ред функциями ai(r, θ, t)ρ(θ), ai xir ρ, b(r, θ, t)ρ, c(r, θ, t)ρ, d(r, θ, t)ρ, ρ(θ), τ(r, θ),
ν(r, θ), σ(r, θ), причем i = 1, 2, . . . ,m, ρ(θ) ∈ C∞(H), H — единичная сфера
в Em.

Теорема 1. Пусть ai(r, θ, t), b(r, θ, t), c(r, θ, t) ∈ W p
2 (D) ⊂ C(D), i =

= 1, 2, . . . ,m, p > m+ 1 и τ(r, θ) = r3τ∗(r, θ), ν(r, θ) = r3ν∗(r, θ), σ(r, θ) =
= r3σ∗(r, θ); τ∗(r, θ), ν∗(r, θ), σ∗(r, θ) ∈ W l

2(S), l > 3m/2 + 4. Тогда задача 1
разрешима.

Теорема 2. Решение задачи (1), (2) единственно. Если выполняется усло-
вие b(r, θ, 0) = 0 ∀ (r, θ) ∈ S, то решение задачи (1), (3) также единственно.

2. Разрешимость задачи 1 (доказательство теоремы 1). Уравне-
ние (1) в сферических координатах имеет вид

Lu ≡ urr +
m− 1

r
ur −

1

r2
δu− utt +

m∑
i=1

ai(r, θ, t)uxi + b(r, θ, t)ut + c(r, θ, t)u = 0,

(5)
где

δ ≡ −
m−1∑
j=1

1

gj sinm−j−1 θj

∂

∂θj

(
sinm−j−1 θj

∂

∂θj

)
,

g1 = 1, gj = (sin θ1 . . . sin θj−1)2, j > 1.

Известно [14], что спектр оператора δ состоит из собственных чисел λn =
n(n+m− 2), n = 0, 1, . . . , каждому из которых соответствует kn ортонорми-
рованных собственных функций Y k

n,m(θ).
Искомое решение задачи 1 будем искать в виде

u(r, θ, t) =

∞∑
n=0

kn∑
k=1

ūkn(r, t)Y k
n,m(θ), (6)

где ūkn(r, t) —подлежащие определению функции.
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Подставив (6) в (5), затем умножив полученное выражение на ρ(θ) 6= 0 и
проинтегрировав его по единичной сфере H для ūkn, получим [11,12]

ρ1
0ū

1
0rr − ρ1

0ū
1
0tt +

(
m− 1

r
ρ1

0 +
m∑
i=1

a1
i0

)
ū1

0r + b̃10ū
1
0t + c̃1

0ū
1
0+

+
∞∑
n=1

kn∑
k=1

{
ρknū

k
nrr − ρknūkntt +

(
m− 1

r
ρkn +

m∑
i=1

akin

)
ūknr + b̃knū

k
nt+

+

[
c̃kn − λn

ρkn
r2

+
m∑
i=1

(ãkin−1 − nakin)

]
ūkn

}
= 0. (7)

Рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений

ρ1
0ū

1
0rr − ρ1

0ū
1
0tt +

m− 1

r
ρ1

0ū
1
0r = 0, (8)

ρk1ū
k
1rr − ρk1ūk1tt +

m− 1

r
ρk1ū

k
1r −

λ1

r2
ρk1ū

k
1 =

= − 1

k1

( m∑
i=1

a1
i0ū

1
0r + b̃10ū

1
0t + c̃1

0ū
1
0

)
, n = 1, k = 1, k1, (9)

ρknū
k
nrr − ρknūkntt +

m− 1

r
ρknū

k
nr −

λn
r2
ρknū

k
n =

= − 1

kn

kn−1∑
k=1

{ m∑
i=1

akin−1ū
k
n−1r + b̃kn−1ū

k
n−1t+

+

[
c̃kn−1 +

m∑
i=1

(ãkin−2 − (n− 1)akin−1)

]
ūkn−1

}
, k = 1, kn, n = 2, 3, . . . . (10)

Суммируя уравнения (9) от 1 до k1, а уравнения (10) — от 1 до kn, а затем
складывая полученные выражения с (8), приходим к уравнению (7). Отсюда
следует, что если {ūkn}knk=1, n = 0, 1, . . . ,—решение системы (8)–(10), то оно
является решением уравнения (7).

Нетрудно заметить, что каждое уравнение системы (8)–(10) можно пред-
ставить в виде

ūknrr − ūkntt +
m− 1

r
ūknr −

λn
r2
ūkn = f

k
n(r, t), (11)

где функции fkn(r, t) определяются из предыдущих уравнений этой системы,
при этом f

1
0(r, t) ≡ 0.

Из краевых условий (2) и (3) в силу (6) будем иметь

ūkn(r, 0) = τkn(r), ūkn(r, ϕ(r)) = σ̄kn(r), k = 1, kn, n = 0, 1, . . . , (12)

ūknt(r, 0) = ν̄kn(r), ūkn(r, ϕ(r)) = σ̄kn(r), k = 1, kn, n = 0, 1, . . . . (13)
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Сначала рассмотрим задачу (11), (12). Произведя в (11), (12) замену

ūkn(r, t) = r
(1−m)

2 ukn(r, t)

и положив затем
ξ =

(r + t)

2
, η =

(r − t)
2

,

получим

uknξη +
[(m− 1)(3−m)− 4λn]

4(ξ + η)2
ukn = fkn(ξ, η), (14)

ukn(ξ, ξ) = τkn(ξ), ukn(ξ, γ(ξ)) = σkn(ξ), ξ ∈ J̄ , (15)

где

fkn(ξ, η) = (ξ + η)
(m−1)

2 f̄kn(ξ + η, ξ − η), τkn(ξ) = (2ξ)
(m−1)

2 τ̄kn(2ξ),

σkn(ξ) = (ξ + γ(ξ))
(m−1)

2 σ̄kn(ξ + γ(ξ)),

а функция η = γ(ξ) является решением уравнения η = ξ − ϕ(ξ + η). Здесь
и ниже J означает интервал (0, 1/2).

Функция η = γ(ξ) обладает следующими свойствами:
1) она осуществляет топологическое отображение сегмента J̄ в себя, остав-

ляя неподвижными ее концы;
2) справедлива оценка для производной

γ′(ξ) =
1− ϕ′(r)
1 + ϕ′(r)

> 0, γ′(ξ) 6= 1, ξ ∈ J̄ . (16)

В работе [15] c использованием общего решения уравнения (14) [2] пока-
зано, что решение задачи Коши для уравнения (14) имеет вид

ukn(ξ, η) =
τkn(η)

2
R(ξ, ξ; ξ, η) +

τkn(ξ)

2
R(η, η; ξ, η)+

+
1√
2

∫ ξ

η

[
νkn(ξ1)R(ξ1, ξ1; ξ, η)− τkn(ξ1)

∂

∂N
R(ξ1, η1; ξ, η)

∣∣
ξ1=η1

]
dξ1+

+

∫ ξ

1/2

∫ η

γ(ξ)
fkn(ξ, η)R(ξ1, η1; ξ, η)dξ1dη1, (17)

где

R(ξ1, η1; ξ, η) = Pµ

[(ξ1 − η1)(ξ − η) + 2(ξ1η1 + ξη)

(ξ1 + η1)(ξ + η)

]
—функция Римана уравнения (14) [16], а Pµ(z) —функция Лежандра с µ =

= n+(m−3)
2 ,

νkn(ξ1) =
∂ukn
∂N⊥

∣∣∣
ξ1=η1

=
( ∂ξ1

∂N⊥
∂ukn
∂η1

+
∂η1

∂N⊥
∂ukn
∂ξ1

)∣∣∣
ξ1=η1

,
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где N⊥ —нормаль к прямой ξ = η в точке (ξ1, η1), направленная в сторону
полуплоскости η 6 ξ.

Из уравнения (17) с учетом краевого условия (15) при η = γ(ξ) после
дифференцирования по ξ получим функционально-интегральное уравнение

ψkn(ξ) = νkn(ξ)− γ′(ξ)νkn(γ(ξ)), ξ ∈ J̄ , (18)

где

ψkn(ξ) = gkn(ξ)−
∫ ξ

γ(ξ)
νkn(ξ1)

[γ2(ξ)− ξ2
1 + γ′(ξ)(ξ2 − ξ2

1)]

ξ1(ξ + γ(ξ))2
P ′µ(z)dξ1,

gkn(ξ) =
d

dξ
hkn(ξ),

hkn(ξ) =
√

2σkn(ξ)− 1√
2
τkn(ξ)− 1√

2
τkn(γ(ξ)) +

1√
2

∫ ξ

γ(ξ)

τkn(ξ1)

ξ1

(ξ − γ(ξ))

(ξ + γ(ξ))
P ′µ(z)dξ1,

Pµ(z) = Pµ

[ ξ2
1 + ξγ(ξ)

ξ1(ξ + γ(ξ))

]
.

Из (16) следует
1− γ′(ξ)γ′(γ(ξ)) 6= 0, ξ ∈ J̄ . (19)

В [17] показано, что при выполнении условия (19) функциональное урав-
нение (18) имеет единственное решение и оно имеет вид

νkn(ξ) =
ψkn(ξ) + γ′(ξ)ψkn(γ(ξ))

1− γ′(ξ)γ′(γ(ξ))
= µkn(ξ) +

∫ ξ

γ2(ξ)
Gn(ξ, ξ1)νkn(ξ1)dξ1, (20)

где

µkn(ξ) =
gkn(ξ)− γ′(ξ)gkn(γ(ξ))

1− γ′(ξ)γ′(γ(ξ))
, µkn(ξ) = ξµ̄kn(ξ), µ̄kn(ξ) ∈ C(J̄).

Gn(ξ, ξ1)=


γ′(ξ)[γ3(ξ)−ξ21+γ′(γ(ξ))(γ2(ξ)−ξ21)]

[γ′(ξ)γ′(γ(ξ))−1][γ(ξ)+γ2(ξ)]2ξ1
P ′µ

[
ξ21+γ3(ξ)

ξ1(γ(ξ)+γ2(ξ))

]
, γ2(ξ) 6 ξ1 6 γ(ξ),

[γ2(ξ)−ξ21+γ′(ξ)(ξ2−ξ21)]
[γ′(ξ)γ′(γ(ξ))−1](ξ+γ(ξ))2ξ1

P ′µ

[
ξ21+ξγ(ξ)
ξ1(ξ+γ(ξ))

]
, γ(ξ) 6 ξ1 6 ξ.

(21)
Так как |P ′µ(z)| 6 C = const (см. [18]), ядро Gn(ξ, ξ1) (21) допускает оценку

|Gn(ξ, ξ1)| 6 C1

ξ1
, C1 = const. (22)

Решение интегрального уравнения (20) будем искать в виде ряда

ν(ξ) =

∞∑
l=0

νl(ξ), (23)
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где

ν0(ξ) = µkn(ξ), νl(ξ) =

∫ ξ

γ2(ξ)
Gn(ξ, ξ1)νl−1(ξ1)dξ1, l = 1, 2, . . . .

Из (22) получим следующие оценки:

|ν0(ξ)| 6 ξ2 max
J̄
|µ̄kn(ξ1)| = mξ2, |ν1(ξ)| 6 mC1ξ, |ν2(ξ)| 6 mC1

ξ

2
,

и вообще,

|νl(ξ)| 6
mC1

2l
.

Тогда для ряда (23) будем иметь

|ν(ξ)| 6
∞∑
l=0

|νl(ξ)| 6 mξ2 +mC1

∞∑
l=1

1

2l
= mξ2 +mC1 6 m(1 + C1).

Таким образом, интегральное уравнение (20), а также (18), имеют единствен-
ное решение. Отметим, что решение функционального уравнения (18), как
в [13], можно построить методом итерации.

Следовательно, сначала решив задачу (8), (12) (n = 0), а затем (9), (12)
(n = 1) и т. д., найдем последовательно все ūkn(r, t), k = 1, kn, n = 0, 1, . . . .

Итак, показано, что ∫
H
ρ(θ)LudH = 0. (24)

Пусть f(r, θ, t) = R(r)ρ(θ)T (t), причем R(r) ∈ V0, V0 плотно в L2((0, 1));
ρ(θ) ∈ C∞(H), C∞(H) плотно в L2(H); T (t) ∈ V1, V1 плотно в L2((0, ϕ(1/2))).
Тогда f(r, θ, t) ∈ V , V = V0 ⊗ Γ⊗ V1 —плотно в L2(D) [19]. Отсюда и из (24)
следует ∫

D
f(r, θ, t)LudD = 0

и
Lu = 0 ∀ (r, θ, t) ∈ D.

Таким образом, задача (1), (2) имеет решение вида

u(r, θ, t) =
∞∑
n=0

kn∑
k=1

r
(1−m)

2 ukn(r, t)Y k
n,m(θ), (25)

где функции ukn(r, t) определяются из формулы (17), в которой функции νkn(ξ)
находятся из (20). Следовательно, решение задачи (1), (2) построено.

Теперь рассмотрим задачу (1), (3), решение которой также будем искать
в виде (6). Тогда приходим к задаче (11), (13), которая переходит к краевой
задаче для (14) с условием

∂ukn
∂N

∣∣∣
ξ=η

= νkn(ξ), ukn(ξ, γ(ξ)) = σkn(ξ), ξ ∈ J̄ , (26)
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νkn(ξ) =
√

2(2ξ)
(m−1)

2 ν̄kn(2ξ), k = 1, kn, n = 0, 1, . . . .

Далее из (17) при η = γ(ξ) с учетом (26) получим функционально-инте-
гральное уравнение

τkn(ξ) + τkn(γ(ξ)) = gkn(ξ) +

∫ ξ

γ(ξ)
Gn(ξ, ξ1)τkn(ξ1)dξ1, (27)

где

gkn(ξ) = 2σkn(ξ)−
√

2

∫ ξ

γ(ξ)
νkn(ξ1)Pµ

[ ξ2
1 + ξγ(ξ)

ξ1(ξ + γ(ξ))

]
dξ1, gkn(ξ) ∈ C(J̄),

Gn(ξ, ξ1) =
ξ − γ(ξ)

ξ1(ξ + γ(ξ))
P ′µ

[ ξ2
1 + ξγ(ξ)

ξ1(ξ + γ(ξ))

]
, |Gn(ξ, ξ1)| 6M.

Так как интегральный оператор, стоящий в правой части равенства (27),
вполне непрерывен, функциональное уравнение (27), как показано в [17], име-
ет единственное решение. Следовательно, функция (25) является решением
задачи (1), (3), где ukn(r, t), k = 1, kn, n = 0, 1, . . . , определяются из решения
(17), в котором функции τkn(ξ) находятся из (27).

Учитывая ограничения на заданные функции τ(r, θ), ν(r, θ), σ(r, θ), лем-
мы 1, 2, и формулы (из [18])

dm

dzm
Pµ(z) =

Γ(µ+m+ 1)

2mΓ(µ−m+ 1)
F
(

1 +m+ µ, m− µ, m+ 1,
1− z

2

)
,

Γ(z + α)

Γ(z + β)
= zα−β

[
1 +

1

2z
(α− β)(α− β − 1) + o(z−2)

]
,

(28)

а также оценки (из [14])

|kn| 6 c1n
m−2,

∣∣∣∂qY k
n,m(θ)

∂θqj

∣∣∣ 6 c2n
m
2

+q−1, j = 1,m− 1, q = 0, 1, . . . , (29)

где F (a, b, c, z) — гипергеометрическая функция, Γ(z) — гамма-функция, α,
β —произвольные действительные числа, как в [11, 12], можно показать, что
полученное решение (25) принадлежит классу C1(D̄)∩C2(D). Таким образом,
теорема 1 доказана.

3. Доказательство теоремы 2. Сначала рассмотрим задачу (1), (2)
и докажем единственность ее решения. Для этого сначала построим решение
задачи Дирихле для уравнения (1∗) с данными

v
∣∣
S

= τ(r, θ) = τ̄kn(r)Y k
n,m(θ), v

∣∣
K

= 0, k = 1, kn, n = 0, 1, . . . , (30)

где τ̄kn(r) ∈ G, G—множество функций τ(r) из класса C1 ([0, 1]) ∩ C2 ((0, 1)).
Множество G плотно всюду в L2 ((0, 1)) [19]. Решение задачи (1∗), (30) будем
искать в виде (6), где функции v̄kn(r, t) будут определены ниже. Тогда, анало-
гично п. 2, функции v̄kn(r, t) удовлетворяют системе уравнений (8)–(10), где
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ãkin, a
k
in, b̃

k
n заменены соответственно на −ãkin, −akin, −b̃kn, а c̃kn на d̃kn, i = 1, . . . ,

m, k = 1, kn, n = 0, 1, . . . .
Далее из краевого условия (30) в силу (6) получим

v̄kn(r, 0) = τkn(r), v̄kn(r, ϕ(r)) = 0, k = 1, kn, n = 0, 1, . . . . (31)

Ранее отмечено, что каждое уравнение системы (8)–(10) представимо в
виде (11). В п. 2 показано, что задача (11), (31) имеет единственное решение.
Таким образом, построено решение задачи (1∗), (30) в виде ряда (25), которое
в силу формул (28) и оценок (29) принадлежит классу C1(D̄) ∩ C2(D).

Из определения сопряженных операторов L, L∗ [19] имеем

vLu− uL∗v = −vP (u) + uP (v)− uvQ,

где

P (u) =
m∑
i=1

uxi cos(N⊥, xi)−ut cos(N⊥, t), Q =
m∑
i=1

ai cos(N⊥, xi)+b cos(N⊥, t),

а N⊥ — внутренняя нормаль к границе ∂D, по формуле Грина будем иметь∫
D

(vLu− uL∗v)dD =

∫
∂D

[(
v
∂u

∂N
− u ∂v

∂N

)
M + uvQ

]
ds, (32)

при этом

∂

∂N
=

m∑
i=1

cos(N⊥, xi)
∂

∂xi
−cos(N⊥, t)

∂

∂t
, M2 =

m∑
i=1

cos2(N⊥, xi)+cos2(N⊥, t).

Из (32), принимая во внимание однородные граничные условия (2) и условия
(30), получим ∫

S
τ(r, θ)ut(r, θ, 0)ds = 0. (33)

Поскольку линейная оболочка системы функций {τ̄kn(r)Y k
n,m(θ)} плотна в

L2(S) [19], из (33) заключаем, что ut(r, θ, 0) = 0 ∀ (r, θ) ∈ S. Следователь-
но, в силу единственности решения задачи Коши u(x, 0) = ut(x, 0) = 0 для
уравнения (1) [20] будем иметь u(x, t) = 0 ∀ (x, t) ∈ D.

Таким образом, единственность решения задачи (1), (2) показана. Спра-
ведливость единственности решения для задачи (1), (3) устанавливается ана-
логично. Теорема 2 доказана.
Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.
Авторская ответственность. Я несу полную ответственность за предоставление
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